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PRÉFACE 


L'ouvrage  de  M.  Hilbert  sur  la  Théorie  des  Nombres  algébriques  est  un 
de  ces  Rapports  que  publie  la  Société  des  Mathématiciens  allemands  et  qui 
fixent  l'état  de  la  Science  à  une  époque  et  dans  un  domaine.  M.  Hilbert, 
sans  négliger  le  point  de  vue  historique,  y  reprend  toute  la  théorie  d'une 
manière  didactique,  suivie,  complète  et  personnelle.  Il  fond,  dans  un 
exposé  nouveau,  tous  les  résultats  acquis;  il  énonce  et  enchaîne  les  propo- 
sitions avec  le  plus  grand  soin,  fait  ressortir  les  théorèmes  essentiels;  enfin, 
dans  les  démonstrations,  toujours  nettes  et  précises,  s'il  laisse  parfois  de 
côté  les  points  secondaires  et  faciles,  c'est  pour  mieux  mettre  en  relief  le 
nœud  même  du  raisonnement. 

Bien  des  géomètres,  en  rédigeant  un  Mémoire,  ont  rêvé  certainement 
d'un  mode  d'exposition  où  les  lignes  essentielles  seraient  marquées  en 
vigueur,  et  les  détails  seulement  esquissés  r  l'habitude,  la  crainte  de  l'obs- 
curité les  ont  généralement  ramenés  dans  la  route  traditionnelle.  M.  Hilbert 
a  su  en  sortir.  Aussi  nul  livre  n'est-il,  pour  les  mathématiciens,  d'une  lec- 
ture plus  attachante  :  il  conduit,  sans  effort  sensible,  des  parties  les  plus 
élémentaires  jusqu'aux  sommets  de  cette  belle  Science  des  Nombres,  déjà 
si  féconde  en  résultats  et  si  riche  encore  en  promesses.  Qui  l'a  lu,  compris 
et  médité  possède  les  méthodes  et  sait  leurs  conséquences. 

Nous  souhaitons  que  la  traduction  de  MM.  Lévv  et  Got  répande  en 
France  le  goût  de  théories  et  de  recherches  trop  délaissées  par  notre  jeune 
école  de  mathématiciens. 

G.  HUMBERT 


avehtisskmknt 


Mon  maître  et  ami  M.  Hadamard  désirait  que  l'œuvre  de  M.  Hilbert 
relative  aux  nombres  algébriques  fût  connue  en  France  aussi  de  ceux  qui 
ne  possèdent  pas  assez  la  langue  allemande  pour  la  lire  dans  le  texte  origi- 
nal. J'ai  été  très  heureux  lorsqu'il  m'a  prié  d'en  entreprendre  la  traduction 

Pendant  que  je  faisais  ce  travail,  j'appris  qu'un  de  mes  collègues,  M.  Got, 
séduit  par  la  beauté  des  travaux  de  M.  Hilbert,  avait  déjà  traduit  son  ou- 
vrage. Je  me  suis  empressé  de  lui  demander  sa  collaboration  et  je  lui  suis 
très  reconnaissant  de  me  l'avoir  accordée. 

L'ouvrage  de  M.  Hilbert  s'adresse  à  des  lecteurs  auxquels  les  éléments 
de  la  Théorie  des  nombres  soient  déjà  familiers  ;  il  est  par  suite  souvent, 
surtout  dans  la  première  partie,  d'une  extrême  concision  et  il  demande,  la 
plupart  du  temps,  à  être  lu  la  plume  à  la  main.  Nous  n'avions  pas  qualité 
pour  suppléer  par  des  notes  personnelles  (*)  aux  démonstrations  manquantes 
ou  très  abrégées  et  nous  n'avons  pas  cru  pouvoir  mieux  faire,  pour  combler 
les  lacunes  les  plus  importantes,  que  d'avoir  recours  aux  leçons  professées 
par  M.  Humbert  au  Collège  de  France;  nous  lui  sommes  particulièrement 
reconnaissant  de  nous  avoir  autorisé  à  extraire  de  ses  cahiers  plusieurs 
Notes  relatives  à  des  théorèmes  fondamentaux  de  la  Théorie  généiale  et  des 
Corps  quadratiques. 

Nous  tenons  également  à  remercier  le  Comité  de  direction  des  Annales 
de  la  Faculté  des  sciences  de  Toulouse;  c'est,  en  effet,  en  grande  partie  grâce 
au  concours  matériel  de  cet  important  Recueil  que  la  publication  de  notre 
travail  a  été  assurée. 

A.  L^vY. 

I.  M.  Got  a  toutefois  pensé  être  utile,  au  moins  à  quelques  lecteurs,  en  reproduisant  au 
bas  des  pages  quelques-uns  des  ailculs  tout  à  fait  élémentaires  effectués  par  lui,  au  cours  de  sa 
lecture,  pour  rétablir  parfois  des  intermédiaires  manquants. 
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La  théorie  des  nombres  est  une  des  branches  les  plus  anciennes  des 
sciences  mathématiques,  et  l'esprit  humain  remarqua  de  bonne  heure 
quelques  propriétés  profondes  des  nombres  naturels.  Toutefois,  ce  n'est 
qu'aux  temps  modernes  qu'elle  doit  son  existence  comme  science  indépen- 
dante et  systématique. 

On  vante  toujours  de  cette  théorie  des  nombres  la  simplicité  de  ses 
fondements,  la  précision. de  ses  notions  et  la  pureté  de  ses  vérités.  D'autres 
branches  des  connaissances  mathématiques  ont  dû  subir  des  développements 
plus  ou  moins  longs  avant  d'atteindre  les  exigences  de  la  certitude  dans  les 
concepts  et  de  la  rigueur  dans  les  raisonnements. 

Nous  ne  sommes  donc  pas  surpris  de  l'enthousiasme  qui  à  toute  époque 
anima  ses  adeptes.  Legendre  dit  en  dépeignant  l'amour  d'Euler  pour  la 
théorie  des  nombres  :  «  Presque  tous  les  mathématiciens  qui  s'occupent  de 
la  théorie  des  nombres  le  font  avec  passion.  »  Nous  nous  rappelons  aussi 
combien  notre  maître  Gauss  tenait  en  honneur  la  science  arithmétique. 
Dès  que,  pour  la  première  fois,  il  eut  trouvé  à  souhait  une  démonstration 
d'une  remarquable  vérité  arithmétique,  «  le  charme  de  ces  recherches  l'avait 
tellement  ensorcelé  que,  désormais,  il  ne  put  plus  les  laisser  ».  Il  prisait 
Fermât,  Euler,  Lagrange  et  Legendre  «  comme  des  hommes  d'une  gloire 
incomparable,  car  ils  ont  ouvert  les  portes  du  sanctuaire  de  cette  science 
divine  et  ont  montré  ce  qu'il  contient  de  richesses  ». 

C'est  une  particularité  de  la  théorie  des  nombres  que  la  difficulté  de  la 
démonstration  de  certaines  vérités  simples  découvertes  facilement  par  voie 


XII 


PRÉFACE    DE    l' AUTEUR. 


d'induction.  «  Et  précisément  ce  qui  donne  à  l 'Arithmétique  supérieure  », 
dit  Gauss,  ((  ce  charme  magique  qui  en  a  fait  la  science  préférée  des  géo- 
mètres, c'est  de  ne  pas  douter  de  ses  richesses  inépuisables  qui  surpassent 
celles  de  toutes  les  autres  parties  des  mathématiques  ». 

On  connaît  la  préférence  de  Lejeune-Dirichlet  pour  l'Arithmétique, 
l'activité  de  Kummer  fut  consacrée  surtout  à  la  Théorie  des  nombres,  et 
Kronecker  exprima  les  sentiments  de  son  cours  de  mathématicien  en  ces 
termes  :  «  Dieu  fit  le  nombre  entier,  le  reste  est  œuvre  de  l'homme.  » 

Si  l'on  tient  compte  de  la  rareté  de  ses  pétitions  de  principe,  la  théorie 
des  nombres  est  certainement  la  branche  de  la  connaissance  mathématique 
dont  les  vérités  sont  les  plus  faciles  à  saisir. 

Mais  pour  comprendre  et  se  rendre  maître  des  concepts  arithmétiques, 
l'esprit  doitposséder  une  grande  faculté  d'abstraction.  -  c'est  là  un  reproche 
que  l'on  fait  quelquefois  à  l'Arithmétique.  -  Je  suis  d'avis  que  les  autres 
branches  des  mathématiques  exigent  une  faculté  d'abstraction  au  moins 
égale,  en  admettant  que  dans  ces  domaines  aussi  on  apporte  la  même  rigueur 
et  la  même  perfection  dans  l'examen  des  notions  fondamentales. 

Eu  ce  qui  concerne  le  rôle  de  la  théorie  des  nombres  dans  l'ensemble 
des  sciences  mathématiques,  Gauss.  dans  sa  Préface  des  Disquisiliones 
arllhmedcœ,  considère  encore  la  théorie  des  nombres  comme  une  théorie 
des  nombres  naturels  eir  excluant  expressément  les  nombres  imaginaires. 

D'après  cela,  il  ne  considère  pas  que  la  théorie  de  la  division  du  cercle 
(Kreisteilung)  appartient  à  la  théorie  des  nombres;  mais.il  ajoute  «  que  ces 
principes  peuvent  être  tirés  tout  entiers  et  uniquement  de  l'Arithmétique 
supérieure   ».    A    côté   de    Gauss.   Jacobi  et  Lejeune-Dirichlet  expriment 
maintes  fois  et  avec  force  leur  surprise  à  propos  des  rapports  étroits  entre 
les  questions  concernant  les  nombres  et  certains  problèmes  algébriques,  en 
parliculier  les  problèmes  de  la  division  du  cercle.   La  raison  intime  de  ces 
rapports  est  parfaitement  découverte  aujourd'hui.  La  théorie  des  nombres 
algébriques,  et  la  théorie  des  équations  de  Galois  ont  leurs  racines  communes 
da'ns  la  Théorie  des  corps  algébriques,  et  cette  théorie  du  corps  de  nombres 
est  devenue  la  partie  la  plus  importante  de  la  théorie  moderne  des  nombres. 
Le  n.;rile  d'avoir  apporté  le  premier  germe  de  la  théorie  du  corps  de 
nombres  appartient  encore  à  Gauss.  Gauss  reconnut  que  la  source  naturelle 
pour  arriver  aux  lois  dos  restes  biquadratiques  était  «  l'extension  du  cl.amp 
de  l'ariliimétique  »,  comme  il  dit,   cette  extension  s'obtenant  par  1  inlro- 
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duction  des  nombres  entiers  imaginaires  de  la  forme  a-\-hi;  il  posa  et 
résolut  le  problème  d'étendre  à  ces  nombres  imaginaires  toutes  les  lois  de  la 
divisibilité  et  des  propriétés  des  congruences  des  nombres  ordinaires.  Plus 
tard,  Dedekind  et  Kronecker,  en  développant  et  généralisant  cette  pensée 
et  en  se  basant  sur  les  idées  de  Kummer  ayant  une  portée  plus  grande,  arri- 
vèrent à  établir  notre  théorie  actuelle  du  corps  de  nombres  algébriques. 

La  théorie  des  nombres  n'est  pas  en  rapport  seulement  avec  l'algèbre, 
mais  elle  est  aussi  étroitement  liée  à  la  théorie  des  fonctions.  Nous  rappel- 
lerons les  analogies  nombreuses  et  merveilleuses  entre  certains  faits  de  la. 
théorie  des  nombres  algébriques  et  la  théorie  des  fonctions  algébriques  d'une 
variable;  de  plus,  les  recherches  profondes  de  Riemann,  qui  déduit  la 
réponse  à  la  question  de  la  densité  des  nombres  premiers  de  la  connaissance' 
des  zéros  d'une  certaine  fonction  analytique.  La  transcendance  des  nom- 
bres e  et  X  est  aussi  une  propriété  arithmétique  d'une  fonction  analytique, 
la  fonction  exponentielle. 

Enfin,  la  méthode  si  importante  et  à  si  grande  portée  imaginée  par  Le- 
jeune-Dirichlet,  pour  déterminer  le  nombre  des  classes  d'un  corps  de  nom- 
bres, repose  sur  des  bases  analytiques. 

Les  fonctions  périodiques  et  certaines  fonctions  à  transformations 
linéaires  touchent  plus  profondément  par  leur  nature  intime  au  nombre  : 
ainsi  la  fonction  exponentielle  e*""-  peut  être  considérée,  comme  l'invariant 
de  l'ensemble  des  nombres  entiers  rationnels,  comme  solution  fondamen- 
tale de  l'équation  fonctionnelle /(^ -f-  !)=/(;). 

De  plus,  Jacobi  avait  déjà  ressenti  le  rapport  étroit  entre  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  et  la  théorie  des  irrationnalilés  quadratiques;  il  va 
même  jusqu'à  supposer  que  l'idée  de  Gauss,  citée  plus  haut,  d'introduire 
les. nombres  entiers  imaginaires  de  la  forme  a  -{-  hi  ne  lui  es(  pas  venue 
rien  que  par  des  considérations  arithmétiques,  mais  aussi  par  des  recher- 
ches-simultanées  sur  les  fonctions  de  la  lemniscate  et  de  leur  multiplication 
complexe.  Les  fonctions  eUiptiques,  pour  certaines  valeurs  de  leurs  périodes, 
et  la  fonction  modulaire  elliptique  sont  toujours  l'invariant  d'un  nombre 
entier  d'un  certain  corps  quadratique  imaginaire.  Ces  fonctions,  désignées 
sous  le  nom  d'invariant,  permettent  de  résoudre  certains  problèmes  difficiles 
et  profondément  cachés  de  la  théorie  des  corps  algébriques  correspondants, 
et,  réciproquement,  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  doit  à  ces  conceptions 
arithmétiques  et  à  leur  application  un  nouvel  essor.  i 
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Nous  voyons  comment  l'arithmétique,  «  reine  »  de  la  science  mathéma- 
tique, conquiert  de  vastes  domaines  de  l'algèbre  et  de  la  théorie  des  fonc- 
tions, et  comment  elle  leur  enlève  le  rôle  de  guide.  Que  cela  ne  se  soit  pas 
produit  plus  tôt  et  dans  une  mesure  plus  vaste,  cela  tient,  il  me  semble,  à 
ce  que  la  théorie  des  nombres  n'a  atteint  sa  maturité  qu'à  une  époque 
récente.  Même  Gauss  se  plaint  des  efforts  démesurés  qiie  lui  a  coûté  la  déter- 
mination du  signe  d'un  radical  dans  la  théorie  des  nombres  ;  «  bien  d'autres 
choses  ne  l'ont  pas  retenu  autant  de  jours  que  cette  question  l'a  retenu 
d'années  »;  puis  tout  à  coup,  «  comme  tombe  la  foudre,  l'énigme  est 
résolue  ».  La  construction  de  la  théorie  du  corps  quadratique  a  apporté -de 
nos  jours  un  développement  sûr  et  continu,  au  lieu  des  progrès  par  bonds 
qui  caractérisaient  la  science  dans  son  jeune  âge. 

Il  faut  ajouter  enfin,  si  je  ne  me  trompe,  que,  d'une  façon  générale,  le 
développement  des  mathématiques  pures  dans  les  temps  modernes  s'opère 
principalement  sous  le  signe  du  nombre  :  les  définitions  dues  à  Dedekind  et 
à  Weierstrass  des  notions  fondamentales  de  l'arithmétique,  et  les  ensembles 
numériques  de  Cantor  ont  établi  ce  principe,  qu'un  fait  de  la  théorie  des 
fonctions  ne  doit  être  considéré  comme  démontré  que  si,  en  dernière  ins- 
tance, il  se  ramène  à  des  rapports  entre  des  nombres  entiers  rationnels. 

La  géométrie  s'est  arithmétisée  par  les  recherches  modernes  concernant 
la  géométrie  non-euclidienne;  ces  recherches  tentent  d'établir  la  géométrie 
avec  une  logique  sévère  et  s'occupent  d'introduire  le  nombre  en  géométrie 
sans  prêter  à  la  moindre  objection. 

Le  but  de  ce  rapport  est  d'exposer  un  développement  logique  des  faits 
de  la  théorie  des  nombres  et  leurs  démonstrations  d'après  différents  points 
de  vue,  et  de  coopérer  ainsi  à  faire  avancer  l'heure  à  laquelle  les  conquêtes 
de  nos  grands  classiques  de  la  théorie  des  nombres  seront  devenues  la  pro- 
priété commune  de  tous  les  mathématiciens. 

J'ai  évité  complètement  les  citations  historiques  et  les  attributions  de 
priorité.  Disposant  d'un  espace  assez  restreint,  je  me  suis  efforcé  de  recher- 
cher partout  les  sources  les  plus  riches,  et  toutes  les  fois  que  j'ai  dû  choisir, 
j'ai  donné  la  préférence  aux  moyens  qui  me  semblaient  les  plus  profonds  et 
ayant  la  plus  grande  portée.  On  ne  juge  pas  en  soi-même  quelle  est,  parmi 
plusieurs  démonstrations,  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle;  il  faut  d'abord 
savoir  si  les  principes  invoqués  sont  susceptibles  d'une  généralisation  et  s'ils 
peuvent  nous  conduire  à  d'autres  recherches. 
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La  première  partie  de  ce  rapport  traite  de  la  théorie  générale  du  corps 
algébrique  ;  celte  théorie  nous  apparaît  comme  un  édifice  considérable  assis 
sur  trois  piliers  principaux  :  le  théorème  de  la  décomposition  unique  des 
nombres  en  idéaux  premiers,  le  théorème  relatif  à  l'existence  des  unités  et 
enfin  la  détermination  transcendante  du  nombre  des  classes.  La  deuxième 
partie  renferme  la  théorie  des  corps  de  Galois,  qui  à  son  tour  contient  la 
théorie  générale.  La  troisième  partie  est  consacrée  à  l'exemple  classique  du 
corps  quadratique.  La  quatrième  partie  traite  le  corps  du  cercle.  La  cin- 
quième partie  développe  la  théorie  du  corps  que  Kummer  a  pris  comme 
base  dans  ses  recherches  sur  les  réciprocités  d'ordre  supérieur.  C'est  pour- 
quoi je  l'ai  appelé  corps  de  Kummer.  La  théorie  de  ce  corps  de  Kummer  est 
le  sommet  le  plus  élevé  qu'ait  atteint  la  science  arithmétique  actuelle.  De 
ce  sommet,  on  aperçoit  bien  tout  le  domaine  acquis  par  la  science,  car 
presque  toute  idée  ou  toute  notion  de  la  théorie  des  corps,  au  moins  prise 
dans  un  sens  particulier,  trouve  son  application  dans  la  démonstration  des 
lois  supérieures  de  réciprocité.  J'ai  essayé  d'éviter  le  grand  appareil  de  cal- 
culs de  Kummer,  pour  réaliser  aussi  ici  l'idée  fondamentale  de  Riemann 
qu'il  faut  triompher  des  démonstrations  non  par  le  calcul,  mais  par  la 
pensée. 

Les  théories  de  la  troisième,  de  la  quatrième  et  de  la  cinquième  partie 
sont  toutes  des  théories  de  corps  abéliens  particuliers  ou  de  corps  abéliens 
relatifs.  Un  autre  exemple  d'une  pareille  théorie  serait  la  multiplication 
complexe  des  fonctions  elliptiques,  en  les  considérant  comme  une  théorie 
des  corps  qui  sont  des  corps  abéliens  relatifs  par  rapport  à  un  corps  imagi- 
naire quadratique  donné.  J'ai  dû  renoncer  à  faire  entrer  ces  recherches  sur 
la  multiplication  complexe  dans  ce  rapport,  car  les  faits  de  cette  théorie 
n'ont  pas  encore  été  l'objet  de  travaux  assez  simples  et  assez  complets  pour 
permettre  une  exposition  satisfaisante. 

La  théorie  des  corps  de  nombres  est  un  monument  d'une  admirable 
beauté  et  d'une  incomparable  harmonie;  la  plus  belle  partie  de  ce  monument 
me  semble  être  la  théorie  des  corps  abéliens  et  des  corps  abéliens  relatifs. 
Kummer  et  Kronecker  nous  l'ont  révélée,  l'un  par  ses  travaux  sur  les  lois 
supérieures  de  réciprocité,  l'autre  par  ses  recherches  sur  la  multiplication 
complexe  des  fonctions  elliptiques. 
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XVI  PREFACE    DE    L  AUTEUR. 

foule  de  trésors  les  plus  précieux  demeurent  encore  cachés  ;  attraits  d'une 
belle  récompense  qui  doivent  tenter  le  chercheur  qui  connaît  la  valeur  de 
pareils  trésors  et  qui  pratique  avec  amour  l'art  de  les  découvrir. 
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milation. J'ai  signalé  par  une  impression  spéciale  les  théorèmes  qui  sont 
en  eux-mêmes  \Sn  but  principal  à  cause  de  leur  importance  même,  et  aussi 
ceux  qui  peuvent  être  pris  pour  point  de  départ  d'incursions  dans  un  pays 
nouveau  et  non  encore  découvert. 

Ce  sont  les  théorèmes  7  (§  5),  3i  (S  10),  4o  (S  16),  ^^  (§  18),  45  (§  18), 
47  (S  19),  56  (S  26),  82  (S  49),  94  (S  58),  100  (S  67),  101  (S  69),  i3i 
(S  100),  i43  (S  119),  i44  (S  120),  i5o  (s  i3o),  i58  (S  147),  169  (s  i48), 
i6i  (S  i54),  i64  (S  i63),  166  (§  i64),  167  (§  i65). 

Le  livre  est  précédé  d'une  table  des  matières  et  d'une  indication  des 
auteurs  cités.  Tout  à  la  fin,  j'ai  placé  une  table  des  concepts  de  l'ouvrage. 

Mon  ami  Hermann  Minkowski  a  corrigé  avec  soin  les  épreuves  et  a  lu 
la  plus  grande  partie  du  manuscrit.  J'ai  fait  sur  sa  prière  bien  des  améliora- 
tions formelles  et  matérielles;  je  lui  exprime  ici  toute  ma  reconnaissance 
pour  l'aide  qu'il  m'a  prêtée. 

Je  remercie  aussi  ma  femme  qui  a  écrit  tout  le  manuscrit  et  a  fait  les 
tables. 

J'exprime  également  ma  reconnaissance  au  Comité  de  rédaction  de  la 
Deutsche  Mathemaiiker  Vereinigung,  en  particulier  à  M.  Gutzmer,  qui  a  lu 
les  épreuves,  et  à  la  maison  d'édition  Georges  Reimer,  qui  ma  prêté  la 
pluç  grande  complaisance  pour  la  composition  et  l'impression. 
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PREMIÈRE  PARTfE. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  CORPS  ALGÉBRIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 
Le  nombre  algébrique  et  le  corps  algébrique. 

S  I.  —  Le  corps  algébrique  et  les  corps  algébriques  conjugués. 

Un  nombre  a  est  dit  lin  nombre  algébrique  s'il  satisfait  à  une  équation  de  degré  m 
de  la  forme 

a   +a,a       +a,%       -{-...  +a^  =  o 

où  a^,  a, a„,  sont  des  nombres  rationnels. 

Soient  a,  p,  ...,  x  des  nombres  algébriques  quelconques  en  nombre  fini,  toutes 
les  fonctions  rationnelles  à  coefficients  entiers  de  a,  p,  ...,  x  forment  un  système 
fermé  de  nombres  algébriques  que  l'on  nomme  Corps  de  nombres,  corps  au  domaine 
de  rationalité  [Dedekind *•  *,  Kronecker"].  Comme  en  particulier  la  somme,  la  diffé- 
rence et  le  quotient  de  deux  nombres  d'un  domaine  de  rationalité  est  encore  un 
nombre  de  ce  domaine,  cette  notion  de  domaine  est  un  invariant  relativement  aux 
quatre  opérations  élémentaires  :  addition,  soustraction,  multiplication,  division. 

Théorème  i  .  —  Dans  tolit  corps  k  il  existe  un  nombre  6  tel  que  tous  les  autres 
nombres  du  corps  sont  des  fonctiçns  rationnelles  entières  de  0  à  coefficients  rationnels. 

Le  degré  m  de  l'équation  de  plus  bas  degré  à  coefficients  rationnels  satisfaite  par 
6  s'appelle  le  degré  du  corps  k.  Le  nombre  6  est  dit  le  nombre  qui  détermine  le  corps  k. 

L'équation  de  degré  m  est  irréductible  dans  le  domaine  de  rationalité  des  nom- 
bres rationnels. 

Réciproquement,  chaque  racine  d'une  pareille  équation  irréductible  détermine  un 
corps  de  degré  m. 

Si  6',  6*,  ...,  ô'"*"*'  sont  les  m —  i  autres  racines  de  l'équation,  les  corps 
k',  k",  ...,  Ar'"*"*'  déterminés  respectivement  par  6',  6",  ...,  6<'"-*'  sont  dits  les  corps 
conjugués  du  corps  k. 
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Soit  a  un  nombre  quelconque  du  corps  k  et  soit 

où  c,,  c,,  ... ,  c„  sont  des  nombres  rationnels,  les  nombres 

a'=C.  +  C.6'+...+C„e""-*, 


a""-*'  =  C,  +  C.e'"'-*'  -f  . .  .  +  C,„(Ô'"'-*')'"-* 


sont  dits  les  nombres  conjugués  de  a  ou  encore  les  nombres  issus  de  a  par  les  substi- 
tutions 

<'=(o:ô'),  .....  «'"-''^(ôiô'"'-*'). 


Sa.  —  Le  nombre  algébrique  entier.  - 

Le  nombre  a  est  dit  un  nombre  entier  algébrique  ou  tout  simplement  un  nombre 
entier  s'il  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

où  a^,  a,,  ...,  a„,  sont  des  nombres  rationnels  et  entiers. 

Théorème  a.  —  Toute  fonction  entière  F  à  coefficients  entiers  d'un  nombre  quel- 
conque d'entiers  a,  ^,  ... ,  y,  est  encore  un  nombre  entier. 

Démonstration.  —  .Désignons  par  a',  a".  ...,  p',  p',  ...,  %',  %',  ...  les  nombres  con- 
jugués à  a,  p.  ... ,  X  et  formons  toutes  les  expressions  de  la  forme 

F  (a,  (3 YF(a',  p,  ...,y.),     F(a,  fi',  . . .  ,  y.),     F(x,  [i,  . . .  ,  y/),     F(a'fJ',  . . . ,  x),     .... 

le  théorème  connu  sur  les  fonctions  symétriques  nous  apprend  que  l'équation  à 
laquelle  satisfont  ces  expressions  n'a  que  des  coefficients  entiers  et  que  le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  =  i . 

En  particulier,  la  somme,  la  différence  et  le  produit  de  deux  nombres  entiers  est 
lin  nombre  entier.  Le  concept  «  entier  »  est  un  invariant  pour  lestrois  opérations  : 
addition,  soustraction,  multiplication. 

Le  nombre  entier  y  est  dit  divisible  par  le  nombre  entier  a  s'il  existe  un  nombre 
entier  y  tel  que  a^fiy. 

Théorème  3.  —  Les  racines  d'une  équation  quelconque  de  degré  ;•  de  la  forme 

x''-+  ay-^'-\-  ay--  +  . . .  +  a,,=  o  ~ 

sont  toujours  des  nombres,  entiers,  dès  que  les  coefficients  a,,  a,,  ....  a^  sont  des 
nombres  algébriques  entiers. 
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Théorème  4-   —  Lorsqu'un  nombre  entier  algébrique  est  rationnel,  il  est  un 
nombre  entier  rationnel. 

Démonstration.  —  Si  on  avait  *  =  t»  a  et  6  étant  rationnels  entiers  et  premiers 

entre  eux  et  6>>  i,  et  si  a  satisfait  à  une  équation  dont  les  coefficients  a,,  ... ,  a„,  sont 
des  enti.ers  rationnels,  on  aurait,  en  multipliant  par  6*""*, 

Ç  =  —  a^a"'-'  —  a^ba"'-'—. . .  -  a^b"'-'  =  X 
où  A  est  un  nombre  entier  rationnel,  ce  qui  est  impossible.  [Dedekind  ',  Kronecker'*.] 


S  3.  —  La  norme,  la  différente,  le  discriminant  d'un  nombre. 
La  base  du  corps. 


Soit  a  un  nombre  quelconque  du  corps  k  et  soient  a',  ... ,  x'™  *'  les  nombres  con- 
jugués à  «,  le  produit 

n(a)  =  aa'..-.  a""-*' 

est  dit  la  norme  du  nombre  x.  La  norme  d'un  nombre  a  est  toujours  un  nombre 
rationnel.  De  plus,  le  produit 

$(a)  =  (x  —  x')(x  —  x')  . . .  (x  —  x""-^') 

est  la  différente  du  nombre  x.  La  différente  d'un  nombre  est  encore  un  nombre  du. 
corps  k. 

Car  si  l'on  pose 

f{x)  =  (x  —  a) (a;  —  *')  ...  {x  —  x"»"*») . 


B(x) 


rdfjxn 

L  dx  J^=, 


Enfin,  le  produit 

rf(a)  =  (a  —  %y  (x  —  x')*  (x'  —  x')' . . .  (x"""''  —  x'"-*»)' 


I,  a,         X  . 


,  « 


est  dit  le  discriminant  de  x. 

Le  discriminant  d'un  nombre  rationnel  est  un  nombre  rationnel  et  au  signe  près 
il  est  égal  à  la  norme  de  la  différente  ;  en  effet 

»n(m— 1) 

(/(x)  =  (-i)-5-n(S). 
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Si  a  est  un  nombre  qui  détermine  le  corps,  sa  différente  et  son  discriminant  sont 
différents  de  zéro.  Réciproquement,  si  la  différente  et  le  discriminant  d'un  nombre 
sont  différents  de  zéro,  ce  nombre  détermine  le  corps. 

Si  a  est  entier,  sa  norme,  sa  différente  et  son  discriminant  sont  entiers. 

Théorème  5.  —  Dans  tout  corps  de  degré  m,  il  existe  m  nombres  entiers 
w,,  ti),,  ... ,  ù>„  tels  que  tout  autre  entier  du  corps  w  puisse  être  représenté  par 

OÙ  a,,  a,.  ... ,  a„,  sont  des  entiers  rationnels. 

Démonstration.  —  Si  a  est  un  nombre  entier  déterminant  le  corps,  tout  nombre  w 
est  représentable  par 

où  r  ,  r  ,  ... ,  r„  sont  des  nombres  rationnels. 
En  passant  aux  nombres  conjuguée 


il  en  résulte  pour  s  =  i,  2 m 


r.= 


•"II.  a,...,  a'-* x'^'l*       d(a)' 

où  A,  comme  fonction  entière  de  a,  a*,  ...,  a'""**,  w,  w',  ...,  w*'""*'  est  un  nombre 
entier.  Comme,  d'autre  part.  A,  est  égal  au  nombre  entier  r,d(i).  A,,  d'après  le  théo- 
rème 4,  est  un  nombre  entier  rationnel.  Tout  nombre  entier  w  peut  donc  être  repré- 
senté par 

A.  +  A,a-|-...4-A„a'"-* 


(0 


.rfw 


où  A,,  A,,  ... ,  A„  sont  des  entiers  rationnels  et  où  rf(a)  est  le  discriminant  de  a. 

Soit  à  nouveau  s  un  nombre  de  la  suite  i,  a,  ... ,  m;  supposons  qu'on  ait- calculé 
tous  les  nombres  du  corps  de  la  forme 


0. 

+  0.a 

+  ... 

+  0, 

<*•-* 

0),   — 

_or' 

•  +  o^ 

d(a) 

1  +  .... 

+  0? 

> 

d(a) 
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OÙ  les  0,  O''',  O'**,  ...  sont  des  nombres  entiers  rationnels,  nous  pouvons  admettre 
que  0,  =1=  o  et  qu'il  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  0,,  O],'',  Of',  ...  Alors  les 
m  premiers  nombres  correspondants  w,,  ...,  w„  forment  un  système  satisfaisant  à  la 
condition  demandée.  En  effet,  soit  un  nombre  iù  mis  sous  la  forme  (i);  d'après  ce  que 
nous  venons  de  dire,  on  devra  avoir  A„  =  a„0^  où  a^  est  un  nombre  rationnel,  mais 
alors  la  différence 

(0*  =  u)  —  a„  <ù,„ 


a  la  forme 


A:+A>+...+A;;_,a" 


»«— 1     m — 1 


et  l'on  aura  A^_^  =  a^_^0^_^  ;  si  nous  considérons  là  différence  w**  =  (ù*  —  a,„_^ w„ 
et  si  nous  poursuivons  ce  raisonnement,  nous  en  concluerons  l'exactitude  du  théo- 
rème (5). 

Les  nombres  w,,  ... ,  u)„  forment  ce  que  nous  appellerons  une  base  du  système  de 
tous  les  nombres  entiers  du  corps  k,  ou  tout  simplement  une  base  du  corps  k.  Toute 
autre  base  du  corps  est  donnée  par  les  formules 

vC>  '  ^ 

OÙ  le  déterminant  dès  coefficients  a  =  ±:  i.  [Dedekind  ',  Kronecker'^]" 


CHAPITRE  II. 
Les  idéaux  du  corps. 

s  4-  —  La  multiplication  des  idéaux  et  leur  divisibilité.  —  L'idéal  premier. 

Le  premier  problème  important  de  la  théorie  des  corps  algébriques  est  la  recherche 
des  lois  de  la  décomposition  (divisibilité)  des  nombres  algébriques.  Ces  Iqis  sont 
d'une  admirable  beauté  et  d'une  grande  simplicité.  Elles  présentent  une  analogie 
précise  avec  les  lois  élémentaires  de  la  divisibilité  poiir  les  nombres  entiers  rationnels 
et  elles  ont  la  même  signification  fondamentale.  Ces  lois  ont  été  découvertes  d'abord 
par  Kummer,  mais  lé  mérite  de  les  avoir  établies  pour  le  corps  algébrique  général 
revient  à  Dedekind  et  à  Kronecker. 

Les  principes  fondamentaux  de  cette  théorie  sont  les  suivants  : 
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Un  système  d'un  nombre  infini  d'entiers  algébriques  a,,  a,,  ...  du  corps  k,  tel  que 
toute  combinaison  linéaire  X,a,  +  X,a,  ...  (où  X,,  X,,  ...  sont  des  nombres  entiers  du 
corps)  appartienne  encore  au  système  est  dit  un  idéal  a. 

Théorème  6.  —  Dans  chaque  idéal  a  il  y  a  m  nombres  t,,  i, i„,  tels  que  tout 

autre  nombre  de  l'idéal  est  une  combinaison  linéaire 

i  =  '.  i.  4-  •  •  •  4-  L  L 

où  /,,  ... ,  /„j  sont  des  entiers  rationnels. 

Démonstration.  —  Soit  s  un  des  nombres  i,  i,  ....  m;  imaginons  qu'on  ait  calculé 
tous  les  nombres  de  l'idéal  de  la  forme 

^  =J.  u),-l-...-f  J,w,, 
?i  =''1  to.-|-...-f  J.  w,. 

où  J,  J***,  ...  sont  des  nombres  entiers  rationnels;  admettons  que  J,  =|=o  est  le  plus 

grand  commun  diviseur  des  nombres  J,,  J*'* on  en  déduira  comme  précédemment 

que  les  m  nombres  i, i„,  satisfont  à  la  condition  indiquée. 

Les  nombres  i,,  ...,  /„,  sont  dits  la  hase  de  l'idéal  a.  Toute  autre  base  de  l'idéal 
peut  être  mise  sous  la  forme 


où  le  déterminant  de  coefficients  a  =  ±  i. 

Soient  a^,  . . . ,  a^,  r  nombres  de  l'idéal  a  tels  que  des  combinaisons  linéaires  de 
ces  nombres  avec  l'emploi  de  coefficients  algébriques  X  donnent  tous  les  nombres 
de  l'idéal,  j'écrirai 

Si  a  =  (a^,  ».^.  . . . ,  «J  et  b  =  (p^ p,)  sont  deux  idéaux,  je  désignerai  par  («,  h) 

l'idéal  obtenu  en  réunissant  les  nombres  a^,  a.^,  . . . ,  a,;  p^,  p^, . . . ,  ^,,  et  j'écrirai 

{«.B)  =  K «/.?.-•-?.). 

Un  idéal  qui  contient  tous  les  nombres  de  la  forme  Xa  et  ne  contient  que  ces 
nombres  où  X  désigne  un  nombre  entier  quelconque  appartenant  au  corps  et  x  un 
nombre  entier  déterminé  du  corps  est  dit  un  idéal  principal;  on  le  désigne  par  (a), 
ou  plus  brièvement  par  a,  dans  le  cas  où  il  ne  peut  être  confondu  avec  le  nombre  a. 
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Tout  nombre  a  de  l'idéal  a  =  (x^, .  •  • ,  * J  est  dit  congru  à  o,  suivant  l'idéal  a 

a^o  (a). 

Lorsque  la  différence  de  a  et  p  est  congrue  à  o  d'après  a,  on  dit  que  a  et  p  sont 
congrus  suivant  a;  on  écrit 

«  =  P  (a); 

sinon  on  dit  qu'ils  sont  incongrus;  on  écrit 

«=|=p  (a). 

Lorsqu'on  multiplie  chaque  nombre  d'un  idéal  a  =  (a^, . . . ,  «J  par  chaque  nom- 
bre d'un  idéal  h  =  (p^,  p^.  . . . ,  p,)  et  que  l'on  combine  linéairement  les  nombres  ainsi 
obtenus  au  moyen  de  coefficients  algébriques  du  corps,  le  nouvel  idéal  obtenu  se 
nomme  le  produit  des  deux  idéaux  a  et  h,  c'est-à-dire 

ab  =  (x3 aS  ,...,a  8,  ...,a8). 

Un  idéal  c  est  dit  divisible  par  l'idéal  a,  s'il  existe  un  idéal  h  tel  que  c  =  ah. 
Si  c  est  divisible  par  a,  tous  les  nombres  de  c  sont  congrus  à  o  suivant  l'idéal  o. 
On  a  relativement  aux  diviseurs  d'un  idéal  le  théorème  suivant  : 

Lemme  I.  —  Un  idéal  j  n'est  divisible  que  par  un  nombre  limité  d'idéaux. 

Démonstration.  —  Que  l'on  forme  la  norme  n  d'un  nombre  quelconque  /(=|=o)  de 
l'idéal  i  et  soit  a  un  diviseur  de  ),  il  est  évident  qu'alors  le  nombre  rationnel  entier 
n^o  suivant  a.  Supposons  que  les  m  nombres  de  base  de  a  soient  de  la  forme 

OÙ  «14 «„,„,  sont  des  nombres  entiers  rationnels.  Soient  a[^,  ...,  a|„„,  les  plus 

petits  restes  possibles  des  nombres  a^^,  ....  a,„„,  par  n ,  on  a  : 

a  =  ia,,oy,-\-...+  a,,„  w,„ ,  . . . ,  a,„^  ^^  -f  . . .  +  a,„„,  u),„) 
=  («'il  o>,  +  . . .  -f  al,„oi„, ,  . . . ,  «;„,  w,  +  . . .  +  a,„,„w,„ ,  n) 

et  cette  dernière  représentation  de  l'idéal  a  montre  l'exactitude  de  notre  affirmation. 

Un  idéal  différent  de  i  et  qui  n'est  divisible  par  aucun  autre  idéal  que  par  lui- 
mcmc  ot  par  l'unité  est  dit  un  idéal  premier. 

Deux  idéaux  sont  dits  premiers  entre  eux,  si  à  part  i  ils  ne  sont  divisibles  en 
commun  par  aucun  autre  idéal. 

Deux  nombres  entiers  a  et  ,8,  un  nombre  entier  a  et  un  idéal  a  sont  dits  premiers 
si  les  idéaux  principaux  (a)  et  (,8)  ou  si  l'idéal  iirincipal  (a)  et  a  sont  premiers  entre 
eux.  [Dcdekind'.] 


i6 
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S  5.  —  Un  idéal  n'est  décomposable  que  d'une  seule  manière  en  idéaux  premiers. 

On  a  le  fait  fondamental  : 

Théorème  7.  —  Tout  idéal  j  peut  être  décomposé  en  un  produit  d'idéaux  pre- 
miers et  il  ne  peut  l'être  que  d'une  seule  manière. 

Dedekind  a  donné  récemment  une  nouvelle  exposition  de  sa  démonstration. 
[Dedekind'.]  La  démonstration  de  Kronecker  repose  sur  la  théorie  (créée  par  lui)  des 
formes  algébriques  appartenant  à  un  corps.  La  signification  de  cette  théorie  se  com- 
prend mieux,  si  l'on  établit  d'abord  les  théorèmes  de  la  théorie  des  idéaux  ;  c'est  alors 
que  le  lemme  suivant  rend  de  grands  services. 

Lemme  2.  —  Lorsque  les  coefficients  de  deux  fonctions  entières  de  la  variable  x  : 

F(a;)  =  a.x'"+«X"'+--" 

sont  des  nombres  algébriques  entiers  et  que  les  coefficients  y^,  y,,  y»»  •••  du  produit 

F(x)G(x)  =  y,  x'^  +  yX"'-'  +  . . . 

sont  tous  divisibles  par  le  nombre  entier  w,  chacun  des  nombres  a, p^,  a,^,,  .... 
*iP»'  *«Pt  ®^^  divisible  par  w.  [Kronecker'*,  Dedekind^,  Mertens*,  Harwitz'*.] 
De  ce  lemme  on  déduit  successivement  [Hurwitz']  : 

Théorème  8.  —  A  chaque  idéal  donné  a  =  (a,  a, a^),  on  peut  faire  corres- 
pondre un  ideâl  b  tel  que  le  produit  ah  soit  un  idéal  principal. 

Démonstration.  —  Posons  F  =  a,u,  -|-  ...  47  a^u^  et  formons  le  produit  des  m  —  i 
formes  avec  les  coefficients  conjugués 

R  =  (a>,  +  . . .  +  «>,)  . . .  (ar-*'«.  +  .  • .  +  <-'•",)  =  ?./.+  ..-  +  P./, 

où/j,  ...,/,  sont  certaines  puissances  différentes  ou  des  produits  de  puissances  des 
H,,  u,,  ... ,  u^  et  où  p,,  p^,  ...,  p^  sont  des  nombres  entiers  du  corps  R,  FR  =  nU  où  n 
est  un  nombre  entier  rationnel  et  U  une  puissance  entière  à  coefficients  entiers,  dont 
les  coefficients  n'ont  pas  de  diviseur  commun.  Il  en  résulte  que  n^o  àuivant  le  pro- 
duit des  deux  idéaux  a  et  6  =  (.8,,  p,,  ... ,  |i,).  Le  lemme  2  nous  montre  que  chaque 
nombre  a^p^  est  divisible  par  n\  en  appliquant  ce  lemme  (2)  aux  deux  fonctions  obte- 
nues lorsque  dans  F  et  R  on  pose 

u^  =  x,     u,  =  x'"^\     u,  =  x^"'^'^\     ...,     u^=x^"'^'^'"\ 

On  a  donc 

ah  =  n. 
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Théorème  9.  —  Si  l'on  a  pour  les  trois  idéaux  abc,  ttc  =  bc,  on  a  aussi 

a  =  h. 

Démonstration.  —  Soit  m  un  idéal  tel  que  cm  soit  un  idéal  principal  (a)  d'après 
l'hypothèse 

atm  =  hcm, 
aa  =  ab, 
et  par  suite 

a  =  h. 

Théorème  10.  —  Si  tous  les  nombres  d'un  idéal  c  sont  ^  9  suivant  a,  c  est  divi- 
sible par  a. 

Démonstration.  —  Si  a  m  est  égal  à  l'idéal  principal  (a),  tous  les  nombres  me  sont 
divisibles  par  *  et  par  suite  il  existe  un  idéal  tel  que 

mc  =  ab, 

et  par  suite 

amc  =  aab, 
ac  =  aab, 
c  =  ah. 

Théorème  ii.  —  Lorsque  le  produit  de  deux  idéaux  ah  est  divisible  par  un  idéal 
premier  p,  l'un  des  deux  idéaux  a  ou  b  est  divisible  par  p. 

Démonstration.  —  Si  a  n'est  pas  divisible  par  p,  l'idéal  (a,  p)  est  différent  de  p  et 
de  plus  contenu  dans  p,  c'est-à-dire  =  i  ;  d'après  cela ,  on  aurait  i  =  a  -|-  ir,  où  a  est 
un  nombre  de  a  et  %  un  nombre  de  ^>;  en  multipliant  par  un  nombre  quelconque 
p  de  b,  on  aurait  P  =  olP  +  nfi^x^  suivant  p  par  hypothèse,  a^  ^  o  suivant  p,  par 
suite  aussi  p^o  suivant  p. 

Dès  lors  on  démontre  le  théorème  fondamental  7  de  la  théorie  des  idéaux  ainsi 
qu'il  suit  : 

Si  î  n'est  pas  un  idéal  premier,  on  a  j  =  ab  où  a  est  un  diviseur  de  j  différent  de 
i  et  de  I.  Si  l'un  des  facteurs  a  ou  b  n'est  pas  un  idéal  premier,  nous  le  représenterons 
lui-même  comme  un  produit  d'idéaux  et  nous  aurons  j  =  tt'b'c'  et  nous  continuerons 
ainsi.  Nous  ne  pourrons  pas  continuer  indéfiniment,  car,  d'après  le  lemme  i ,  un 
idéal  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  diviseurs.  Soit  r  ce  nombre,  i  ne  peut  être  le 
produit  de  plus  de  r  facteurs,  car  si 

i  était  =  a,  X  0,  X  ...  X  a^^ 

il  serait  divisible  par  les  r  4-  i  idéaux  différents 

a  ,     d  a a  ...  a 
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La  représentation 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  car  si  l'on  avait 

i  serait  divisible  par  p',  et  par  suite  aussi  l'un  des  facteurs  du  premier  produit  (théo- 
rème 1 1)  on  aurait  p  =  p',  et  par  suite  d'après  le  théorème  9 

on  continuerait  de  la  même  manière. 

Nous  déduirons  du  théorème  fondamental  : 

Théorème  12;  —  Tout  idéal  i  d'un  corps  k  peut  être  représenté  comme  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  entiers  du  corps  x  et  p. 

Démonstration.  —  Soit  x  un  nombre  divisible  par  j  et  p  un  nombre  divisible  par 

y.       p 
j ,  mais  tels  que  t  et  7-  soient  premiers  entre  eux,  on  a  j  =  (x,  p). 


V  X*     v^"^  S  6-  —  Les  formes  des  corps  algébriques  et  leurs  contenus. 

^'^r  \  La  théorie  des  formes  de  Kronecker  [Kronecker**]  exige  d'autres  formations  : 
^>  Une  fonction  entière  rationnelle  F  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  dont  les  Ar    «Nj 

coefficients  sont  des  nombres  algébriques  entiers  du  corps  k,  est  dite  une  forme  du         ix     .'^ 
corps  k.  Si  l'on  substitue  dans  la  forme  F  aux  coefficients  successivement  tous  leurs 
nombres  conjugués  et  si  l'on  fait  le  produit  des  formes  conjuguées  ainsi  obtenues  ^ 

F',  ...,  F"""*  et  de  la  forme  F,  on  obtient  une  forme  entière  des  variables  u,  v,  ...,  f 
dont  les  coefficients  sont  des  entiers  rationnels;  prenons-la  sous  la  foraie  n\](u,  v, ...), 
où  n  est  un  entier  rationnel  et  U  une  fonction  entière  rationnelle,  dont  les  coefficients 
sont  des  entiers  rationnels  sans  diviseur  <;ommun,  n  s'appelle  la  norme  de  là  forme  F. 
Lorsque  la  norme  n  est  égale  à  i ,  la  forme  se  nomme  une  forme  unité.  Une  fonction 
entière,  dont  les  coefficients  sont  des  entiers  rationnels  sans  diviseur  commun ,  est 
dite  forme  unité  rationnelle^  Deux  formes  sont  dites  équivalentes  (ce  qui  s'exprime 
par  le  signe  :^)  lorsque  leur  quotient  est  égal  au  quotient  de  deux  formes  unités  (*)  ; 
en  particulier,  toute  forme  unité  ^^  i.  Une  forme  H  est  dite  divisible  par  une  fornje  G 
\  s'il  existe  une  formels  telle  que  H  r^  FG.  Une  forme  P  est  dite  une  forme  première 
lorsque  P,  dans  le  sens  restreint,  n'est  divisible  que  par  elle-même  et  par  i . 

Le  rapport  de  la  théorie  des  formes  de  Kronecker  avec  la  théorie  des  idéaux 

(ï)  Kronecker  emploie  l'expression  «  équivalente  au  sens  restreint  ». 
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devient  claire  par  la  remarque  que  de  chaque  idéal  a  =  (a,,  ....  a,.)  on  peut  tirer  une 
forme  F,  et  cela  en  multipliant  les  nombres  a,,  ... ,  %^  par  des  produits  différents  de 
puissances  d'indéterminées  ii,  v,  ...  et  en  additionnant  ces  produits.  Réciproque- 
ment, chaque  forme  de  coefficients  a,,  ...  ot^  fournit  un  idéal  a  =  (a,,  ...,  aj.  C'est 
cet  idéal  que  l'on  nomme  contenu  de  la  forme  F.  ^-C^iA^v 
On  a  alors  : 

Théorème  i3.  —  Le  contenu  du  produit  de  deux  formes  est  égal  au  produit  de 
leurs  contenus. 

Démonstration.  —  Soient  F  et  G  des  formes  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
et  soient  a,,  ... ,  a^  et  ,8,,  ... ,  p,  leurs  coefficients  respectifs.  Soit  H  =  FG  une  forme  de 
coefficients  y,.  •••»  fr  ^^  plus,  soit  p"  laplus  haute  puissance  de  l'idéal  premier  p 

contenu  dans  a  =  (a, aj  et  p''  la  plus  haute  puissance  de  p  contenu  dans 

b  =  (,8,,  ....  pj.  Supposons  qu'on  ait  ordonné  les  termes  de  F  et  de  G  d'après  les 
puissances  décroissantes  de  u,  puis  les  termes  contenant  les  mêmes  puissances  de  (Cà 
d'après  les  puissances  décroissantes  de  v,  et  ainsi  de  suite.  Soit  alors  au* y'  ...  le  pre- 
mier terme  de  F  dont  le  coefficient  n'est  pas  divisible  par  une  puissance  de  p  supé- 
rieure à  la  a*""»,  et,  d'autre  part,  pu^'u''  ...  le  premier  terme  défont  le  coefficient 
n'est  pas  divisible  par  une  puissance  de  p  supérieure  à  la  è*"»*,  il  est  évident  que  le 
coefficient  y  du  terme  Y«*"'"*'f'"'^''- ••  de  H  ne  sera  pas  divisible  par  une  puissance  de 
p  supérieure  à  la  (a  +  ô)*""*.  Tous  les  autres  coefficients  de  H  seront  certainement  ^ 
divisibles  par  p"'^.  Il  en  résulte  que 

(«..••-0(P >.8.)  =  (y..---Y.)- 

De  i3  il  résulte  facilement  que  toute  forme  unité  a  pour  contenu  i,  et  que  récipro- 
quement toute  forme  dont  les  coefficients  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur 
idéal  l'unité  est  une  forme  unité.  Il  en  résulte  aussi  que  deux  formes  équivalentes 
ont  le  même  contenu  et  que  toutes  les  formes  de  même  contenu  sont  équivalentes. 

On  a  d'autres  conséquences  du  théorème  i3. 

Théorème  i4.  —  A  toute  forme  donnée  F  on  peut  adjoindre  une  forme  R  telle  que 
le  produit  FR  soit  égal  à  un  nombre  entier. 

Théorème  i5.  —  Lorsque  le  produit  de  deux  formes  est  divisible  par  une  forme 
première,  l'une  des  formes  au  moins  est  divisible  par  P. 

Théorème  i6.  —  Toute  forme  peut  être  (dans  le  sens  de  l'équivalence)  décomposée 
en  produit  de  formes  premières  et  ne  peut  l'être  que  d'une  manière.  Ces  théorèmes 
sont  parallèles  aux  théorèmes  8  et  1 1  et  au  théorème  7,  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  idéaux. 


vâ^ 
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A  part  les  méthodes  suivies  par  Dedekind  et  Kronecker,  il  existe  encore  deux 
méthodes  plus  simples  pour  démontrer  le  théorème  fondamental  7;  la  théorie  des 
nombres  de  Galois  est  la  base  de  l'une.  Voir  S  36.  [Hilbert**.] 

La  deuxième  méthode  est  fondée  sur  ce  théorème  que  les  idéaux  d'un  corps  se 
répartissent  en  un  nombre  limité  de  classes.  L'idée  principale  de  la  démonstration  de 
ce  théorème  peut  être  considérée  comme  la  généralisation  de  la  marche  suivie  pour 
déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres,  d'après  la  méthode 
d'Euclide.  [Hurwitz*.] 


CHAPITRE  III. 

Les  congruences  suivant  les  idéaux. 

r 

87-  —  La  norme  ii'vy  idéal  et  ses  propriétés. 

La  théorie  exposée  au  chapitre  II  sur  la  décomposition  des  idéaux  en  facteurs 
npus  permet  d'étendre  la  théorie  des  nombres  rationnels  aux  nombres  d'un  corps 
algébrique. 

Nous  exposerons  d'abord  les  notions  et  les  théorèmes  suivants  : 

Le  nombre  des  entiers  incongrus  l'un  à  l'autre  suivant  l'idéal  a  d'un  corps  k  est 
dit  la  norme  de  l'idéal  a;  il  s'écrit  n(tt). 

Théorème  17.  —  La  norme  de  l'idéal  premier  p  est  une  puissance  du  nombre 
rationnel  p  divisible  par  p. 

Démonstration.  —  Soient  les  /nombres  entiers  o>^,  ...,  w^  d'une  base  du  corps  k 
indépendants  l'un  de  l'autre,  en  ce  sens  qu'entre  ces  nombres  il  n'existe  aucune  con- 
gruence  de  la  forme 

a,o),+  ...+a^o)^=o  (p) 

où  Oj a^  sont  des  entiers  rationnels  non  tous  divisibles  par  p,  et  supposons  de 

plus  que  chacun  des  m  — /  autres  nombres  de  la  base  soit  congru  à  une  expression 


^ .       de  la  forme 


^it^i+  •••  +^f^f 


suivant  le  module  p  ;  cette  expression  pourra  être  congrue  suivant  :()  à  un  nombre 
quelconque,  et  le  nombre  des  nombres  incongrus  suivant  p  sera  p^\/est  dit  le  degré 
de  l'idéal  premier  p.  ' 
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Théorème  i8.  —  La  norme  du  produit  aB  de  deux  idéaux  est  égal  au  produit  de 

leurs  normes. 

a 
Démonstration.  — Soit  a  un  nombre  divisible  par  a  tel  que  -  soit  un  idéal  premier 

avec  h.  Si  l  parcourt  un  système  de  n(a)  nombres  incongrus  suivant  a,  et  vj  un  sys- 
tème de  n(h)  nombres  incongrus  suivant  b ,  le  nombre  aY)  4-  $  représentera  un 
système  complet  de  nombres  incongrus  suivant  ab;  un  pareil  système  comprend 
n(a)  n(1>)  nombres. 

Théorème  19.  —  Lorsque 


'm=«miWi+----fa«,„w„ 


représente  une  base  de  l'idéal  a,  la  norme  n(a)  est  égale  à  la  vs^eur  absolue  du  déter- 
minant des  coefficients  a. 

Démonstration.  —  Mettons  la'  base  de  l'idéal  sous  la  forme  trouvée  dans  la  dé- 
monstration du  théorème  6,  où  tous  les  coefficients  a^,  sont  =  o  pour  s  >  r,  le  déter- 
minant des  coefficients  est  alors 

a  a    . . .a     . 

il    M  mm 

D'autre  part,  l'expression 

U.u).  +  . ..  -f  U„o)„ 

11'  '  M       ffl 

où 

représente  un  système  complet  de  nombres  incongrus  à  a,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème 19.  De  plus,  on  voit  que  la  réciproque  est  vraie.  Les  rapports  de  ce  qui  précède 
avec  la  théorie  des  formes  de  Kronecker  résultent  du 

Théorème  ao.  —  Soit  F  une  forme  qui  a  pour  contenu  a,  la  norme  de  la  forme  F 
est  égale  à  la  norme  de  l'idéal  a,  c'est-à-dire  n(F)  =  n(a).  En  particulier,  la  norme 
d'un  entier  a  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  la  norme  de  l'idéal  principal  a  =  (a). 

Démonstration.  —  Soient  i^,  ...,  i^  une  base  de  l'idéal  a;  construisons  une  forme  F 

F  =  i>,-f  ...4-i„u^: 
alors 


<«»F  =  '».i*i+---+',«m^» 


où  /,,,  ... ,  l^^  sont  les  formes  linéaires  des  u^,  ... ,  u„  à  coefficients  entiers  et  ration- 
nels. Nous  démontrerons  tout  d'abord  que  le  déterminant  [Z„]  des  formes  l^^,  ...,  /^^ 
est  une  forme  unité  rationnelle. 
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En  effet,  car  si  au  contraire  tous  les  coefïicients  du  déterminant  [/^J  étaient  divi- 
sibles par  un  nombre  premier  p,  il  exciterait  au  moins  m  formes  L,,  ... ,  L„,  dont  les 
coefficients  sont  des  entiers  rationnels,  non  tous  divisibles  par/},  et  tels  que  . 


LJ,,  +  ...+LJ^,=o 


(P). 


11  en  résulterait 


(L.(o,+  ...  +  L„.o)JF  =  o,  (pa) 


c'est-à-dire  que  le  produit  la  serait  divisible  par  pa  où  t  désigne  le  contenu  de  la 
forme  L,<o,  4-  •••  +  L^w^,  et  par  suite  I  serait  divisible  par  p,  ce  qui  n'est  pas 
possible,  car  un  nombre  de  la  forme  a,w,  -|-  •••  4-  a^'»)„,  où  a^,  ... ,  a„  sont  des  entiers 
rationnels  ne  peut  être  divisible  par  p  que  si  tous  les  coefficients  a^,  ... ,  a,„  le  sont. 
D'après  le  théorème  de  la  multiplication  des  déterminants 


>1F' 


et  en  divisant  par  le  facteur 


L' 
L' 


.A 


L 


>  L 


X 


>  il 


im-l) 


f    l 


(m-1) 


,    (i) 


on  a  la  relation 


FF'...  F"'-'^n(a), 
n(F)=n(a). 


La  deuxième  partie  dil  théorème  est  évidente  pour  F  =  a. 

Si  l'on  applique  à  tous  les  nombres  a,,  a,,  ...  de  l'idéal  a  la  substitution  /'=  (6  :  6'), 
l'idéal  a'  qui  résulte  de  l'idéal  a  par  la  substitution  t' ,  a  =  (f'a,,  <'a, ...),  s'appelle 
l'idéal  conjugué  de  a. 

Si  l'on  considère  le  corps  composé  de  k,  k' A:'""'*,  les  théorèmes  i8  et  20  nous 

apprennent  que  le  produit  de  a  et  de  tous  les  idéaux  conjugués  à  a  est  égal  à  un 
nombre  entier  rationnel  «(a). 

De  là  découle  une  nouvelle  définition  de  la  norme  d'un  idéal  a  qui  correspond  à 
la  définition  de  la  norme  d'un  nombre  entier  et  qui  est  susceptible  d'une  importante 
généralisation.  (Voir  S  i4-) 
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Théorème  21.  —  Dans  tout  idéal  j  il  existe  deux  nombres  dont  les  normes  ont 
pour  plus  grand  diviseur  la  norme  de  i. 

Démonstration.  —  Soit  a  =  n(i)  et  soit  a  un  nombre  de  î  tel  que  -  soit  premier 

avec  a.  Alors  si  a',  ... ,  a*""*  sont  les  nombres  conjugués  de  a  et  j|',  ...,  j*""*  les  idéaux 

conjugues  de  ),  -n ...,  -tshiî  et  par  suite  -Tr:= seront  premiers  avec  a,  c  est-a-dire 

r        I  n(ï)        a  " 

que 

/i(i)  =  a  =  (a'",  n(a))  =  (n(a),  n(a)). 


S  8.  —  Le  théorème  de  fermât  dans  la  théorie  des  idéaux  et  la  fonction  <f(«). 

En  s'appuyant  sur  les  mêmes  conclusions  que  dans  la  théorie  des  nombres 
rationnels,  on  obtient  le  fait  suivant  correspondant  au  théorème  de  Fermât.  [De- 
dekind^] 

Théorème  32.  —  Si  ip  est  un  idéal  premier  de  degré/,  tout  nombre  entier  u>  du 
corps  satisfait  à  la  congruence 

(0*^=0,,  ip). 

Le  théorème  de  Fermât  généralisé  se  transporte  aussi  facilement  dans  la  théorie 
des  corps.  On  démontre  sans  peine  les  théorèmes  suivants.  [Dedekind*.] 

Théorème  23.  —  Le  nombre  des  nombres  incongrus  suivant  l'idéal  a  et  premier 
avec  a  est 

^'  '        V'V        n{p,)J\        n(p,)J      V        n(p,)J 

où  p^,  p^,  ...,p^  sont  les  idéaux  premiers  différents  qui  divisent  a.  On  a  pour  le 
nombre  a  les  formules 

bien  entendu  si  a  et  B  sont  premiers  entre  eux  : 

-  2cp(t)=-/i(a);    ' 

dans  cette  dernière  formule  la  sommation  s'étend  à  tous  les  idéaux  t  diviseurs  de  a. 

Théorème  24.  —  Chaque  nombre  entier  w  premier  avec  un  idéal  a  satisfait  à  la 
congruence 

o)ïW  =  i  (a). 

Ainsi  chaque  nombre  entier  qui  n'est  pas  divisible  par  un  idéal  premier  de  degré/ 
satisfait  à 

On  a  de  plus  les  faits  suivants  : 
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Théorème  35.  —  Si  a,,  ...,  a^  sont  des  idéaux  premiers  entre  eux  deux  à  deux  et 
si  a,,  ...,  «^  sont  des  entiers  quelconques,  il  y  a  toujours  un  nombre  entier  w  satis- 
faisant aux  congruences 

Théorème  26.  —  Une  congruence  de  degré  r  suivant  l'idéa}  ^  de  la  forme 

aa;''+a,ic'"-'+... +a^=o  (p) 

où  a,  a,,  ....  «,.  sont  des  nombres  entiers,  admet  au  plus  r  racines  incongrues 
d'après  p. 

Théorème  27.  —  Soit  p  un  idéal  premier  diviseur  du  nombre  premier  rationnel  p 
et  soit  a  une  racine  de  la  congruence 

aoî^-f  a.  a;''"* +...+«,.  =  0  (p) 

où  a,  a,,  ...,  a^  sont  des  nombres  entiers  rationnels,  a"  est  aussi  racine  de  cette 
congruence. 

Démonstration.  —  Désignons  le  premier  membre  de  la  congruence  par  Fx;  on  a, 
d'après  le  théorème  de  Fermât,  la  congruence  identique  en  ar , 

F(xr)=[¥(x)y      suivant  p, 
ce  qui  implique  le  théorème. 

S  9.  —  Les  nombres  primitifs  suivant  un  idéal  premier. 

Un  nombre  entier  p  du  corps  k  est  dit  un  nombre  primitif  suivant  l'idéal  pre- 
mier f>  si  les  // —  I  premières  puissances  de  ce  nombre  représentent  p'' —  i  nombres 
incongrus  suivant  p  premiers  avec  p.  En  procédant  comme  pour  les  nombres  ration- 
nels, on  arrive  facilement  à  démontrer  les  faits  suivants. 

Théorème  28.  —  Il  y  a  <^(p'' —  i)  nombres  primitifs  pour  l'idéal  premier  p  où 
<^(p'' —  i)  désigne  le  nombre  des  restes  rationnels  incongrus  suivant  p'' —  i  et  pre- 
miers avecp'' —  I. 

On  n'a  pas  encore  développé  une  théorie  des  nombres  primitifs  pour  les  puis- 
sances d'un  idéal  premier  p;  mais  on  reconnaît  sans  peine  les  résultats 'suivants. 
[Dedekind«.] 

Théorème  29.  —  Soit  p  un  idéal  premier  quelconque  du  corps  k,  on  peut  toujours 
trouver  d^ns  k  un  nombre  p  tel  que  tout  autre  nombre  du  corps  soit  congru  à  une 
certaine  fonction  de  p  à  coefficients  entiers  rationnels  suivant  une  puissance  p^  de 
l'idéal  premier  p,  quel  que  soit  /. 
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Démonstration.  —  Soit  p*  un  nombre  primitif  quelconque  de  p,  il  est  évident  que 
tous  les  nombres  entiers  sont  congrus  à  certaines  fonctions  à  coefficients  entiers  de  p* 
suivant  p.  Soit 

P(p*)  =  o  (p) 

la  congruence  de  degré  la  moins  élevée  à  laquelle  satisfait  p*. 

Si  le  degré  de  la  fonction  P  =/',  aucune  expression  de  la  forme 

a.  +  a.p'+...+a^p*^'"* 

à  coefficients  entiers  a,,  o^,  ... ,"  a^'  ne  peut  être  congrue  à  o  d'après  (:|>);  à  moins  que 

tous  ses  coefficients  a^,  a^,  ...,  a^'  ne*"soient  congrus  à  o  d'après  p.  Comme,  d'autre 

part,  tout  nombre  entier  du  corps  est  une  expression  de  cette  forme,  il  en  résulte /'=/. 

Dans  le  cas  où  P(p*)  ^  o  suivant  p*,  on  posera  p  ^  p*  +  tc,  où  tc  est  divisible  par  p 

et  non  par  p*.  On  a  alors  à  cause  de        ^    ;|i  o,  suivant  p  nécessairement, 

«p 

P(p)  =  P(p*  +  ^)  =  P(prr,C^^E|EO.  (p). 

p  est  un  nombre  ayant  la  propriété  demandée,  car  si  a,,  a,,  ...,  a^  parcourent  toutes 
les  expressions  de  la  forme  a^  ^  a,p  -f  •••  +  a^^~\  où  a,,  a,,  ...,  a^  sont  des  nombres 
de  la  suite  o,  i,  ...,  p —  i,  la  somme  a,  +  a,P(p)  -|-  ...  +  »e[P(p)]'~'  représente  des 
nombres  incongrus  par  rapport  à  p^,  et  comme  il  y  a  ici  p^^  nombres,  on  a  épuisé  les 
restes  incongrus  d'après  p'. 

11  est  évident  que  tout  nombre  congru  à  p  suivant  p*  possède  la  même  prolpriété. 

Nous  utiliserons  cette  dernière  circonstance  pour  représenter  un  idéal  p: 

Théorème  3o.  —  Étant  donné  un  idéal  p  de  degré/,  il  y  a  toujours  dans  le  corps  /c 
un  nombre  p  entier  satisfaisant  au  théorème  29  et  de  plus  tel  que 

P  =  {P>P(P)) 

où  P(p)  est  une  fonction  entière  de  degré /de  p  à  coefficients  rationnels  et  entiers. 

Démonstration.  —  Soit  p  =  p^a  où  l'idéal  a  n'est  pas  divisible  par  p.  De  plus,  soit 
a  un  nombre  entier  non  divisible  par  p  mais  divisible  par  a.  D'après  le  théorème  a4, 
çipf[pf-i)  ^  I  suivant  j)V  Remplaçons  le  nombre  p  trouvé  tout  à  l'heure  par  p*p'^<p''-'); 
le  nombre  p  conserve  sa  propriété  précédente;  comme  de  plus  le  dernier  coefficient 
de  P(p)  n'est  pas  divisible  par/),  pour  le  nouveau  nombre  p  P(p)  est  premier  avec  a, 
de  sorte  que 
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CHAPITRE  IV. 


Le  discriminant  du  corps  et  ses  diviseurs. 


S  lo.  —  Le  théorème  relatif  aux  diviseurs  du  discriminant  du  corps. 
Théorèmes  auxiliaires  pour  les  fonctions  entières. 


Le  discriminant  du  corps  k  est  défini  par 


0),, 


(w-i) 


,    (1) 


(m-i) 


où  u), ,  (1),,  ...,  u),„  est  une  base  du  corps;  le  discriminant  est  un  nombre  entier 
rationnel.  La  recherche  des  diviseurs  idéaux  de  rf  a  une  importance  fondamentale 
dans  le  développement  de  la  théorie  des  corps.  On  a  le  théorème  fondamental  suivant  : 

Théorème  3i.  —  Le  discriminant  d  du  corps  contient  comme  facteurs  premiers 
rationnels  tous  les  nombres  premiers  rationnels  divisibles  par  le  carré  d'un  idéal 
premier  et  ne  contient  que  ceux-là. 

La  démonstration  de  ce  théorème  présentait  de  sérieuses  difficultés,  Dedekind 
parvint  à  les  surmonter  pour  la  première  fois.  [Dedekind '.] 

Hensel  a  donné  une  deuxième  démonstration  de  ce  théorème  qui  complète  sur  un 
point  important  la  théorie  de  Kronecker  relative  aux  nombres  algébriques.  La 
démonstration  de  Hensel  repose  sur  les  concepts  suivants  créés  par  Kronecker.  [Kro- 
necker'*, Hensel*.] 

Soient  u,,  ...,  u,„  des  indéterminées  et  w^,  ... ,  w^  une  base,  la  forme 

ç  =  (oU+...-l-a)    u. 
est  dite  \di  forme  fondamentale  du  corps  k;  elle  satisfait  à  l'équation  en  x, 

(a?  —  w.M.  -  . . .  —  w„  u J(aj  —  w;  u,  — . . .  —  w;,,  u J . . .  (a;  —  w'f-*' a,  — . . .  —  wî^-'' M J  =>  o, 

qu'on  peut  écrire 

ce'"  +  U^rc"*-*  +  U.a;'"-'  +  . . .  +  U„,  ==  o 

où  U,,  ...,  U,„  sont  des  fonctions  de  u,,  ...,  u^  à  coefficients  entiers  et  rationnels. 
Cette  équation  de  degré  m  est  dite  \' équation  fondamentale.  Pour  pouvoir  opérer  avec 
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les  concepts  que  l'on  vient  de  définir,  il  est  nécessaire  d'étendre  les  théorèmes  sur  la 
décomposition  des  fonctions  entières  d'une  variable  x  suivant  un  nombre  rationnel 
premier  p  [Serret*]  au  ca«  plus  général  où  les  fonctions  entières  contiennent  en  plus 
de  la' variable  x  les  m  paramètres  indéterminés  «,,  u,,  ... ,  u^. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  entendrons  toujours  par  fonction  à  coefficients  entiers  une 
fonction  rationnelle  entière  de  la  variable  et  des  indéterminées  dont  les  coefficients 
sont  des  nombres  entiers  rationnels.  De  plus,  nous  dirons  qu'une  fonction  entière 
Z(x;  u,,  ...,  u„)  est  divisible  suivant  p  par  une  autre  fonction  entière  X,  s'il  existe  une 
troisième  fonction  entière  Y,  telle  que  la  congruence 

Z  =  XY  (p) 

ait  lieu  identiquement  par  rapport  aux  variables  a?,  u,,  ... ,  w^. 

Lorsqu'une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  n'est  divisible  suivant  le  mo- 
dule p  que  par  des  fonctions  congrues  à  un  nombre  rationnel  ou  à  la  fonction  P 
elle-même,  suivant  p,  nous  dirons  que  la  fonction  P  est  irréductible  suivant  le  mo- 
dule p,  ou  encore  qu'elle  est  première  suivant  le  module  p  (Primfunction). 

Les  théorèmes  relatifs  à  la  divisibilité  se  démontrent  comme  dans  la  théorie  des 
fonctions  d'une  seule  variable;  nous  ferons  remarquer  en  particulier  le  théorème 
suivant  que  l'on  démontre  facilement  par  la  récurrence  enclidienne. 

Théorème  Sa.  —  Lorsque  deux  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  X  et  Y  de 
X,  u,,  ... ,  u„  n'ont  pas  de  diviseur  commun  suivant  le  module  p,  il  existe  une  fonc- 
tion U  entière  à  coefficients  entiers  de  u^,  ....  u„  seulement  non  congrue  à  o  sui- 
vant p,  telle  que 

U  =  AX  +  BY  (p), 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  convenablement  calculées  de  ic,  u^,  ^j,,  ...,  «„,. 

Notre  but  est  de  décomposer  le  premier  nrembre  F  de  l'équation  fondamentale  en 
fonctions  irréductibles  suivant  le.  module  p.  Nous  démontrerons  tout  d'abord  les 
lemmes  suivants  : 

Lemme  3.  —  Soit  p  un  idéal  premier  diviseur  de  p  et  de  degré/;  on  peut  toujours 
construire  une  fonction  ll(x;  a,,  u,,  ...,  u^)  de  degré/  en  x  irréductible  suivant  p  et 
qui,  lorsqu'on  y  remplace  x  par  la  forme  fondamentale  Ç,  a  les  propriétés  suivantes  : 
les  coefficients  des  puissances  et  produits  des  u^,  w,,  ... ,  u^  dans  cette  fonction  sont 
tous  divisibles  par  p  et  ne  le  sont  pas  par  p*,  et  ils  ne  sont  pas  tous  divisibles  par  un 
idéal  premier  différent  de  p  et  diviseur  de  p. 

Démonstration.  —  Soit  p  =  p'a,  a  n'étant  plus  divisible  par  p.  De  plus,  soit  p  une 
racine  primitive  de  p  qui  a  les  propriétés  indiquées  par  les  théorèmes  29  et  3o,  et  sok 
P(p)  une  fonction  déterminée  comme  il  a  été  dit,  elle  est  entière  à  coefficients  entiers 
de  degré  /,  elle  appartient  à  p  et  telle  que  p  =  (p,  P(p)). 
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P(a;)  est  irréductible  suivant  p,  sans  quoi  p  satisferait  à  une  congruence  suivant  p 
de  degré  inférieur  à/.  Posons 

OÙ  Oj a„,  sont  des  entiers  rationnels,  et  nous  admettrons  que  le  coefficient  de 

p^  dans  P(p)  est  =  I .  Comme  on  a 

P(p)  =  o  (p) 

d'après  le  théorème  27,  on  a  aussi 

P(p^)  =  o,     P(p''*)  =  o.     ...,     P(pP^-')  =  o  (p), 

c'est-à-dire  que  la  congruence  P(a;) ^  o  (p)  admet  les/ racines  incongrues 

Pf  p  .  •  ••>  p 
et  on  a  identiquement 

c'est-à-dire  que  les  fonctions  symétriques  élémentaires  de  p,  p^,  ...,  p**^"'  sont  con- 
grues suivant  p  à  certains  nombres  entiers  rationnels. 

Comme  tout  nombre  entier  du  corps  k  est  congru  suivant  p  à  une  fonction 
entière  à  coefficients  entiers  de  p,  nous  pouvons  poser 

Ç  =  L(p:  u.,...;uj 

suivant  p,  L  fonction  à  coefficients  entiers  de  p,  u,,  u, «„. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  lire,  l'expression 

[£C  — L(p;  u,,  ...,uJ][x  —  L(f;  u,.  . . . ,  u  J]     ...     [x  —  Up"^-' ;  u^,...,uj] 

est  congrue  suivant  p  à  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  x,  u^,  m,,....,  m„; 
nous  la  mettrons  sous  la  forme 

n(a;;  u,.  . . . ,  uj  =  a;''-f  V.x^-*  4- . . .  +  V^ 

où  V^,  ....  V^  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  u^,  u,,  ....  u„.  Il  est 
évident  que  ^  mis  à  la  place  de  x  satisfait  à 

n(x;u,....,uJ  =  o  (p). 

Comme  la  fonction  II(aî;  u^,  ... ,  u„)  ^  P{x)  suivant  p,  il  en  résulte  que 

p  =  {p,n(p;u^,...,uj) 

et  que  par  suite  les  coefficients  des  puissances  et  produits  de  u,,  ....  u^  dans 

U{1;  Uj u„)  ne  sont  pas  tous  divisibles  par  p*  et  pas  tous  par  un  idéal  premier 

différent  de  p  et  contenu  dans  a. 
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Lemme  II.  —  Toute  fonction  entière  ^(x;  u^,  ...,  m,„)  à  coeflicients  entiers  qui  est 
identiquement  congrue  à  o  (p)  lorsqu'on  remplace  x  par  la  forme  fondamentale  l  est 
divisible  suivant  p  par  la  fonction  ï\(x;  u,,  ,..,  u^). 

Démonstratioii.  —  Dans  le  cas  contraire,  <ï>  et  H  n'aurait  pas  de  diviseur  commun 
suivant  p,  et  d'après  le  théorème  82  il  y  aurait  une  fonction  U  à  coefficients  entiers 
des  suites  variables  u^.  u,,  ...,  u„,  non  congrue  à  zéro  suivant/),  telle  que 

U^A^  +  BFI       suivant  J>, 

A  et  B  étant  des  fonctions  à  coefficients  entiers  de  x,  u^,  u^,  ... ,  u^.  D'après  cela,  en 
remplaçant  x  par  l,  on  aurait  U  ^  o  suivant  |>  et  par  suite  suivant/),  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

Lemme  5.  —  Si  <î>  est  une  fonction  à  coeflicients  entiers  de  x,  u^,  ....  u^  qui  devient 
identiquement  congrue  à  o  suivant  p*  pour  x  =  l,  ^  est  divisible  suivant  p  par  n*. 

Démonstration.  —  Posons  $  ^  n*'B'  suivant  ^)  ou  e'<;e  et  F  une  fonction  à  coeffi- 
cients entiers  de  x,  u,,  u,,  ...,  u,„  qui  n'est  plus  divisible  par  n  suivant  p;  il  en  résulte 
que  tous  les  coefficients  des  puissances  et  produits  de  «, u^  dans 

jn(^;u,.....uj|«'Fe,;u.,  ...,a„, 

sont  divisibles  par  p".  Ordonnons  n(^;  u,,  ...,  u„)  F(S;  u^,  ...,  u„,)  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  a,  et  les  coefficients  des  puissances  de  u^  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  a,  et  ainsi  de  suite.  Soit  %  le  premier  coefficient  dans  11 
qui  n'est  pas  divisible  par  p*  et  en  même  temps  par  x  le  premier  coefficient  de  F  qui 
n'est  pas  divisible  par  p,  on  aurait  T/y.  ^  o  suivant  p',  ce  qui  n'est  pas  possible  ; 
c'est-à-dire  que  tous  les  coefficients  de  F  sont  divisibles  par  p,  et  il  en  résulte  d'après 
le  lemme  précédent  que  F(£c;«,,  ... ,  u^)  est  encore  divisible  par  U(x;  a,,  ... ,  u^)  sui- 
vant p.  Ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 


S  II.  —  La  décomposition  du  premier  membre  de  l'équatiom  fondamentale. 
Le  discriminant  de  l'équation  fondamentale. 

-  Des  lemmes  3,  4  et  5,  nous  tirions  : 

Théorème  33.  —  Si  p  décomposé  en  idéaux  premiers  donne  p  =  p"p''''...,  on  a, 
pour  le  premier  nombre  de  l'équation  fondamentale  au  sens  de  la  congruence  sui- 
vant p, 

F  =  n*n"'...  (p) 
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OÙ  n,  n'  représentent  certaines  fonctions  irréductibles  suivant  p  de  x:  w,.  «,, ... ,  u^; 
de  plus,  on  peut  poser 

oit  G  est  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  contenant  les  variables  x; 
u,.  H,,  ,..,  u„,  et  qui  n'est  divisiî)le  suivant  p  par  aucune  des  fonctibfas  irréduc- 
tibles D,  n',.. 

Théorème  34-  —  La  congruence;de  degré  m  résultant  de  l'équation  fondamentale 

F(a:;u,.  ...,.uJ  =  o  (p) 

est  la  congruence  de  degré  le  moins  élevée  suivant  p  à  laquelle  satisfait  la  forme  fon- 
damentale l  mise  à  la  place  de  a;. 

Démonstration.  —  Soit  «^  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  x,  u,,  u,, 
...,  u^  telle  que  l  satisfasse  à  ^(x)^o  suivant  p,  Ç  étant  la  forme  fondamentale. 
De  plus,  soient  p,p'  ...  les  idéaux  qui  divisent  p  de  degrés  respectifs  f,J'...  Si  l'on 
forme  la  norme,  on  a  p"  =f/e+f't'+-^  c'est-à-dire  m  =/e  +/V  +  •  •• 

De  plus,  soient  n,  W  ...  les  fonctions  irréductibles  relatives  aux  idéaux  p,  p' ...  qui 
ont  été  employées  dans  les  lemmes  précédentes.  Du  lemme  (5)  nous  pouvons  con- 
clure que 

*  =  nMV'...  V  (p) 

où  W  est  une  fonction  entière.  Comme  II,  0'  sont  de  degrés/,/'  ...  en  a;,  il  en  résulte 
que  $  est  au  moins  de  degré  m,  et  cette  circonstance  nous  donne,  en  prenant  pour  ^ 
le  premier  membre  F  de  l'équation  fondamentale,  la  première  partie  du  théorème  33 
et  le  théorème  34. 

Si  enfin  G(a;)  était  divisible  par  n(x)  suivant  p,  l  mis  à  la  place  de  x  satisferait  à 
G(x)^o(p)  et  par  suite  l  satisferait  à  la  congruence  U\x)  tl''''(x)  ...^  o  suivant  f»*^*, 
ce  qui  n"<est  pas  possible  d'après  le  lemme  (5),  ce  qui  démontre  la  deuxième  partie  du 
théorème  33. 

Les  faits  que  nous  venons  d'établir  entraînent  une  suite  d'importants  théorèmes 
relaitifs  aux  discriminants. 

Théorème  35.  —  Le  plus  grand  facteur  numérique  du  discriminant  dé  l'équa^on 
fondamentale  est  égal  au  discriminant  du  corps. 

Démonstration.  —  Posons 
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OÙ  des  Vf^  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  u^,  ...,  u^.  Si  le  déter- 
minant U  de  ces  m*  fonctions  était  une  fonction  dont  tous  lès  coefficients  sont  divi- 
sibles par  p  (nombre  premier),  il  existerait  V, V^  fonctions  entières  à  coefficients 

entiers  de  u^,  ...,  u„  non  congrues  entre  elles  suivant  p  et  telles  que  l'on  ait  identi- 
quement en  u,,  ...,  u„  : 

V.U..  4-...+V„U„,.so,  (p) 


V.U,„+...-f-V„U„„^o;  (p) 

par  suite,  la  forme  fondamentale  Ç  satisferait  à  la  congruence 

v.+v.$  +  ...-hv„r-^o      (p) 

qui  est  de  degré  inférieur  à  m,  ce  qui  est  impossible  d'après  le  théorème  (3^). 

Il  en  résulte  que  U  est  une  forme  rationnelle  unité.  Les  équations  (a)  et  le  théo- 
rème relatif  à  la  multiplication  des  déterminants  nous  donnent 


1.  V, 


.  r 


t'm-i 


r,  l 


(m-i) 


{m—i)\m—i 


,  (r-"y 


=  u 


Am-l) 


,    W 


(m-1) 


En  élevant  au  carré  d{B)  =  UV,  d{l) ^d  où  d{l)  désigne  le  discriminant  de  l'équa- 
tion fondamentale  et  d  le  discriminant  du  corps. 

En  résolvant  les  équations  (a)  on  a  le  résultat  suivant  : 

Théorème  36.  —  Tout  nombre  entier  du  corps  k  est  égal  à  une  fonction  rationnelle 
entière  de  degré  m  —  i  de  la  forme  fondamentale  ^  et  les  coefficients  de  cette  fonc- 
tion sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  des  u,,  ...,  u,„  divisées  par  la 
forme  unité  U.  [Kronecker",  Hensel*.] 


S  12.  —  Les  éléments  et  la  différente  du  corps.  —  Démonstration  du  théorème 

RELATIF  AUX  DIVISEURS  DU  DISCRIMINANT  DU  CORPS. 


Le  théorème  35  permet  la  décomposition  du  discriminant  d  du  corps  en  certains 
facteurs  idéaux.  Les  m  —  i  idéaux 


e'  =  (K-a,:), 


...  (là^  —  iùl). 


tC— )=((o,^_,,(.-1)),    ...,    (^^_^(.-1,)) 
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seront  dits  les  m —  i  éléments  du  corps  k.  Ce  sont  des  idéaux  qui,  en  général,  ne 
font  pas  partie  du  corps  k;  mais  le  produit  t  =  t't'' ...  e*"*"*'  est  un  idéal  du  corps  k. 
On  expliquera  plus  loin  comment  certains  idéaux  d'un  corps  k  peuvent  être 
conçus  aussi  comme  idéaux  d'un  corps  plus  élevé,  car,  si  nous  considérons  que  les 
éléments  c' ... ,  c*"*""*'  sont  les  contenus  des  formes  Ç  —  Ç',  ... ,  l  —  5*."'"**,  nous  recon- 
naissons, d'après  le  théorème  i3,  que  l'idéal  b  est  le  contenu  de  la  différente  de  la 
forme  fondamentale,  c'est-à-dire  de 

^  =  (^-V)...(;-5""-*') 

qui  est,  elle,  une  forme  du  corps  k.  Nous  dirons  que  >  est  la  différente  du  corps  (^).  La 
norme  de  cet  idéal  est  égal  au  plus  grand  facteur  numérique  du  discriminant  de  la 
forme  fondamentale,  et,  comme  ce  dernier  est  égal  à  d,  on  en  conclut  le  théorème. 

Théorème  87.  —  La  norme  de  la  différente  d'un  corps  est  égale  au  discriminant 
du  corps. 

De  la  congruence 

il  résulte  de  plus  que  la  différente  est  toujours  divisible  par  p'~^  et  qu'elle  ne  contient 
pas  de  puissance  plus  élevée  de  p,  dès  que  l'exposant  e  est  premier  avec/).  En  passant 
à  la  norme,  on  voit  que  le  discriminant  d'un  corps  est  toujours  divisible  par 
^/^(!-l)  +  /'(*'-l)  +  ..^  gj  qyg  jg  pJ^g  jj  ^q  contient  pas  p  à  une  puissance  plus  élevée,  si 
tous  les  exposants  e,  e',  ...  sont  premiers  avecp;  ceci  démontre  le  théorème  fonda- 
mental annoncé  dès  le  début  du  paragraphe  10. 


S  i3.  —  La  formatiois  des  idéaux  premiers.  —  Le  diviseur  numérique  entier 

DE  LA  FORME  UNITÉ  U. 

Le  calcul  effectif  des  idéaux  premiers  qui  divisent  un  nombre  premier  rationnel  ;> 
peut  être  effectué  d'après  le  paragraphe  33  en  décomposant  le  premier  nombre  de 
l'équation  fondamentale.  Il  est  bon  cependant  de  savoir  dans  quelles  circonstances  il_ 
est  permis  de  donner  aux  paramètres  «,,  u,,  ...,  u^  des  valeurs  particulières.  C'est 
dans  ce  but  que  nous  ferons  les  considérations  suivantes. 

On  obtient  les  discriminants  de  tous  les  nombres  entiers  du  corps  en  donnant 
dans  \]*d  à  m, u„,  toutes  les  valeurs  entières  et  rationnelles.  Il  n'est  pas  nécessaire 

(1)  D'après  Dedekind,  L'idéal  Jondamental  «  das  Grundideal  ». 
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que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  discriminants  soit  d,  car  il  peut  très  bien" 
se  présenter  le  cas  où  la  forme  unité  prend  pour  tous  les  nombres  entiers  de  a,,  ...,  u^ 
une  suite  de  valeurs  ayant  un  diviseur  entier  rj-i.  C'est  cela  qui  met  en  pleine 
lumière  l'usage  des  indéterminées  u,,  ....  «„,. 

On  trouve  facilement  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  nombre 
premier  rationnel  p  soit  un  diviseur  entier  de  U;  cette  condition  consiste  en  ce 
que  U  peut  se  mettre  sous  la  forme 

où  V,  Vj.V^  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  «,,  ...,  u  . 
[Hensel  *' »' «.1 

Si  donc  il  est  possible  de  donner  aux  indéterminées  u,,  u^  des  valeurs  numériques 

entières  rationnelles  a,  a, a,„  telles  que  la  forme  unité  devienne  un  nombre  non 

divisible  par  p,  lorsqu'on  voudra  décomposer  p  on  pourra  particulariser  l'équation 
fondamentale  en  ce  sens  que  la  forme  \  pourra  être  remplacée  par  a  =  0^(0,  +  ... 

+  a„,u)„, Et,  en  effet,  sous  les  hypothèses  que  l'on  a  faites,  et  comme  cela  résulte 

du  théorème  36,  tout  nombre  entier  w  du  corps  est  congru  à  une  certaine  fonction 
de  a  suivant  p,  et  c'est  pourquoi  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  degré 
inférieur  à  m  en  a  n'est  jamais  divisible  par  p  si  tous  ses  coefficients  ne  le  sont. 
Désignons  les  fonctions  de  la  seule  variable  x  résultant  des  fonctions  ll(x;  u,, ....  u^,), 
ir(a;;  «,,  ...,  uj,  ...  par  la  substitution  u,  =  0,,  ....  u^  =  a^\  désignons-les  par 
P(£c),  V{x),  ...,  nous  reconnaîtrons  que  ces  fonctions,  au  sens  de  la  congruence 
d'après  p,  sont  des  fonctions  premières  différentes  les  unes  des  autres  et  que 

<,  =  (p.P(a)),  ^'=(/>.P'(a)),  .... 

Et,  en  effet,  si  après  avoir  enlevé  le  facteur  p,  P(a)  contenait  encore  un  facteur 
contenu  dans  p  soit  p',  on  aurait 

•iP(a)!'jP'(a)f-'lP'(x)f  ...,  (p) 

ce  qui,  d'après  la  remarque  précédente,  n'est  pçs  possible,  car  nous  avons  là  une 
congruence  de  degré  inférieur  à  m  en  a. 

Réciproquement  on  a  le  fait  suivant  :  Si  dans  un  corps  on  a  p  =  p'p''' ...  où 
p,  p'  ...  sont  des  idéaux  premiers  différents  de  degrés  /,/*,...  et  si  à  chacun  de  ces 
idéaux  on  peut  faire  correspondre  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  V(x), 
P'(x),  ...  de  la  seule  variable  x  de  degrés  /, /',  ...  irréductibles  suivant  p  et  toutes 
différentes,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  a  =  0^(0,  +  ...  +a„,o)^  tel  que  la 
valeur  de  U  correspondante 'ne  soit  pas  divisible  par  p. 

La  non-existence  de  fonctions  premières  P(a;),  P'(ic),  ...  dans  le  sens  de  la  con- 
gruence suivant  le  nombre  rationnel  p,  forme  donc  une  nouvelle  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  p  soit  diviseur  entier  de  U.  [Dedekind*.] 

5 


34  !>•    HILBERT. 

Chacune  des  deux  conditions  trouvées  dans  ce  paragraphe,  et  qui  sont  essen- 
tiellement différentes,  peut  servir  au  calcul  d'exemples  numériques  pour  des  corps 
algébriques,  dans  laquelle  les  U  contiennent  des  facteurs  numériques  entiers  r|r  i  et 
répondant  à  la  question.  [Dedekind*,  Kronecker",  Hensel'-  ^'  ".] 

Il  faut  cependant  remarquer  que  la  forme  U  perd  là  propriété  de  contenir  des 
diviseurs  entiers,  si  l'on  y  fait  prendre  à  u^,  ...,  u,,^  les  valeurs  des  nombres  algébri- 
ques entiers  d'un  corps  choisis  de  telle  sorte  que  tous  les  nombres  ainsi  représentés 
par  U  aient  pour  plus  grand  commun  diviseur  i. 


CHAPITRE  V. 
Le  corps  relatif. 

S  i/i.  —  La  korme  relative,  la  différente  relative  et  le  discriminant  relatif. 

Les  concepts  c^e  norme,  de  différente  et  de  discriminant  sont  susceptibles  d'une 
généralisation  importante. 

Si  K  est  un  corps  de  degré  M,  qui  contient  tous  les  nombres  du  corps  k  de 
degré  m,  k  est  dit  un  sous  corps  de  K.  Le  corps  K.est  dit  le  sur-corps  ou  le  corps 
relatif  par  rapport  à  k.  Soit  0  un  nombre  déterminant  K.  Parmi  les  équations  en 
nombre  inûni  à  coefiicients  algébriques  situés  dans  k  auxquelles  satisfait  0.  soit 
l'équation  de  degré  r 
(3)  ©"--f  a,0'-+...+a,.=  o 

celle  de  degré  le  moins  élevé;  a,,  ...,  a^  sont  alors  des  nombres  déterminés  de  k; 
r  s'appelle  le  degré  relatif  du  corps  K  par  rapport  à  k,  et  on  a  M  =  rm.  L'équation  (3) 
est  irréductible  dans  le  domaine  de  rationalité  k.  Si  0',  ...,  0*'^"''  sont  les  r —  i  autres 
racines  de  l'équation  (3),  on  dit  que  les  r  —  i  nombres  algébriques  sont  les  nombres 
relativement  conjugués  à  0,  et  les  corps  déterminés  par  0',  ...,  0*'""*',  K'K",  ...,  K**""'' 
sont  dits  les  corps  relativement  conjugués  à  K.  Soit  A  un  nombre  quelconque  du 
corps  K  et 

où  Y,,  y^,  ....  y^  sont  des  nombres  dans  k,  les  nombres         ^ 

A'=y.  +  y.0'+...+Y.0''-S 


,'^-' = y. + y.e"-" + . . .  Y,(e"-")'- 
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sont  dits  issus  de  A  par  les  substitutions  T'=(0:0') T  ''■~''^(0:0''~''),  ou  encore 

les  nombres  relativement  conjugués  à  A.  Si  l'on  applique  la  substitution  T'  à  tous  les 
nombres  d'un  idéal  3,  on  obtient  un  idéal  3'  qui  est  l'idéal  issu  de  3  par  la  substi- 
tution T' ou  l'idéal  relativement  conjugué  à  3. 

Soient  a,,  ...,  a^  des  nombres  quelconques  dans  k  et  soit  j  =  (a,,  ....  aj  l'idéal 

que  ces  nombres  déterminent  dans  A:,  ces  mêmes  nombres  déterminent  un  idéal 

3  =  (a, ,  ... ,  aj  dans  K.  Cet  idéal  3  ne  doit  pas  être  considéré  comme  différent  de  j. 

.     Le  théorème  qui  va  suivre  nous  permet  de  considérer  (a\,  ....  a^)  à  la  fois  comme 

un  idéal  dans  k  et  dans  K.  • 

Si  a,,  a,,  ....  a,  et  a°,  ....  a°  sont  des  entiers  dans  k  tels  que  dans  K  les  idéaux 

3  =  (a,,  ...,  aj,  3*  =  (a°.  ...,  a°)  coïncident,  dans  k  les  deux  idéaux  i  =  (x, xj, 

jj  =  (a°,  ...,  a°)  coïncident  aussi.  En  effet;  par  suite  de  l'hypothèse,  si  a"  est  un  des 
nombres  a°,  ....  a°,  on  a  a"  =  A,aj  +  ...  -|-  A^a^,  où  A,,  ...,  A,  sont  certains  nombres 
entiers  dans  K.  Si  nous  formons  la  norme  relative  de  chacune  de  ces  deux  expressions, 
nous  reconnaissons  que,  dans  k,  a"*^  doit  être  divisible  par  j*";  par  suite,  dans  k,  x"  est 
divisible  par  j  et  par  suite  aussi  j"  est  divisible  par  j.  Comme,  d'autre  part,  on  peut 
démontrer  la  réciproque,  il  faut  que  dans  ce  cas  j  =  j". 

Au  contraire,  un  idéal  3  =  (A,,  ....  A,  du  corps  K  ne  sera  un  idéal  j  du  corps  Ar 
que  si  3  est  diviseur  commun  de  certains  nombres  a,,  ... ,  a^  du  corps  k. 

Le  produit  d'un  nombre  A  par  tous  ses  conjugués  relatifs 

.\(A)  =  AA'...A"— » 

est  dit  la  norme  relative  du  nombre  A  par  rapport  au  corps  k  ou  dans  le  domaine  de 
rationalité  k.  La  norme  relative  N^  est  un  nombre  de  k. 

Soit  3  =  (A,,  ...,  A^)  un  idéal  quelconque  dans  K,  le  produit  de  3  par  tous  les 
idéaux  relativement  conjugués 

N,(3)  =  33'...3"-" 

est  la  norme  relative  de  3.  La  norme  relative  N;^(3)  est  un  idéal  du  corps  k.  Car  si 
U,.  ... ,  Ug  désignent  des  indéterminées,  les  coefficients  du  produit 

(A,U,  +  . . .  4-  A,UJ(A:U,  4- . . .  +  A^U,)  •  •  •  (Ar"L\  -f  . . .  +  A'-'U,) 

sont  des  nombres  entiers  dans  Ar,  dont  le  plus  grand  diviseur  coïncide  avec  ce  produit 
d'idéaux  d'après  le  théorème  i3. 
L'expression 

A,(A)  =  (A  -  A')(A  -  A") ...  (A  -  A'^-') 

représente  un  nombre  du  corps  K  et  se  nomnie  la  dijféhnte  relative  du  nombre  A  par 
rapport  à  k.  L'expression 

D,{\)  =  (A  —  AT(A  —  A7 . . .  (A"-"  —  A"-")' 
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est  de  discriminant  relatif  du  nombre  A.  Ce  discriminant  est  égal  au  signe  près  à  la 
norme  relative  de  la  différente  relative  de  A;  car  on  a 

D*(A)  =  (-i)'"^N,(A,). 

Si  Q^ Qj,  sont  les  M  nombres  de  la  base  du  corps  K,  l'idéal  que  l'on  obtient 

en  faisant  le  produit  des  r  —  i  éléments 


c'est-à-dire 


^^j=®'®'' 


-Jr-i) 


est  la  différente  relative  du  corps  K  par  rapport  à  Ar. 
Si  l'on  désigne  par 

la  forme  fondamentale  de  K,  la  différente  relative  de  S  est 

A,(E)  =  (S  —  S')  •  •  •  (S  —  E""-'») . 

Les  coefficients  de  cette. forme  sont  des  nombres  du  corps  K,  et  comme  d'après  le 
théorème  i3  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  la  différente^relative  1^^,  ©^  est  un 
idéal  du  corps  K. 

Le  carré  du  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  déterminants  à  r  lignes  de  la 
matrice 

Li^ ,  Lig  >  •  •  •  »     lin 

û'  ,•      Q' ,       ....  Q'„ 


or",.  Qr". ....  Qij-^» 

s'appelle  le  discriminant  relatif  D^  du  corps  K  relatif  à  k;  ce  discriminant,  on  le  voit 
facilement,  est  un  idéal  du  corps  Ar. 

S  i5.  —  Propriétés  de  la  différente  relative  et  du  discriminant  relatif  d'un  corps. 


Pour  les  concepts  que  l'on  vient  de  définir,  on  a  les  théorèmes  suivants  [Hilbert^]  : 

Théorème  38.  —  Le  discriminant  relatif  du  corps  K  par  rapport  au  sous-corps  A: 
est  égal  à  la  norme  relative  de  la  différente  relative  de  K.  c'est-à-dire 
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Démonstration.  —  La  norme  relative  de  la  différente  relative  de  la  forme  fonda- 


mentale 2  est 


I ,  S ,        ....    E*""* 


„(r-i)Y-i 


[.  S"-'*.  ...,  (S"-*7 


D'autre  part,  le  carré  du  déterminant  est  une  forme  du  corps  K  dont  le  contenu 
est  égal  au  discriminant  relatif  D^.  Car  si  nous  exprimons  les  termes  de  ce  déter- 
minant en  fonction  linéaire  de  Q,,  ....  Q^  et  de  leurs  conjugués  dans  le  corps  K,  où 
les  coefficients  de  ces  expressions  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de 
U,,  ...,  U,j,  nous  reconnaîtrons  que  le  carré  de  ce  déterminant  n'a  que  des  coefficients 
divisibles  par  D^. 

Réciproquement,  une  généralisation  du  théorème  36  nous  montre  que  chaque 
déterminant  à  r  lignes  de  la  matrice  (4)  multipliée  par  la  r*™»  puissance  d'une  cer- 
taine forme  unitaire  rationnelle  des  paramètres  U,,  ... ,  U„  est  divisible  par  le  produit 

(S  —  S')(E  —  S*) . . .  (S'*""'*  —  S'''"'*). 

Il  en  résulte  que  Nj(\(E))  r*ï:  Djt . 

Théorème  Sg.  —  Si  D  et  rf  désignent  le  discriminant  du  sur-corps  K  et  du  sous- 
corps  k,  et  si  l'on  désigne  par  /i(DJ  la  norme  du  discriminant  relatif  D^^  pris  dans  le 
corps  k,  on  a. 

D  =  d''n{D,). 

Démonstration.  —  Si  ^  =  to,u,  +  ...  +  a)„u,„  est  la  forme  fondamentale  du  corps  k, 
Z  mis  à  la  place  de  X  satisfait  à  une  équation  de  degré  r  en  X  de  la  forme 

(t  (X.  l)  =  ^,\'  4-  (Î).X'--'  +  . . .  +  $r  =  o 

où  4> ^^  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  ç  et  des  indéter- 
minées u^,  ... ,  u^,  U, ,  ... ,  Uj,,  et  où  <î>„  est  une  forme  unitaire  rationnelle  des  indé- 
terminées Uj.  ...,  «,„.  Les  autres  racines  de  l'équation  de  degré  dont  nous  venons  de 

parler  sont  X  =  E' S'*""''.  Soit  donc  ^'*'  une  des  m —  i  formes  fondamentales 

conjuguées  à  \,  et  soient  2,^,,  Z[^y  ...,  Sj^^''  les  racines  de  l'équation  de  degré  r, 
<Î>(X,  ^"'*)=:o.  Comme  E  satisfait  à  une  équation  de  degré  M,  il  est  évident  que  toute 
puissance  de  S  multipliée  par  une*  puissance  de  <I>^  est  égale  à  une  fonction  entière 
de  ?  et  de  S,  qui  est  au  plus  de  degré  m  —  i  en  ^  et  au  plus  de  degré  r  —  i  en  E  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  des  paramètres 
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a,,  ...,  u„,,  U, Uj,.  D'après  cela,  le  discriminant  de  la  forme  fondamentale  Z, 

multiplié  par  une  puissance  de  <ï>„,  est  divisible  par  le  carré  du  déterminant  aM  =  rm 
lignes. 


A  = 


I, 
I, 

3, 
S'.      . 

...  ^S"-, 

jm— 1 
•  >    Ç 

f  m— 1  j;^ 

rtn—i  '^  ir~i 

I, 

"^^r— i 

..,  (S"--"),  l 

^S**""**, 

...  f(S"-'>)'-*.  .. 

tw— 1 

jm— 1  —ir— « 

0\r— 1 

Dans  ce  schéma^  nous  n'avons  écrit  que  les  r  premières  lignes  horizontales;  on 
obtiendra  les  (m — i)r  autres  en  donnant  successivement  aux  lettres  l  le  signe 
(^)  =  (i),  ...,  (m —  i)  comme  indices  supérieurs  et  à  toutes  les  lettres  S  les  mêmes 
signes  comme  indices  inférieurs. 

Si  l'on  exprime  les  éléments  du  déterminant  A  en  fonction  linéaire  des  nombres 
de  la  base,  on  reconnaît  l'exactitude  de  la  formule 


Q'--». ....  Qir' 

où  F  est  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  des  paramètres  u^,  ...,  m^,  U,,  . . . ,  U^^. 
Mais  comme  le  facteur  numérique  du  discriminant  de  S  d'après  le  théorème  35  =  D, 
il  résulte  du  développement  précédent  que  réciproquement  D  est  divisible  par  le  fac- 
teur numérique  du  carré  de  A,  c'est-à-dire  que  le  facteur  numérique  de  A*  est  égal  à  D. 
Par  les  théorèmes  élémentaires  de  la  théorie  des  déterminantes,  on  obtient 
l'identité 


A=: 


I, 


tm— 1 


I,    l 


(m— 1) 


j(m— i)yn— 1 


.  (;""-*') 


1.  2.       ....    Z'--' 
I,  Z',       ...,    Z''-' 

I,    -(.).         ....      u^,„ 

1 ,   ^      .....  l,^       / 

^(r-l)                    .^,r-l)vr-l 
I,     u^,,,       .....     ^— ,,,      ) 

I.  ^ 


(m-1)' 


ce  qui  donne  immédiatement  le  théorème  Sg. 

Le  théorème  démontré  à  l'instant  ne  montre  pas  seulement  que  le  déterminant 
d'un  corps  est  divisible  par  le  discriminant  de  tout  sous-corps,  mais  il  indique  la 
puissance  de  ce  dernier  qui  est  contenue  dans  le  discriminant  du  sur-corps,  et  il 
donne  la  signification  simple  du  facteur  restant  dans  le  déterminant  du  sur-corps.   - 
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S  i6.  —  La  décomposition  d'in  élément  du  corps  k  dans  le  sÛr-coups  K. 
Le  théorème  sur  la  différente  du  sur-corps  K. 

Théorème  4o.  —  Tout  élément  du  sous-corps  k  est  égal  à  un  produit  de  r  certains 
éléments  du  sur-corps  K,  et  on  a  les  formules 

l  -  ?'*>  -  (E  -  2,„)(S  -  s;,,) . . .  (E  -  Ei;,-')^(2  -  E,,,)(E'-  S,„) . . .  (E<^-'  -  E,„). 

Démonstration.  —  Soit 

F(X)  =  X"+  F,X"-'  +  . . .  +  Fm  =  o 

l'équation  fondamentale  de  degré  M  du  corps  K,  où  F,,  ...,  Fj,  sont  des  fonctions 
entières  à  coefficients  entiers  des  U,,  ... ,  Uj,,  on  a  identiquement 

(I)-F(X-)  =  4>(X,  Ç)*(X,  $')•••  ^(X,  Ç""-*'). 
La  différente  de  la  forme  fondamentale  E  est  donc  représentée  par  la  formule 

MS) =^>  =  ;^  '-^  *(S.  Ç') . . .  *(E,  Ç-') 

en  vertu  de  <Ï>(E,  E)  =  o. 
Mais  on  a  d'une  part 

(5)  *(E,$'*')  =  $,(S-E„,)(E-S;„)...(S-El;r"). 

(A  =  1,2,...,  m  -1) 

et  d'autre  part 

(6)  $(E.  e^)  =  4>(E.  f,'*')  -  *(S,  l)  =  il  -  |<*>)G'*> 

où  G**'  représente  une  forme  algébrique  entière  ;  il  résulte  de  ces  formules  que 


?E 


I  Î)<Ï>(E,  l) 

Gomme  — ^= —  représente  la  différente  relative  de  E,  il  resuite,  d'après  le 

^,      ^ 
théorème  1 3  de  la^^rnière  formule,  que 

(7)  ©  =  î),b3 

où  ©  est  la  différente  de  k,  îD^  la  différente  relative  de  K  par  rapport  k  k,  et  où  3 
représente  l'idéal  égal  au  contenu  de  la  forme  G',  ...,  G'"""*'. 
En  passant  aux  normes 

D  =  n(DJ(fN(3) 

et,  par  suite,  diaprés  le  théorème  89,  N(3)  2=  i,  c'est-à-dire  3=  i.  Les  formes 
G,,  ...,  G'"*"*'  sont  donc  toutes  des  formes  unités,  et  les  formules  (5)  et  (6)  démon- 
trent notre  théorème  4o. 
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Le  théorème  4o  donne  la  décomposition  des  éléments  du  corps  k  datns  le  sur- 
corps K;  il  est  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  discrirninants. 
La  formule  (7)  nous  fournit  de  plus  l'important  fait  suivant  : 

Théorème  4i.  —  La  différente  ©  du  corps  K  est  égale  au  produit  de  la  différente 
relative  ©^  de  R  par  rapport  au  sous-corps  k  et  la  différente  h  du  corps  k,  c'est-à-dire 

On  voit  quel  rapport  simple  existe  entre  les  différentes. 

La  différente  du  corps  supérieur  s'obtient  en  multipliant  la  différente  du  corps 
inférieur  par  la  différente  relative  correspondante. 


CHAPITRE  VI. 
Les  unités  du  corps. 


S  17.  —  De  l'existence  des  nombres  conjugués,  dont  les  valeurs  absolues  satisfont 

A  certainesinégalités. 

Nous  avons  établi  au  chapitre  II  les  lois  de  la  divisibilité  des  nombres  d'un  corps 
algébrique,  nous  allons  établir  maintenant  des  vérités  fondées  avant  tout  sur  l'idée 
de  grandeur.  C'est  le  théorème  de  [Minkowski']  qui  va  nous  fournir  le  moyen  le  plus 
puissant  dans  ces  recherches  ;  il  s'énonce  ainsi  : 

Lemme  6.  —  Soit 

m  formes  linéaires  et  homogènes  de  u,,  ....  u^k  coefficients  réels  quelconques  et  de 
déterminant  égal  à  i  ;  on  peut  déterminer  pour  u^,  u^,  ...,  u„,  des  valeurs  entières  et 
rationnelles  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles  telles  que  les  m  formes/,,  ...,'/„  soient 
toutes  en  valeur  absolue  >^  I. 

Ce  théorème,  légèrement  transformé;  nous  donne  :  ,/ 

Lemme  7.  —  Soient/,,/,,  ... ,/^  m  formes  linéaires  et  homogènes  de  u,,  a,,  ... ,  u„, 
à  coefficients  réels  quelconques  avec  un  déterminant  positif  A,  et  soient  /!,,  x,,  7.^, ....  y.,,, 
m  constantes  quelconques  positives  dont  le  produit  est  égal  à  A,  on  peut  toujours 
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déterminer  m  valeurs  entières  et  rationnelles  pour  u^,  u,,  ...,  u,„  qui  ne  sont  pas 
toutes  nulles  et  telles  que 

Dans  ce  chapitre,  nous  désignerons  le  corps  A:  et  les  m  —  i  conjuguées  par 
A:  =  /f'**,  A:'** ,  ... ,  /c'"*',  et  nous  désignerons  les  m  nombres  de  bases  du  corps  /c'*'  par 

Nous  appliquerons  le  lemme  7  pour  démontrer  le 

Théorème  42.  —  Soient  \,  \,  ...,  %^m  constantes  positives  quelconques  dont  le 
produit  est  égal  à  \/d,  et  qui  satisfont  aux  conditions  x,  =  >i/  dans  le  cas  où  /c*''  et  /c<*'> 
sont  deux  corps  imaginaires  conjugués,  il  y  a  toujours  dans  le  corps  k  un  nombre 
entier  différent  de  zéro  w  tel  que 

|a>''>Kx„        ...,        |a."">|<x«.. 

Démonstration.  —  Nous  attribuerons  aux  corps  /f'*',  fr'*',  ...,  /f'*"'  certaines  formes 
linéaires,  et  nous  nous  placerons  au  point  de  vue  suivant.  Si  A^**"'  est  un  corps  réel, 
nous  lui  attribuerons  la  forme  réelle 

X=<>a,+  ...-:-a,ru,, 

si  /f**'  est  un  corps  imaginaire  et  si  A:'*''  est  son  imaginaire  conjugué,  nous  attribuerons 
aux  deux  corps  /c***  et  fe*'''  les  deux  formes  linéaires 


(8) 


1V2 


dont  les  coefficients  sont  réels»  Le  déterminant  de^  ces  m  formes  pris  en  valeur 
absolue  =  \\/d\.  Le  lemme  7  apporte  immédiatement  la  preuve  de  notre  affirmation 
si  l'on  remarque  que 

Il  résulte  de  là,  en  outre,  le 

Théorème  43.  —  Le  degré  m  et  la  constante  positive  x  étant  donnés,  il  n'y  a  qu'an 
nombre  limité  de  nombres  entiers  algébriques  de  degré  m,  qui,  avec  leurs  conjugués, 
sont  tous  <C  X  en  valeur  absolue. 

Démonstration.  —  Les  m  coefficients  entiers  de  l'équation  à  laquelle  satisfait  un 
pareil  nombre  sont  tous  inférieurs  à  une  limite  qui  ne  dépend  que  de  m  et  de  x;  leur 
nombre  est  donc  limité. 
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S  i8.  —  Théorèmes  relatifs  a  la  valeur  absolue  du  discriminant  du  corps. 

Théorème  44-  —  Le  discriminant  d  d'un  corps  A:  n'est  jamais  égal  à  it  i.  [Min- 
kowski ''*•'.] 

Théorème  45.  —  Il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  corps  de  degré  m  et  de  discriminant 
donné  d.  [Hermite**,  Minkowski'.] 
Nous  démontrerons  d'abord  le 

Lemme  8.  —  Soient  /,,/, /„  les  m  formes  réelles  linéaires  définies  par  les 

formules  (8)  des  variables  u^,  a,,  ...,  m^,  il  y  a  toujours  dans  le  corps  un  nombre 
entier  différent  de  zéro  a==a,  w,  -|-  ...  4-  a„,  w„,  tel  que  les  valeurs  absolues  de  ces 
formes  pour  u^  =  a^ ...  u^  =  a^  satisfassent  aux  conditions 

(9)  l/J<lv^|.      I/.K'.      I/3K1.      -'■>      l/J<i. 

Démonstration.  —  D'après  le  théorème  43,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  nombres 
a,  ct^,  a,,  ...  du  corps  k  satisfaisant  à 

l/j<|v/rfki,    i/.Ki,    ....    i/j<i. 

Soit  a  parmi  ces  nombres  celui  qui  donne  à  |/,  |  la  plus  petite  valeur  et  soit  ep 
cette  plus  petite  valeur.  S'il  n'existait  pas  de  pareil  nombre,  on  poserait  ç  =  \\/d\  +  i . 
Si  çp  <^  1  yd'l  le  théorème  est  évident.  Dans  le  premier  cas,  nous  déterminerons  un 
nombre  positif  s  tel  que  (i  -|-  e)"'"*  |  yd  \  <C  9.  D'après  le  lemme  7,  il  y  a  toujours  un 
système  d'entiers  rationnels  u,,  ... ,  u„,  tels  que 

i/j<(i+er-1\/rf|:   i/.i<7^'   •••'    i/J<TT7' 

I  -h  3  I  -h  s 

et  par  suite 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  qui  nous  a  fait  choisir  a. 

Pour  démontrer  dès  lors  les  théorèmes  44  et  45.  nous  procéderons  ainsi.  Si 
/f  =r/f*''  est  un  corps  réel,  la  forme  /,  est  parfaitement  déterminée;  si  /t**'  est  corps 
imaginaire  et  A:**'  son  corps  imaginaire  conjugué,  nous  pouvons  choisir  pour/,  entre 
deux  formes  ;  nous  prendrons 

/,  ==:_i=  j(<ol"-  a)f)tt,  +  . . .  +  «-  a,J;>)u.î- 

La  suite  dans  laquelle  nous  adopterons  les  autres  formes/, ...  ,y,„  n'importe  pas. 
Le  lemme  8  nous  montre  l'existence  d'un  nombre  a  satisfaisant  aux  conditions  (9). 
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D'autre  part, 


niXin 


n^rfl 


|nW|; 


(r)  «,«'  2 

comme  on  a  nécessairement  \n{x)\  ^  i,  il  en  résulte  !/, |  >>  i,  et  par  suite  |  \/d\  >>  i. 
Le  théorème  44  est  démontré. 

Il  résulte,  d'autre  part,  des  inégalités  |/J  >  i,  |/,1  <  i»  l/sK  i»  \fm\  <  i'  que  a 
est  un  nombre  du  corps  k  =  k^'^  qui  diffère  de  tous  ses  conjugués,  c'est-à-dire  que  la 
différente  8(a)=|=o.  D'après  une  remarque  faite  précédemment,  a  est  un  nombre  qui 
détermine  le  corps  k. 

D'autre  part,  comme  d  est  un  nombre  donné,  on  voit,  d'après  le  théorème  43, 
qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  nombres  entiers  algébriques  de  degré  m,  qui, 
avec  leurs  conjugués,  satisfont  aux  conditions  (9),  ce  qui  nous  démontre  immédia- 
tement le  théorème  45. 

Le  théorème  44  exprime  une  propriété  essentielle  des  corps  algébriques  ;  il  montre 
que  le  discriminant  de  tout  corps  contient  au  moins  un  nombre  premier. 

En  employant  au  lieu  du  lemme  6  un  théorème  plus  profond  dû  également  à 
Minkowski,  le  même  raisonnement  nous  aurait  montré  que  le  discriminant  d'un 

corps  de  degré  m  dépasse  certainement  en  valeur  absolue   (  -  j      (  — -  j    et  à  plus 


'— \2r, 

forte  raison   (  j 


2  e 


a-m 


où  r^  désigne  le  nombre  de  couples  de  corps  imaginaires 


qui  se  trouvent  parmi  /f***,  ....  /c*'"*.  [Minkowski ••*' ^] 

Ce  dernier  fait,  appliqué  de  la  même  manière,  montre  que  parmi  les  corps  de  tous 
les  degrés  possibles  il  n'y  en  a  qu'un  nombre  limité  ayant  un  discriminant  donné  d. 

De  ces  mêmes  principes,  nous  tirerons  encore  une  conséquence  très  importante 
pour  le  chapitre  vu.  [Minkowski  '•  '.] 

Théorème  46.  —  Soit  a  un  idéal  donné  du  corps  k,  il  y  a  toujours  un  nombre  a 
du  corps  différent  de  o  divisible  par  a  et  tel  que 

|n(x)|<U(a)v/d|. 
Démonstration.  —  Soient 

i.  =  a..  (0.  +  . . .  +  a.,„  w,„ , 


««=««,.".+  ••• +a„ 


les  m  nombres  de  base  de  l'idéal  a  ;  formons  comnle  nous  l'avons  fait  précédemment, 
au  moyen  de  w,,  ... ,  w„,,  m  formes  linéaires/^,  ...,/,„  à  coefficients  réels;  la  valeur  du 
déterminant  de  ces  m  formes  sera 


;(') 


.•<») 


'1     » 


;(m) 


«ii.      ....     a,„ 

<'.  .-.,  -!:• 

««M'       •••'       «mm 

<».....  t-r 
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qui,  d'après  le  théorème  19,  égale  en  valeur  absolue  [n(a)v/rfi.  Si  maintenant  nous 

attribuons  aux  m  formes/,,  /, /^  l'une  des  constantes  réelles  y.,,  x,,  ... ,  y,„  dont 

le  produit  =  |  n(a)\/d  \  et  qui  satisfont  aux  conditions  y.,=x,'  dans  le  cas  où  A:'"  et  /f**> 
sont  des  corps  imaginaires  conjugués,  le  théorème  46  résulte  du  théorème  4a. 


S  19.  —  Le  théorème  qui  prouve  l'existence  des  unités  du  corps.  —  Un  théorème 

AUXILIAIRE  AU  SUJET  d'uNE  UNITÉ  POSSÉDANT  UNE  PROPRIÉTÉ  PARTICULIÈRE. 

Le  théorème  qui  va  suivre,  relatif  aux  unités  du  corps  k,  nous  dorme  la  base  fon- 
damentale d'une  étude  plus  approfondie  des  nombres  entiers  algébriques. 

Mais  tout  d'abord  nous  appellerons  unité  du  corps  k  tout  nombre  entier  e  dont  la 

valeur  inverse  -  est  encore  un  nombre  entier.  La  norme  d'une  unité  =±  i,  et,  réci- 

e 

proquement ,  si  la  norme  d'un  entier  du  corps  =  zt  i ,  ce  nombre  est  une  unité  du 
corps. 

Théorème  47-  —  Supposons  que  parmi  les  m  corps  conjugués  /c'*',  ... ,  /f*"*'  il  y  ait  r, 

corps  réels  et  r^= ^  corps  imaginaires  conjugués,  le  corps  /f=/c***  contient  un 

système  de  r  =  r^-\-  r^ —  i  unités  s,,  ... ,  e^  telles  que  toute  autre  unité  du  corps  peut 
être  mise  sous  la  forme  £  =  p£"'  ...  t"''  et  cela  d'une  seule  manière,  a,,  ... ,  a^  étant  des 
nombres  entiers  rationnels  et  p  une  racine  de  l'unité  située  dans  k. 

Pour  préparer  la  démonstration  de  ce  théorème,  nous  ordonnerons  les  m  corps 
conjugués  /f'*',  ... ,  Ar*"*  de  la  façon  suivante  : 

Nous  écrirons  d'abord  les  r,  corps  réels  A"''*  ....  /f'*"*,  puis  nous  prendrons  un  corps 
de  chaque  couple  de  corps  imaginaires  conjugués  /c''"'^'',  ...,  /c''"''^'"»* ,  et  nous  ferons 
suivre  ces  derniers  de  leurs  corps  conjugués  /f''"'"^'"»'*^'',  ...,  /f'""'.  Nous  formerons, 
avec  m  variables  réelles  quelconques  u,,  «,,  ... ,  u^.  les  m  formes  linéaires 

et  nous  écrirons  ^,  =  1-  Si  l^.  ...,  ?„,  soat  tous  =|=o,  nous  poserons,  dans  le  cas  de 
k^^Téel:  • 

logr;,|  =  /,(?), 

et  dans  le  cas  où  /f'*>  et  /f'*''  sont  des  corps  imaginaires  conjugués  : 

iog(i:)=ïi,{i)-iiA^), 

où  //Ç),  ...,  /„(?)  sont  tous  des  grandeurs  réelles  et  où  en  particulier  les  formes  l^{l) 
satisfont  à 
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les  grandeurs  1^(1),  ...,  /,„(ç)  ont  donc  une  détermination  unique  en  fonction  des 
variables  réelles  u,,  u,, ...,  u^,  nous  les  appellerons  logarithmes  de  la  forme  -..  De  plus, 
si  l'on  désigne  par  //i(|)  la  partie  réelle  du  logarithme  de  /i(ç),  on  a 

Si  «, ,  ...,  «^  sont  des  entiers  rationnels  qui  ne  sont  pas  tous  nuls,  ?  =  ^,  repré- 
sente un  nombre  a  =|=  o  du  corps  k  =  k^'K  Les  grandeurs  /,(£),  ...,  l^(^)  sont  alors 
parfaitement  déterminées  par  a  et  nous  les  nommerons  les  logarithmes  du  nombre  a. 

Si  £  est  une  unité  du  corps  k,  on  a  en  vertu  de'n(c)  =  jh  i  : 

/.(e)  +  ^.(£)4-...  +  U(£)  =  o< 

Par  contre,   les  logarithmes  /,(|),  ...,  /,„(^)  nous  donnent  pour  les  variables 

u, ,  u,,  ....  u,„  2*^'  valeurs,  car  les  /\  yaleurs  réelles  ^, ,  Ç, ^r,^^  sont  déterminées 

qu'au  signe  près,  tandis  que  les  valeurs  imaginaires  conjuguées  5^,,  ...,  Ç„  sont 
parfaitement  déterminées. 

Nous  aurons  à  nous  servir  du  déterminant  fonctionnel  de  ces  relations  ;  nous  dési- 
gnerons le  déterminant  fonctionnel  des  fonctions  /,,/,,  ....  Xi  ^®s  variables  a:,, 

x.,....x„par'^''  •••'•^'" 


^1'   •••>  ^m 

On  a  entre  les  valeurs  absolues  les  relations 


u,,  ...,  u„ 


.>  l 


V^^' 


?!  »     •  •  •   «    Ç», 


i,(l),.-.,Lil) 


Çj  =  h(Ç)|. 


et  en  multipliant  ces  deux  relations  nous  aurons 

u u 


Dans  ce  qui  suit,  nous  considérerons  surtout  les  r  premiers  logarithmes  de  la 
forme  Ç  ou  du  nombre  a.  Pour  ces  r  premiers  logarithmes,  on  a  évidemment 


(»  =  1 r). 


Nous  démontrerons  dès  lors  le 


Lemme  ^.  —  Il  y  a  toujours  dans  le  corps  k  une  unité  s  qui  satisfait  à 

où  Y,»  T,»  •••»  tr  s^^*  ^^^  constantes  réelles  quelconques  données  qui  ne  sont  pas 
toutes  nulles. 


A6. 
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Démonstration.  —  Soit  to  un  nombre  quelconque  du  corps  qui  n'est  pas  nul  ; 
posons  pour  abréger 

déterminons. ensuite  un  système  de  r  grandeurs  réelles  telles  que  Yi  ^^  +  •  •  •  +  Yr^r  =  '  » 
et  posons 


A,  =e 


K,+ 


_JV,+;' 


A^^^V 


OÙ  t  représente  un  paramètre  arbitraire. 

Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  les  m  corj)S  conjugués  Ar*'*,  ... ,  /c'""  sont 
réels  ou  non.  Dans  le  premier  cas,  nous  attribuerons  aux  r  =  m  —  i  corps  /c**',  ...j,  A:'*"* 
les  grandeurs  A,,  ... ,  A^  et  au  dernier  corps  fc'"*^  la  constante 


A.. ..A, 


Dans  le  second  cas,  nous  attribuerons  aux  corps /:'**,  ...,k^'^  les  grandeurs  A, A,., 

et  au  corps  imaginaire  A:*'"'^*'  nous  ferons  correspondre 


A_a^  = 


v/rf 


A,...  A^^A^^+,...  A^ 

Enfin,  aux  m  —  r —  i  corps  imaginaires  qui  restent  k^'^\  ...,  A:'*"*,  nous  ferons 
correspondre  les  mêmes  constantes  que  celles  qui  correspondent  déjà  à  leurs  conju- 
gués, nous  désignerons  ces  constantes  par  A^,,  ....  A„. 

Dans  les  deux  cas 

et  les  constantes  A,,  ....  A„  remplissent  les  conditions  imposées  aux  constantes 
•/.,,  X,,  ... ,  x^  du  théorème  42. 

Il  y  a  donc,  suivant  ce  théorème  42,  un  nombre  a  du  corps  k  différent  de  zéro  et 
tel  que 

(10)  1*">KA.,        ...,        |a""KA„., 

et  par  suite  tel  que  ] /i(a) [ <^  | y^c^ | .  Mais  comme  \n{t)\  ^  i,  on  a  pour  toutes  les 
valeurs  de  s  =  I,  2,  ... ,  m 


si  donc  nous  tenons  compje  de 


> 


et  de 


l«"'l- 

..|a<*->||a<'-^*'||a"">|' 

I 
A. 

..., 

1 

>i 

A,.. 

•A„,=  N/ 

'i\ 

i 
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il  en  résulte 
(II) 


W'\> 


m 


(.  =  l.î,...,r), 


Désignons  la  valeur  réelle'de  log  1  \Jd\  par  S,  (lo)  et  (i  i)  nous  donnent 

ou        o<|/,(a)  — X,/l<28 
On  voit  donc  que  l'expression 

est  comprise  entre  deux  limites  finies  8,  et  8,>8,,  qui  ne  dépendent  que  de  d  et  des 
valeurs  y,  t  ••• .  Yr'  i^s^is  qui  ne  dépendent  pas  de  la  valeur  du  paramètre  t. 

Soit  une  grandeur  A  >  o^  —  B,  et  donnons  à  t  successivement  les  valeurs  t  =  o, 
A,  2  A,  3  A,  ....  on  obtiendra  une  suite  infinie  de  nombres  a,  p,  y  •••  »  dont  les  normes 
prises  en'  valeur  absolue  sont  >^  Iv^l  et  qui  de  plus  satisfont  aux  conditions 
L(a)<L(fl)<L(Y)<.... 

Comme  les  nombres  rationnels  qui  en  valeur  absolue  sont  »^  |  \/d\  ne  contiennent 
qu'un  nombre  fini  d'idéaux  différents  en  facteur,  la  suite  illimitée  d'idéaux  princi- 
paux (a),  (,8),  (y),  ...  ne  peut  contenir  qu'un  nombre  limité  d'idéaux  différents,  et  par 
suite  on  trouvera  une  infinité  de  fois  dans  cette  suite  deux  idéaux  égaux.  Soit,  par 

o 

exemple  (a)  =  (jî),  alors  e  =  -  est  une  unité,  et  cette  unité,  à  cause  de 

oc 

L(£)=-L(fl)-L(a)>o, 
remplit  les  conditions  du  lemme  9. 


S  20.  —  Démonstration  de  l'existence  des  unités. 


Pour  démontrer  dès  lors  le  théorème  47,  nous  choisirons  dans  k  une  unité  if),  con- 
forme au  lemme  9,  telle  que  /j(yJj)=}=o,  et  ensuite  une  unité  y),  telle  que  le  déter- 
minant 


ensuite  une  unité  -ri,  telle  que  le  déterminant 

iM'    iM>     iMÙ 
h(-nX    iM>     iMÙ 


^--o; 
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et  ainsi  de  suite,  on  parvient  ainsi  finalement  au  déterminant 


Par  suite,  si  H  est  une  unité  quelconque  du  corps,  les  r  premiers  logarithmes 
peuvent  toujours  être  mis  sous  la  forme 


lr(^)  =  eM\)  +  '--^eMy^;) 


où  e^ e^  sont  des  grandeurs  réelles.  Cette  représentation  montre  à  son  tour  que 

l'on  peut  écrire 

/.(H)  =  m./.(-ri.)  +  . . .  +  mj^itj  +  E., 


C(H)  =  m./,(7i.)  +  . . .  +  mX(-0  +  E, 


où  m^,  ...,  m^  sont  les  plus  grandes  valeurs  numériques  rationnelles  entières  conte- 
nues dans  e,.  ....  e^.  Les  nombres  E^,  ... ,  E^  sont  à  leur  tour  de  la  forme 


Comme  ici  \^.^,  ... ,  tx^  sont  des  valeurs  réelles  !^  o  et  «<  i,  les  valeurs  E,,  ... ,  E^ 
prises  en  valeur  absolue  sont  inférieures  à  une  limite  x  qui  ne  dépend  pas  de  H, 
c'est-à-dire  que  les  r  premiers  logarithmes  de  Tunité 

H 


H  = 


m,  .-""r 


sont  tous  inférieurs  à  la  limite  x.  Mais  comme 

/.(H)-f-...  +  U(H)  =  o. 
la  valeur  absolue  de  /^j(H)  est  inférieure  à  rx,  et  on  a  les  inégalités 

lH'*'|<e^       ...,       |H'^»l<e%       |H"■-^''|<e^ 

c'est-à-dire  que  toutes  les  valeurs  conjuguées  de  l'unité  H  sont,  en  valeur  absolue, 
inférieures  à  e*"*. 

D'après  le  théorème  43,  il  n'existe  qu'un  nombre  limité  de  pareilles  unités.  Dési- 
gnons-les par  H^,  . . . ,  Hq  ;  il  en  résultera  H  =  Hg  ou  H  =  Hsiri^' ...  vj^!'''  où  S  est  l'un 
des  nombres  i,  2,  . . . ,  G.  Soit  H^.  l'une  quelconque  des  unités  H^,  . . . ,  Hq  et  for- 
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nions  les  G  +  i  premières  puissances  de  U^,  d'après  ce  qui  vient  d'êlre  dit,  deux 
quelconques  de  ces  puissances  pourront  être  mises  sous  la  forme 

et 

H       m"  mî 

où  Hg  représente  chaque  fois  la  même  de  ces  G  unités;  leur  quotient  pourra  donc 
être  mis  sous  la  forme  t"'  .. .  t,""".  Nous  avons  donc  démontré  qu'à  toute  unité  H^ 
correspond  un  exposant  M^  tel  que  M^"""  soit  un  produit  de  puissance  des  unités 
r^^,  .. . ,  7)^.  Soit  M  le  plus  petit  multiple  commun  des  composants  H^,  .. . ,  H^,  cet 
exposant  G  aura  la  même  propriété  pour  toutes  les  G  unités  H^,  ... ,  Hg,  et  il  en 
résultera  que  les  r  premiers  logarithmes  d'une  unité  quelconque  H  admettent  la 
représentation 

I  A  (H)  = ^ , 

(12) 


UH)  = 


M 

où  m, m^  sont  des  nombres  entiers  rationnels. 

En  appliquant  dès  lors  à  ce  système  illimité  de  logarithmes  de  toutes  les  unités 
du  corps  le  raisonnement  appliqué  paragraphe  3  pour  le  théorème  (5)  relatif  à  l'exis- 
tence de  la  base  du  corps,  on  arrive  au  résultat  suivant.  Il  y  a  un  système  de  r  unités 
£,,  ...,  e,.  telle  que  les  logarithmes  d'une  unité  quelconque  H  du  corps  puisse  s'ex- 
primer par 

/.(H)  =  a./.(0  +  ..-  +  a,/.(0. 


où  a,,  ....  a^  sont  des  entiers  rationnels.  Le  système  d'unités  e, ,  —  s^  satisfait  aux 
conditions  du  théorème  47- 

En  effet  :  Soit  H  une  unité  quelconque,  dont  les  logarithmes  ont  la  forme  précé- 

H 

dente.  p  =  -s ^  est  une  unité  dont  Içs  logarithmes  sont  évidemment  tous  nuls. 

El    •  •  •   £r 

Une  telle  unité  p  est  nécessairement  une  racine  de  l'unité  ;  car,  d'après  ce  qui  a  été 
démontré,  p^z=rî^'  . . .  yj"""  où  m^,  . . . ,  m^  sont  certains  nombres  entiers  rationnels. 
En  passant  aux  logarithmes  on  voit  que 


c'est-à-dire  m,  =  o,  ....  m^=o  et  par  suite  p"=  i.  L'unité  H  est  donc  représentée 
comme  l'exige  notrç  théorème  47- 

7 
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Il  résulte  de  la  façon  dont  nous  avons  déterminé  e ,  s^  que 

=AR, 

U-n.).      ■■■>      eu.) 
où  A  est  un  nombre  entier  rationnel  et  où  R  désigne 

Le  déterminant  R=j=o,  et  par  suite  la  représentation  de  H  au  moyen  des  s,, 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

Le  théorème  fondamental  47  est  donc  complètement  démontré. 


,6.. 


S  21.   —  Les  LMTÉS  FO>iDAME>TALES.  —  Le  RÉGULATEUR  DU  CORPS.  —  Un  SYSTEME 

d'imtés  I>DÉPE?{DAMTES. 


Le  système  des  unités  s,,  ... ,  s,,  ayant  la  propriété  dite  au  théorème  47  est  dit  un 
système  d'unités  fondamentales  du  corps  k.  11  en  résulte  facilement  que  si  e^,  ...,  s* 
représente  un  autre  système  d'unités  fondamentales,  le  déterminant  des  r  systèmes 
de  /'  logarithmes  est  égal  au  signe  près  à  R.  Nous  écrirons  constamment  ces  unités 
dans  un  ordre  tel  que  R  soit  un  nombre  positif.  Le  nombre  R  est  alors  parfaitement 
déterminé  dans  le  corps  k  et  nous  le  nommerons  le  régulateur  du  corps  k. 

Dans  le  courant  de  la  démonstration  précédente  nous  avons  reconnu  qu'une 
unité  dont  tous  les  logarithmes  sont  ^o  est  une  racine  de  l'unité.  Ce  fait  est  contenu 
dans  le  théorème  suivant,  que  l'on  peut  démontrer  d'ailleurs  d'une  façon  directe. 
[Kronccker*,  Minkowski'.] 

Théorème  48.  —  7'oute  unité  telle  que  sa  valeur  absolue  égale  i,  ainsi  que  les 
valeurs  de  toutes  ses  conjuguées,  est  une  racine  de  l'unité. 

Tout  corps  contient  les  unités  -f  i  et  —  i,  le  nombre  de  toutes  les  racines  de 
liinilé  qu'on  y  rencontre  est  toujours  pair,  et  il  ne  peut  être  >3  que  si  tous  les  m 
corps  conjugués  sont  imaginaires. 

On  dit  qu'un  système  de  /  unités  r^^,  . . . ,  yi^  forme  un  système  de  t  unités  indépen- 
dantes s'il  n'existe  entre  ces  unités  aucune  relation  dé  la  forme  t)"'  ...  vif  =  i  où 
Wj,  . . . ,  m^  sont  des  nombres  entiers  rationnels  qui  ne  sont  pas  tous  nuls;  /  est  tou- 
jours -^  r.  En  particulier  les  unités  fondamentales  e, ,  ...,  s,  forment  un  système 
de  r  unités  indépendantes.  Si  l'on  a,  d'autre  part,  un  système  quelconque  de  r  unités 
indépendantes  tj^,  . . . ,  t,„,  il  existe  toujours  un  entier  rationnel  M  tel  que 
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OÙ  les  exposants  m, m^  sont  des  entiers  rationnels:  car  si  T,^=p^£"'* . . .  î""  pour 

A'=  I,  2 r  où  les  p^  désignent  des  racines  de  l'unité  et  où  a„,  . . . ,  a^^  sont  des 

exposants  entiers  et  rationnels,  le  déterminant  A  formé  par  ces  exposants  entiers 
a„,  . . . ,  a^^  est  nécessairement  =|^  o,  et  cela  en  vertu  de  l'hypothèse  sur  l'indépen- 
dance des  unités  y,, t,^.  La  A*"'"*  puissance  de  toute  unité  e  du  corps  est  égale  à 

un  produit  de  puissance  des  t„,  ...  ,  t,,.  multiplié  par  une  racine  de  J'unité  p.  Soit 
pE=:  I  pour  toutes  les  racines  de  l'unité  dans  A:  le  nombre  M  =  AE  aura  la  propriéfé 
demandée. 

La  démonstration  de  notre  théorème  fondamental  ^7  nous  a  montré  la  possibilité 
d'obtenir  les  unités  fondamentales  s,,  ...,  z^  par  un  nombre  limité  d'opérations 
rationnelles.  Lorsqu'on  cherche  à  calculer  ces  unités  de  la  façon  la  plus  simple  on 
est  conduit  à  un  algorithme  semblable  aux  fi'actions  continues,  et  ce  qui  forme  alors 
le  principal  intérêt  de  la  question  c'est  la  périodicité  des  développements  obtenus. 
[Minkowski^**.] 


CHAPITRE  VU. 
Les  classes  d'idéaux  des  corps. 

S  33.  —  La  classe  des  idéaux.  —  Le  NOMnivE  des  classes  d'idéaux  est  llmité. 

Tout  nombre  entier  du  corps  k  détermine  un  idéal  principal.  Tout  nombre  frac- 
tionnaire y.  de  k  peut  être  représenté  par  le  quotient  de  deux  nombres  entiers  x  et  fi 

ad 

et  par  suite  par  le  quotient  de  deux  idéaux  a  elh    y.  ^  r-  =  -  . 

Si  nous  supposons  a  eih  débarrassés  de  tous  leurs  facteurs  idéaux  communs,  la 
représentation  du  nombre  x  par  un  quotient  de  deux  idéaux  est  unique.  Récipro- 

<i 

quement,  si  le  quotient  -  de  deux  idéaux  a  et  h,  que  ceux-ci  aient  un  facteur  com- 
v 

mun  ou  non,  est  égal  au  nombre  entier  ou  à  un  nombre  fractionnaire  /.  =  -  du  corps, 

r 

on  dit  que  les  deux  idéaux  a  et  h  sont  équivalents,  ce  qu'on  écrit  a^^b.  De  -  =  -  il 

résulte  (fi) a  =  (x)h. 

Nous  reconnaîtrons  donc  que  deux  idéaux  sont  équivalents  si  en  multipliant  l'un 
et  l'autre  par  certains  idéaux  principaux  on  obtient  un  même  idéal.  L'ensemble  des 
idéaux  équivalents  à  un  même  idéal  forme  une  classe  d'idéaux. 

Tous  les  idéaux  principaux  sont  équivalents  à  l'idéal  (i).  La  classe  obtenue  ainsi 
s'appelle  la  classe  principale  et  on  la  désigne  par  i.  Si  a-^^fl' et  b^^^b',  on  a  aa'-^bb'. 
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Soit  A  une  classe  qui  contient  a,  et  B  une  classe  qui  contient  h.  La  classe  qui  con- 
tient ab  est  dite  le  produit  des  classes  A  et  B,  et  on  les  désigne  par  AB. 
On  a  évidemment  i  .  B  =  B,  et  réciproquement. 
Si  A  .  B  =  B,  on  a  nécessairement  A  =  i . 

Il  est  parfois  avantageux  d'employer  la  notation  de  quotients  d'idéaux.  Nous  con- 
viendrons que 

a       b  ah 

â'  =  V'      ^^       â'^h' 

équivaut  à  ah'  =  a'h  ou  ah'^^a'b. 

Théorème  /jg.  —  Il  y  a  toujours  une  classe  B  et  une  seule  dont  le  produit  par  une 
classe  A  donnée  est  la  classe  principale. 

Démonstration.  —  Soit  a  un  idéal  de  la  classe  A  et  a  un  nombre  divisible  par  a, 
de  façon  que  x  =  ah;  soit  alors  B  la  classe  de  l'idéal  h,  on  a  AB  =  i.  S'il  existait  une 
autre  classe  B'  telle  que  AB'=  i,  on  aurait  ABB'=::B'=B. 

La  classe  B  est  dite  la  classe  réciprogiie  de  A;  on  la  désigne  par  A~*. 

On  a  de  plus  le  fait  fondamental  suivant  : 

Théorème  5o.  —  Il  y  a  dans  toute  classe  d'idéaux  un  idéal  dont  la  norme  est 
inférieure  à  la  valeur  absolue  de  la  racine  carrée  du  discriminant  du  corps.  [Min- 
kowski  '-^.J  Le  nombre  des  classes  d'idéauxdu  corps  de  nombres  est  fini.  [Dedekind', 
Kronecker*®.] 

Démonstration.  —  Soit  A  une  classe  quelconque  et  soit  j  un  idéal  de  la  classe  réci- 
proque A~';  on  sait  d'après  le  théorème  46  qu'il  existe  un  nombre  entier  i  divisible 
par  j  dont  la  norme  |«(t)| -^n(i)lyrf| .  Soit  \  =  \a,  a  appartient  à  la  classe  A,  et 
comme  |n(t)|  =  (j)n(a),  on  a  n{a)^  \\d\.  Mais  comme  les  nombres  entiers  ration- 
nels <^|vc/|  ne  contiennent  qu'un  nombre  fini  d'idéaux  en  facteurs,  la  deuxième 
partie  du  théorème  5o  est  démontrée. 


S  aS.  —  Une  a.pplication  du  théorème  sur  le  nombre  fini  des  classes. 

Le  théorème  5o  que  nous  venons  de  démontrer  permet  bien  des  déductions,  dont 
nous  signalerons  les  suivantes  : 

Théorème  5i.  —  Si  h  est  le  nombre  des  classes  d'idéaux,  la  /i'^""^  puissance  de 
toute  classe  donne  la  classe  principale. 

Démonstration.  —  Considérons  l,a  suite  S.,  A*,  ...,  A"^';  deux  classes  de  cette  suite 
coïncident  nécessairement,  soient  A'"  et  A"""^*,  comme  A''A*=  A*",  A^=  i  ;  il  en  résulte 
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que  A'^:  I,  A,  ... ,  A*~*  sont  toutes  différentes  entre  elles.  Soit  B  une  classe  différente 
dea  e  précédentes;  B,  AB,  ...,  A''~'B  nous  donnent  e  classes  nouvelles  diff'érentes 
entre  elles  et  différentes  des  précédentes;  en  continuant  on  voit  que  h  est  un  multiple 
de  e,  ce  qui  démontre  le  théorème  5i. 

La  A'^""*  puissance  d'un  idéal  a  est  donc  toujours  un  idéal  principal. 

Théorème  62.  —  Soient  a  et  p  deux  entiers  quelconques,  il  y  a  toujours  un  nom- 
bre entier  y  différent  de  o  qui  divise  a  et  ,8  et  susceptible  d'être  mis  sous  la  forme 
Y  =  ^a  4-  7|P  où  ç  et  Tf)  sont  des  nombres  Convenablement  choisis.  Les  nombres  y.  ^.  t^ 
n'appartiennent  pas  en  général  au  corps  déterminé  par  a  et  p.  [Dedekind*.] 

Théorème  53.  —  Pour  que  x  et  p,  v*  et  p*  soient  deux  couples  de  nombres  du 
corps  k  tels  que  j  =  (y.,  p)  =  (x*,  p*),  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'oii  puisse 
trouver  dans  le  corps  k  quatre  nombres  entiers -a,  p,  y,  8  dont  le  déterminant 
a 8  —  ?Y  =  I  et  tels  que    ■ 

y*  =  ax  +  Pp , 

p*=YX+Sp. 
[Hurwitz*.] 

Démonstration.  —  La  condition  est  suffisante,  car  les  équations  précédentes  per- 
mettent d'écrire 

x=x*x*+rp*. 

P  =  yV  +  8*p' 


où  a*,  p*,  Y*,  8  sont  entiers.  De  plus,  la  condition  est  nécessaire,  car  si  l'on  désigne 
par  h  le  nombre  des  classes 'd'idéaux  on  a  j*  =  (x*,  p*)  =  (x**,  p*'*)  =  (t)  où  t  est  un 
entier  du  corps.  Soit 


T  =  IJ.X   4-vp   =[A  X     4-v   p 


OÙ  ji,  V,  [A*,  V*  sont  des  entiers  de  k;  alors  il  est  évident  que  les  quatre  entiers 

ixx*x*-'  +  V*  pp'*-*  „       vx-p"-  -  %'xp**-' 

a  = = ,         p  =  — - 


T 


satisfont  aux  conditions  du  théorème  53.  On  voit  que  aS  —  ^^z=\  en  faisant  le  pro- 
duit des  déterminantes 


.1—1 


[XX      ,  p 

vp'^',       -X 


et        —  x  = 


v-p 

P 


•  A-l 


D'après  le  théorème  la,  tout  idéal  peut  être  mis  sous. la  forme  i  =  (x,  p).  Posons 


X 


6  =  -  :  le  nombre  entier  ou  fractionnaire  6  détermine  complètement  la  classe  d'idéaux 

P 


54  D.    HILBERT. 

à  laquelle  appartient  j.  Nous  dirons  que  6  est  le  nombre  Jractionnaire  attribué  à  la 

classe  d'idéaux.  Le  théorème  53  nous  montre  que  si  6*  =  — -  est  une  autre  fraction 

P 
attribuée  à  cette  classe  d'idéaux,  il  existe  dans  le  corps  k  nécessairement  quatre 

nombres  a.  8.  v,  S  de  déterminants  i  tels  que  6*=: -. 

s  24.  —  Comment  otj  établit  le  système  des  classes  d'idéaux.  —  Sens  plus  restreint 

DE  LA  NOTION  DE  CLASSE. 

La  démonstration  du  théorème  5o  nous  donne  un  moyen  simple  de  trouver  par 
un  nombre  fini  d'opérations  rationnelles  un  système  complet  d'idéaux  qui  ne  soient 
pas  équivalents.  Il  suffit  de  considérer  tous  les  idéaux  dont  la  norme  -^  ly'rfl.  Pour 
voir  s'il  y  a  parmi  ces  idéaux  des  idéaux  équivalents  il  suffit  de  former  tous  les 
produits  deux  à  deux;  soit  j  un  de  ces  produits,  cherchons  dans  i  un  nombre  t=|=  o 
et  de  norme  minima  en  valeur  absolue,  il  suffira  de  voir  si  j  =  ('.)  et  de  reconnaître 
ainsi  si  les  deux  facteurs  appartiennent  à  des  classes  réciproques.  Le  théorème  46 
nous  montre  que  ceci  pourra  s'efiiectuer  par  un  nombre  limité  d'opérations.  Soit 
t,,  ...,  i,„  la  base  de  l'idéal  j,  il  suffît  de  déterminer  pour  «,,...,  u,„  des  valeurs 
entières  rationnelles  =|=o  telles  que  les  valeurs  absolues  des  parties  réelles  et  des 
parties  imaginaires  de  M^t'^''*4-  •••  +«,„im  pour  s  =  i,  ...,  m  soient  toutes  inférieures 
à  des  limites  déterminées.  Il  suffit  pour  cela  d'un  nombre  limité  d'opérations.  Nous 
verrons  de  même  qu'étant  donné  un  idéal  un  nombre  limité  d'opérations  ration- 
nelles permet  de  déterminer  la  classe  auquel  il  appartient. 

Nous  remarquerons  que  dans  certaines  circonstances  il  pourra  être  utile  de  cpnr 
sidércr  un  sens  restreint  de  la  notion  d'équivalence  ou  de  classes,  et  on  dira  alors  que 
deux  idéaux  ne  sont  équivalents  que  si  leur  quotient  est  un  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire de  norme  positive.  [Dedekind^ 


S    20.    —   Un   THÉORÈME   AUXILIAIRE  RELATIF  A  LA   VALEUR  ASYMPTOTIQUE  DU  NOMBRE 
DE   TOUS  LES   IDÉAUX   PRINCIPAUX   QUI   SONT   DIVISIBLES   PAR   UN   IDÉAL    DONNÉ. 

Dirichlet  a  exprimé  le  nombre  des  classes  des  formes  binaires  de  déterminant 
donné  par  une  voie  transcendante.  [Dirichlet' •^]  Dedekind,  suivant  son  exemple  et 
en  se  basant  sur  les  résultats  du  chapitre  VI  concernant  les  unités  d'un  corps,  par- 
vint à  établir  une  formule  fondamentale  à  l'aide  de  laquelle  le  nombre  h  des  classes 
d'idéaux  d'un  corps  quelconque  se  présente  comme  la  limite  d'une  certaine  série 
infinie.  [Dedekind'.]  Pour  atteindre  cette  formule  nous  démontrerons  tout  d'abord 
le  théorème  suivant  : 
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Lemme  io.  —  Si  t  est  une  certaine  variable  positive  et  T  le  nombre  de  tous  les 
idéaux  principaux  divisibles  par  a  dont  la  norme  ^/,  on  a 

T      a'-'+'^'z'^'       I        R 


t^^t  w        «(a)|v^| 

où  w  est  le  nombre  des  racines  de  l'unité  que  l'on  rencontre  dans  fr  et  où  R  désigne 
le  régulateur  du  corps,  r,,  r,  ont  le  sens  indiqué  au  théorème  47.  L  signifie  limite. 

Démonstration.  —  Soit  a, %^  une  base  de  l'idéal  a;  tout  nombre  entier  divi- 
sible par  a  est  de  la  forme 

OÙ  y,,  ...,  i'„,  sont  des  entiers  rationnels  et /,(»),  ...,f„{v)  sont  des  formes  linéaires 
a  coefficients  entiers  rationnels  des  y,,  ...,  u^. 

Considérons  les  t',,  ... ,  i'„  comme  des  variables  réelles  et  posons 


u.= 


71  (y) 


Ç  =  |(y)  =  a,  w,  4-  • . .  -f-  «„  w,„ 


\Vn{-rù\' 


M,,  •.,  «TO  seront  des  fonctions  bien  déterminées  de  y,,  ....  y„  et  ^  est  une  forme 
pour  laquelle  n(?)  =  ±  »•  Nous  calculerons  les  r  premiers  logarithmes  de  la  forme  ^ 
€t  de  là  nous  tirerons  r  grandeurs  réelles  e,(|),  ...,  e^(i)  telles  qu'en  désignant  par 
£,,  ....  s^  un  système  d'unités  fondamentales  on  ait 


W  =  «.(5)UO  +  ---+e.(l)C(3,); 


nous  dirons  dans  le  courant  de  ce  S  35  que  ces  grandeurs  e,,  ...,  e^  sont  les  expo- 
sants de  T,. 

Si  l'on  prend  pour  les  v^,  ...,  v^  des  valeurs  entières  rationnelles  qui  ne  sont  pas 
toutes  nulles,  il  est  évident  que  le  nombre  tj  ainsi  obtenu  peut  être  transformé  en  le 
multipliant  par  des  puissances  des  unités  e, ,  ....  s^  en  un  nombre  dont  les  exposants 
e^,  ...,  e,.  satisfont  à 

<i3)  o<e,<i,      ...,      o<e^<4. 

Réciproquement,  oh  voit  que  deux  nombres  r,,  y,*  dont  les  exposants  sont  égaux 
ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  qui  est  une  racine  de  l'unité.  Si  donc  le  nom- 
bre des  racines  de  l'unité  situées  dans  k  est  w,  wT  où  T  est  le  nombre  des  idéaux 
principaux  divisibles  par  a  et  de  norme  -^  t  est  égal  au  nombre  des  systèmes  de 
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valeurs  numériques  entières  différentes  des  y,,  ...,  u,„  tels  que  n(r{)  <^t  et  telles  que 
les  exposants  <?,,  ...,  e^  satisfassent  à  (i3). 
Posons 

la  forme  ^  '^t  par  suite  les  grandeurs  /,(5),  ...,  lf(;),  e^,  ... ,  e^  resteront  indépen- 
dantes de  T  et  contiendront  seulement  les  m  nouvelles  variables  ç, ,  ...,  ^„j.  L'iné- 
galité [«(r,)]-^/  devient  |n(7i((p))|^  i;  de  plus,  en  vertu  de  (i3),  les  r  logarithmes 
/,(E),  ...,  /^(ç)  et  à  cause  de  /,(;)+...  4- /^, (ç)  = //i (;)  =  o ;  aussi  /^,(;)  sont  tous  en 
valeur  absolue  inférieurs  à  certaines  limites  finies  déterminées  par  les  s^,  ... ,  e^;  il  en 
résulte  qu'il  en  est  de' même  pour  toutes  les  grandeurs  |;*''(ç)l,  ...,  |^*"'*(cp)|  et  par 
suite  à  cause  de  [^(■iri (?))!<!  i  les  m  grandeurs  |t/*'(<p)|,  ..,,  li^'^'C*)]  sont  inférieures 
à  des  limites  finies.  Il  en  résulte  que  les  conditions  (i3),  en  y  adjoignant  l'inégalité 
I  n (r, (cp)) I  <^  I,  définissent  un  espace  limité  dans  l'espace  à  m  dimensions  déterminé 
par  les  m  coordonnées  ;p, ,  ... ,  (p„,. 

Rappelons  que  nous  avons  vu  au  S  19  que  les  valeurs  fonctionnelles  l^{■r\),  ... ,  l^X"^ 
nous  donnent  a*"'  déterminations  des  variables  ç,,  ...,  cp^;  d'après  la  définition  de 
l'intégrale  multiple  on  a 

h^  S  m;tt"'  1 = ^--.yy .  ..jiU^d-,^ . . .  do„„ 

où  il  faut  étendre  l'intégration  à  tout  le  volume  déterminé  par 

dans  l'espace  à  m  dimensions. 

Pour  déterminer  la  valeur  de  cette  intégrale  qui  est  finie,  nous  ferons  le  change- 
ment de  variables  suivant  :  nous  prendrons  pour  nouvelles  variables 

où  ç  et  '(\  dépendent  de  cp^ cp,„. 

Ces  m  grandeurs  sont  toutes  des  fonctions  analytiques,  uniformes  et  régulières 
de  cp,,  ...,  cp„,  à  l'intérieur  du  domaine  d'intégration 

o<'h<i. o<4',.<i'      o<^,^,<i, 


On  a  donc 


/.../,/,,. ..<;,„=/.../|î^^^|rf.K. ..</+, 


THEORIE    DES    CORPS    DE    NOMBRES    ALGEBRIQUES. 

D'après  les  calculs  du  S  ig, 


5? 


f f 


iM)'---^LW 


n{'r\) 


\/d 


de  plus,  comme 


ln{ri)  =  /,(,j)  +  . . .  +  /,.^,(r,),       /,©  =  ',(•'))  -  -  ^«(^)  : 


(»=  l,i,...,r) 


/.(r,),  ....C(-^)U(-n) 


=  I. 


^.(t^).  •••.  C(^)'  '«(^) 


/.(i),...,/,.(Ç).^«U) 


et  comme  enfin 


I 

?.'  • 

••   9,n 

I 

•  .^,.œ 

\n{ri)\' 

/.(?).  • 

•>/.(?) 

/i(a)' 

•  .'K 

on  voit  que 

R 

n(a)  \/d  ' 

T, 

intéffr 

aie  nrécédente 

a  d 

onc  1 

a  valeii 

r 

: -.  ce 

aui  dén 

lontre  1 

=  H, 


n(a)|v/rf| 
auxiliaire. 


Dans  ce  qui  suit  nous  poserons 


2'"'-^''^7t'-»         R 


w 


'W'A 


de  sorte  que  x  est  une  grandeur  déterminée  par  le  corps  k  seul;  et  cette  grandeur  y. 
caractérise  le  corps  k. 


S  26.  —  La  détermination  du  nombre  des  classes  par  le  résidu  de  Ç(5)  pour  s=i. 


Théorème  54-  —  Si  l'on  désigne  par  T  le  nombre  de  tous  les  idéaux  d'une  classe  A 
dont  les  normes  sont  <^7,  on  a 

t=00    t 

Démonstration.  —  Soit  a  un  idéal  de  la  classe  A~'  réciproque  de  A,  et  supposons 
que  r  représente  successivement  tous  les  idéaux  de  la  classe  A,  le  produit  va  repré- 
sentera tous  les  idéaux  principaux  divisibles  par  a,  et  ne  représentera  qu'une  fois 
chacun  d'eux.  Si  donc  dans  la  formuledu  lemme  10  nous  remplaçons  1  par  t  =  n{a)t'. 
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T  représentera  aussi  le  nombre  des  idéaux  r  de  A  pour  lesquels  n(r)<C<'.  En  divi- 
sant par  n(a)  nous  aurons  la  formule  que  nous  voulons  démontrer  pour  1=^1'. 

Comme  le  nombre  x  est  indépendant  du  choix  de  la  classe  A,  le  théorème  54 
nous  amène  immédiatement  au 

Théorème  55.  —  Si  l'on  désigne  par  T  le  nombre  d^  tous  les  idéaux  du  corps  k 
dont  les  normes  sont  >^/,  et  si  l'on  désigne  par  h  le  nombre  des  classes  d'idéaux, 
on  a 

T 

L  4  — /ly. 

/=oo  t 

On  peut,  par  des  méthodes  analytiques,  déduire  de  cette  formule  une  expression 
fondamentale  pour  h. 

Théorème  56.  —  La  série  illimitée 

(i)'i(ï) 

où  i  parcourt  tous  les  idéaux  du  corps,  converge  pour  les  valeurs  réelles  de  *>>i, 
et  on  a 

LUs-x)K{s)\=hy,. 

[Dedekind'.] 

Démonstration.  —  Désignons  par  F(n)  le  nombre  des  idéaux  différents  de  norme 
on  a  évidemment,  si  T  a  la  même  signification  qu'au  théorème  55, 

L-=L  F(0  +  F(.)  +  ...  +  F(n) 


=oo  l  n=oo  n 


La  limite  du  second  membre  peut  être  considérée,  comme  nous  allons  le  voir, 
comme  la  valeur  limite  d'une  série  illimitée.  [Dirichlet*'.]  Nous  ordonnerons  tous 
les  idéaux  \  du  corps  d'après  la  grandeur  de  leurs  normes,  nous  écrirons  la  suite 
),.  j,.  •  •• .  i/.  •••  et  nous  désignerons  la  norme  de  j,  par  n,;  alors 

F(i)  +  . . .  +  F(n,-  i)< ( .^  F(i)  +  . . .  +  F(n,) 
ou 

F(i)  +  ...+F(n,-i)/^__i_\      _^^F(i)+...  +  F(n,)_ 


nj      n.  n. 


il  en  résulte,  d'après  le  théorème  55, 


L  — =:hy., 
i=con. 
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c'est-à-dire  qu'étant  donné  la  grandeur  positive  8  aussi  petite  que  l'on  veut  il  est 
toujours  possible  de  choisir  un  nombre  eiatier  t  assez  grand  pour  que 

/ivt— 3       I       h%  +  i 

pour  tous  les  nombres  t'^t. 

D'autre  part,  on  sait  que  si  s  désigne  un  nombre  réel  >»  i,  la  suite 


est  convergente  et  que 


I        I        I       I 

(/)  "         I         2         6 


i.(^-'S7i='- 


La  dernière  égalité  nous  montre  que 

LJ(.-i)i:lj  =  i, 

lorsque  t'  parcourt  toutes  les  valeurs  supérieures  à  un  nombre  donné.  De  plus, 

,,.    ,     ,.  ,    I       hyt.  -f-  8  ,  ,        ,  .    ,      ,  . 

1  megfilite  — <^ — -; —  nous  permet  de  conclure  la  convergence  de  la  série 

s-î-=s-î- 

(0«î      (l)n(i)' 

pour  s^  I,  t  prenant  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  i  représentant  successi- 
vement tous  les  idéaux  du  corps  k. 

De  plus,  les  inégalités  (i4)  nous  donnent  la  formule 

(/i^_g)'(,_,)sl<(*_,)S±<(Ax  +  8)'(*-,)sl 
{t')t'  {t')n].  {1)1' 

où  les  sommations  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  entières  f  qui  sont  ^  t.  Passant  à 
la  limite  pour  s  =  i,  on  voit  que 


/ix  — 8<L    (*— i)S-j-   </ix  +  8. 
«=i  (  «')  n],  ) 

Mais  on  a 

L    (5— i)S-?-i=L  j(5— i)S-^!=L  i(*— i)S-^!, 

et  cette  limite  est  à  la  fois  ^  hv.  —  S  et  <^hA  -\-Z,  et  comme  S  est  un  nombre  aussi 
petit  que  l'on  veut,  cette  limite  =Ax. 
Le  théorème  56  est  démontré. 
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S  27.  —  On  A  d'autres  développements  de  Ç(,s). 
Ç(*)  peut  encore  être  représentée  de  trois  autres  façons  différentes 

(n)     n 

I 

=  U 

if) 

=  n 


(-■ 

(p)  \  I  — 


-f,»      ,  _  n-f,'  I  _  n-/a» 


Dans  la  première  expression  la  sommation  s'étend  à  tous  les  nombres  entiers 
rationnels  pris  pour  n;  dans  la  deuxième  expression  le  produit  s'étend  à  tous  les 
idéaux  premiers  du  corps;  dans  la  troisième  il  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers 
du  corps,  /,,/,,  .-../e  désignant  les  degrés  des  idéaux  premiers  contenus  dans  p. 
Toutes  ces  sommes  et  ces  produits  infinis  convergent  pour  5>i,  et  comme  les 
termes  sont  tous  positifs,  la  convergence  ne  dépend  pas  de  l'ordre  des  termes. 


8  28.  —  La  composition  des  classes  d'idéaux  d'un  cqrps. 

Nous  établirons  le  théorème  suivant  qui  concerne  la  représentation  des  classes 
d'idéaux  par  des  produits.  [Schering\  Kronecker".] 

Théorème  67.  —  Il  y  a  toujours  q  classes  A,,  ...,  A^  telles  que  toute  autre  classe  A 
puisse  être  mise  sons  la  forme  A  =  A^s  ...,  A;^«  et  cela  d'une  seule  manière;  x^...,x^ 
prennent  les  valeurs  entières  o,  i,  2,  ...  jusqu'à  A, —  i,  ...,  h^_^,  et  on  a  A*»=î, 
...,  AJ«  =  i  clh  =  h^  ...  hg. 

Démonstration.  —  Chercl\ons  pour  chaque  classe  le  plus  petit  exposant  e^  tel  que 
A"'  =  I.  Soit  A,  le  plus  grand  de  ces  exposants  e,  et  soit  H,  une  classe  donnant  l'ex- 
posant h^.  Cherchons  maintenant  pour  chaque  classe  le  plus  petit  exposant  e^  tel 
que  A*>  soit  une  puissance  de  H,.  Soit  h^  le  plus  grand  de  ces  e^  et  soit  H,  une  classe 
donnant  l'exposant  h^.  Cherchons  maintenant  pour  chaque  classe  A  le  plus  petit 
exposant  £3^0  tel  que  A"'  soit  un  produit  de  puissance  des  classes  H,,  H,;  soit  ^3  le 
plus  grand  de  ces  e,  et  H,  une  classe  donnant  h^.  Si  l'on  continue  ainsi  on  voit  que 
l'on  obtient  une  suite  de  classes  H,,  H,,  ...,  H^  qui  ont  la  propriété  suivante  : 

Toute  classe  A  peut  être  mise  d'une  façon  et  d'une  seule  sous  la  forme 

A  =  Hf'...H? 


Xj x^  ayant  les  valeurs  indiquées  au  théorème  67. 
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Soit 
(r5)  H^=H^'H;'i7»...H^ 

où  /<*  et  où  a^,  a^_^,  ....  a,  sont  certains  exposants  entiers. 
D'après  nos  conventions 

H*'=H*ii'...H*' 

où  b^_^,  ....  b^  sont  certains  nombres  entiers,  il  faut  donc  que  h^  soit  divisible  par  h^ 
sans  quoi  il  y  aurait  une  puissance  moindre  que  la  ^f'"*  de  H^  qui  pourrait  être  repré- 
sentée par  un  produit  des  classes  H,,  H,_,,  ....  H^. 

Soit  hi  =  hj/,  il  en  résulte  que  H°'''  est  représentable  par  un  produit  des  classes 
H,_, ,  ...,  H,,  c'est-à-dire  que  a,/^  est  divisible  par  h^  ou  que  a,  est  divisible  par  h^. 
Posons  ai  =  h^c^,  et,  au  lieu  de  choisir  H,,  choisissons  la  classe  H^=:H^Hp*  :  l'éga- 
lité (i5)  devient 

En  continuant  nous  arriverons  à  remplacer  H^  par  une  classe  A^  telle  que  A**=  i. 
On  peut,  de  plus,  faire  en  sorte  que  dans  ce  mode  de  représentation  les  nombres 
h^,  ...,  hg  soient  des  nombres  premiers  ou  des  puissances  de  nombres  premiers. 
Soit  g  =  p'p"  ...  où  p'p'  sont  des  puissances  de  nombres  premiers  différents;  on 
posera,  si  B  est  la  classe  appartenant  à  g, 

g_                    9_ 
B'^B"',       B^^B"" ^  ^ 

nous  aurons  alors  '&"''=  i,  B'''"^  i,  ...,  et  si  l'on  écrit 

I       a'     a" 

-  =  -  +  -+..., 

g    p    p 

on  aura  B=:B'"'B'"'''  ....  On  pourra  introduire  B',  B^  ...  au  lieu  de  B. 

Lorsque  les  classes  A  sont  choisies  de  la  manière  qui  vient  d'être  indiquée,  on 
dit  qu'elles  forment  un  système  de  classes  fondamentales . 


S  39.  —  Les  caractères  D'u^E  classe  d'idéaux.  —  Une  généralisation 

DE  LA  fonction  ^(i) . 

Supposons  que  l'on  ait  choisi  un  système  de  classes  fondamentales,  toute  classe 
se  trouvera  bien  déternjinée  par  les  exposants  £c,,  ... ,  £c^  et  par  suite  par  les  q  racines 
de  l'unité 

tiT.x,  ijT.r,. 

X.(A)  =  e'",       ...,       y^XA)  =  e~. 


f)2 
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Ces  q  racines  de  l'unité  /(A)  sont  dites  les  caractères  de  la  classe  A.  Si  /(A)  et  -/(B) 
sont  des  caractères  de  A  et  de  B,  /(AB)  =  /(A)/(B).  Le  caractère  y(A)  d'une  classe 
est  aussi  considéré  comme  le  caractère  /(a)  de  tout  idéal  a  contenu  dans  A. 

A  l'aide  des  caractères  on  peut  former  une  fonction  qui  est  une  généralisation  de 
la  fonction  Ç(s)  que  l'on  vient  de  considérer  et  qui  admet  un  semblable  développe- 
ment en  produit  infini.  [Dedekind*.]  Cette  fonction  est 

z(i) 


(?)n(ir 


n 


(P)i  —  y(p)n{p)-' 

où  la  somme  s'étend  à  tous  les  idéaux  j  du  corps  k  et  le  produit  à  tous  ses  idéaux 
premiers  p. 


CHAPITRE  VIII. 

Les  formes  décomposables  du  corps 

S  3o.  —  Les  formes  décomposables  du  corps.  —  Les  classes  de  formes 

ET  leur  composition. 


Soient  Ç**',  .,..,  $''"*  m  formes  linéaires  des  m  variables  a, u,„  avec  des  coeffi- 
cients quelconques  réels  ou  imaginaires,  le  produit 

U(u,,....uJ:=5"»...E'"" 

est  dit  une  forme  décomposable  de  degré  m  des  m  variables  u^,  ...,  tt„,.  Les  coeffi- 
cients des  produits  de  u,,  ...,  u„,  sont  dits  les  coefficients  de  la  forme.  Si  l'on  tient 
compte  des  formules 

^*  log  U  _  ?  log  5,"'  ?  log  Ç"*  :^  log  5<"'>  ?  log  ?""> 


(r,t=  !, ...',  m) 


c*U.  <>U. 


on  voit,  d'après  le  théorème  relatif  à  la  multiplication  des  déterminants,  que  le  carré 
du  déterminant  des  m  formes  linéaires  ^'**,  ... ,  ;*"''  est  égal  à 

:)MogU        ^MogU 


et  qu'il  est  par  suite  égal  à  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  U;  on  lui 
donne  le  nom  de  discriminant  de  la  forme  U.  Une  forme  U,  dont  les  coefficients  sont 
des  entiers  rationnels  sans  diviseur  commun,  prend  le  nom  de  forme  primitive  ;  elle 
est  une  forme  unité  rationnelle. 
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Supposons  qu'en  particulier  a,,  ...,  a^  forment  une  base  d'un  idéal  a,  la  norme 
n(;)  =n(a,a,  -f- ...  -f  a„u^)  est  une  forme  décomposable  de  degré  m.  Les  coefficients 
de  cette  forme  sont  des  entiers  dont  le  plus  grand  commun  diviseur  est  n(a).  Lors- 
qu'on supprime  ce  facteur  on  crée  une  forme  U,  à  laquelle  on  donne  le  nom  de 
forme  décomposable  du  corps  k  et  qui  a  les  propriétés  suivantes  : 

Si  l'on  remplace  la  base  a,,  ... ,  a„,  par  une  autre  base  a*,  ... ,  a*  du  même  idéal  a 
on  obtient  une  nouvelle  forme  U*  qui  se  déduit  de  U  par  une  transformation  linéaire 
à  coefficients  entiers  rationnels  et  dont  le  déterminant  =±1-  Si  l'on  réunit  toutes 
ces  formes  transformées  dans  le  concept  de  classes  de  forme,  on  voit  qu'à  chaque 
idéal  a  correspond  une  classe  de  formes.  On  obtient  la  même  classe  de  formes  en 
partant  de  a  a  au  lieu  de  partir  de  a,  a  désignant  un  nombre  quelconque  entier  ou 
fractionnaire  du  corps,  c'est-à-dire  qu'à  chaque  idéal  d'une  même  classe  correspond 
une  même  classe  de  formes. 

Comme  il  est  évident  que  le.  discriminant  de  la  forme  /i(;)  =  n(a)U  est  égal 
à  n{a)*d,  il  en  résulte  : 

Théorème  58.  —  Le  discriminant  d'une  forme  décomposable  U  du  corps  est  égal 
au  discriminant  du  corps.  [Dedekind'.] 

Les  propriétés  des  formes  U  que  nous  venons  d'énoncer  les  déterminent  complète- 
ment; car  on  a  le  théorème  réciproque.  , 

Théorème  69.  —  Soit  U  une  forme  primitive,  décomposable  dans  k,  mais  indé- 
composable dans  tout  corps  de  degré  inférieur,  de  degré  m  et  de  discriminant  rf  égal 
au  discriminant  du  corps,  nous  pouvons  affirmer  qu'il  y  a  dans  k  au  moins  une  et 
au  plus  m  classes  d'idéaux  auxquelles  appartient  cette  forme  U. 

Démonstration.  —  Soit,  par  exemple, 

un  facteur  linéaire  de  U,  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  de  k,  nous  multi- 
plierons 71  par  un  nombre  a  tel  que 

^==aT,  =  a,  «.  +  ...  +  »„.«,„ 

soit  une  forme  linéaire  à  coefficients  entiers  a,,  ...,  a^.  Posons  a  =  (x^,  ...,  »„,):  on 
voit,  d'après  le  théorème  20,  que  n(;)  =  n(a)U,  et  comme  le  discriminant  de  la 
forme  U  est  égal  au  discriminant  du  corps,  on  voit  que 


=  n(a)V. 


i,  »     •  •  •  »    «m 


Il  résulte  de  là,  grâce  à  la  réciproque  du  théorème  19,  que  a, a,„  forment  la  base 

de  l'idéal  a. 
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Si  les  deux  formes  U  et  V  correspondent  aux  deux  idéaux  a  et  h,  la  forme'W,  qui 
correspond  à  l'idéal  c  =  a1>,  est  dite  une  forme  composée  de  U  et  de  Y.  [Dedekind'.] 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  reconnaître  si  deux  formes  données  du  corps  k 
appartiennent  ou  non  à  la  même  classe,  cela  revient  à  reconnaître  l'équivalence 
de  deux  idéaux  donnés.  Cette  recherche  n'exige  qu'un  nombre  fini  d'opérations. 
(Voir  S  2/|.) 


CHAPITRE  IX. 
Les  anneaux  du  corps. 

S  3i.  —  L'anneau.  —  L'idéal  d'anneau  et  ses  propriétés  les  plus  importantes. 

Soient  0,  v),  ...  des  nombres  algébriques  quelconques  appartenant  au  domaine  de 
rationnalité  du  corps  k  de  degré  m,  on  appellera  anneau  de  nombres,  anneau  ou 
domaine  d'intégrité  le  système  formé  par  toutes  les  fonctions  entières  de  0,  yi,  ...  à 
coefficients  entiers  rationnels. 

La  somme,  la  différence,  le  produit  de  deux  nombres  de  l'anneau  donnent  un 
nombre  de  l'anneau.  Le  concept  d'anneau  est  donc  invariant  relativement  à  l'addi- 
tion, la  soustraction  et  la  multiplication. 

Le  plus  grand  anneau  du  corps  est  celui  que  déterminent  w^,  ...  w^^  où  o), ,  ... ,  w,,, 
forment  une  base  du  corps.  Tout  anneau  r  contient  m  entiers  p, ,  ... ,  p„,  tels  que  tout 
autre  nombre  de  l'anneau  p  puisse  être  mis  sous  la  forme 

a,,  ... ,  a,„  étant  des  entiers  rationnels.  On  dit  que  p,,  ... ,  p„,  forment  une  base  de  l'an- 
neau. Désignons  par  ç,[,  ...,  p'„,,  pi"""'',  ...,  pl^"''  les  nombres  conjugués  de  p,,  ...,  p„, 
le  carré  du  déterminant 

Pi  '  • • •  '     ?m 

Pl  '  •-  •  •  •     P'm 


ri        >    •  •  •  >    Cot 


est  un  nombre  rationnel  et  on  le  nomme  le  discriminant  de  d^  de  l'anneau  r. 

Un  idéal  d'anneau  ou  un  idéal  de  l'anneau  r  est  un  système  illimité  de  nombi^s 
entiers  algébriques  a,,  a^,  ...  de  l'anneau  r  qui  a  la  propriété  suivante  :  toute  combi- 
naison linéaire  X,a,  +  \\-{-  •••  appartient  au  système,  les  coefficients  'k^,  X^,  ...  étant 
des  nombres  quelconques  de  l'anneau  r. 
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Tout  idéal  d'anneau  contient  m  nombres  entiers  /, ,  ... ,  i,^  telles  que  tout  nombre 
de  l'idéal  d'anneau  soit  égal  à  une  combinaison  linéaire  de  la  forme 

a.i.  +  ...-f-a„.i„ 

où  a,,  ...,  a,„  sont  des  entiers  rationnels.  Les  nombres  /,,  ...,  i^  forment  une  hase 
de  l'idéal  d'anneau. 

On  démontre  l'existence  d'une  base  de  l'anneau  et  celle  d'une  base  de  l'idéal 
d'anneau  exactement  comme  on  a  démontré  l'existence  d'une  base  du  corps  et  celle 
d'une  base  d'un  idéal  aux  SS  3  et  4- 

On  a  les  théorèmes  suivants  :  [Dedekind'.] 

Théorème  6o.  —  Soient  i,,  ...,  i^  m  entiers  quelconques  du  corps  k  qui  ne  sont 
liés  par  aucune  relation  linéaire  à  coefficients  entiers,  il  existe  toujours  un  anneau  r 
tel  qu'en  désignant  par  A  un  nombre  entier  rationnel  convenablement  choisi 
Ai, Ai„,  formant  la  base  d'un  idéal  de  l'anneau. 

Le  théorème  66  se  déduit  du  théorème  suivant  :    ' 

Théorème  6i.  —  Il  y  a  dans  chaque  anneau  r  des  idéaux  d'anneaux  i,.  qui  sont 
aussi  des  idéaux  du  corps. 

Démonstration.  —  Exprimons  w, ,  ..,,  <o„  en  fonction  des  m  nombres  de  base 
p,,  ...,  p^  de  l'anneau  sous  la  forme 

OT.== •- (i  =  J,î,  ...,m) 

A 

où  a^,,  ...,  aj,„  et  A  sont  des  entiers  rationnels,  il  en  résulte  que  tout  entier  du 
corps  k  divisible  par  A  est  un  nombre  de  l'anneau  et  que  par  suite  tout  idéal  du 
corps  divisible  par  A  est  aussi  un  idéal  de  l'anneau  r. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  idéal  de  tous  les  idéaux  du  corps,  qui  sont  aussi 
des  idéaux  de  l'anneau  r,  est  dit  le  conducteur  f  de  l'anneau.  [Dedekind  '.]  D'où  : 

Théorème  63.  —  Tout  idéal  j  du  corps  qui  est  divisible  par  le  conducteur  f  est 
aussi  un  idéal  d'anneau  de  l'anneau  r. 


S  Sa.  —  Les  a:<neaux  déterminés  par  un  nombre  entier.  —  Le  théorème  concernant 

LA  DIFFÉRENTE  d'uN  NOMBRE  ENTIER  DU  CORPS. 

Les  anneaux  les  plus  importants  sont' ceux  qui  sont  déterminés  par  un  seul  nom- 
bre entier  6  du  corps.  Dedekind  a  fondé  sa  théorie  des  discriminants  des  corps  algé- 
briques sur  les  propriétés  de  ces  anneaux  particuliers.  [Dedekind  *.] 

Nous  résumerons  les  principaux  résultats  de  Dedekind  dans  le  théorème  suivant  : 
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Théorème  63.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  différentes  de  tous  les  entiers 
du  corps  k  est  égal  à  la  différente  b  du  corps.  Soit  8  la  différente  d'un  entier  6  qui 
détermine  le  corps  et  f  le  conducteur  de  l'anneau  déterminé  par  6,  on  a  8  =  f6. 

Démonstration.  —  Soit  w,, . . . ,  (o„,  une  base  de  k  et  soient  w^, . . . ,  w^,  (o*"~'\  . . . ,  wj^~'' 
les  nombres  conjugués  de  ces  m  nombres.  Formons  le  déterminant  à  m*  termes  u)|^*  : 


Q  = 


r 
1  W,  , 


...    (ù„ 
...    0)1 


o,r^ 


,    0) 


(m-1) 


et  désignons  les  mineurs  relatifs  à  w,,  ... ,  a)„,  par  Q^,  ...,  Q,„.  Les  m  produits 
QQ^,  ...,  QQ,„  sont  alors  m  entiers  du  corps  k  et  ils  forment  les  nombres  de  base 
d'un  idéal  du  corps  k. 

En  effet,  multiplions  les  (m  —  i)  lignes  horizontales  du  déterminant  Q^  respecti- 
vement par 


(i6) 


U  +  (ii[,      u  4-  (oj , 


u  +  0)'; 


{m-D 


OÙ  u  est  un  paramètre  indéterminé.  Le  déterminant  à  m  — 7 1  lignes  prend  alors  la 
forme 

où/,,  ■••,/,„  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  u. 
D'autre  part,  le  produit  des  m —  i  facteurs  linéaires  (16)  est 


u' 


(m-l) 


+  (o>;  + . . .  +  ^T  ')  «""  + .  • . = u""'  +  («  -  to,)  u"-' + 


où  a  est  un  entier  rationnel.  Si  l'on  compare  les  coefficients  de  u"'~',  on  voit  que 
œ^Q^  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  entiers  rationnels  de  Q,,  ... ,  Q,„,  ce 
qui  démontre  que  QQ,,  ... ,  QQ^  sont  les  nombres  de  bases  d'un  idéal. 

Soit  Q*[*  le  déterminant  mineur  relatif  à  wj^*,  on  sait  que  le  déterminant  à  m  lignes 
formé  par  les  Q[  est  égal  à  ii*""*;  par  suite,  la  norme  de  l'idéal  3  =  (QD,,  ...,  QQ,„) 
satisfait  à 


et  par  suite  n(3)  =  |rf|"'~\  Mais  il  est  évident  que  le  déterminant  d  du  corps  est 
divisible  par  3;  posons  d=^i,  il  en  résulte  que  /i(j)  =  lt/|. 
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Soit  6  un  nombre  quelconque  qui  détermine  le  corps;  nous  pouvons  mettre  les 
m  nombres  de  base  du  corps  sous  la  forme 


0)., 


«.+ 


«».-»  +  «L.  e  +  •  •  •  +  air/'  e"-»  +  e"-' 

0)^= 

/m— I 

OÙ  a^,  a.^,  a'^,  ...,  a''^Z*\  /«.  •••./m-i  sont  des  nombres  entiers  rationnels. 

Déterminons  maintenant  le  conducteur  f  de  l'anneau  déterminé  par  0  et  nous 
mettrons  les  nombres  de  base  sous  la  forme 


6^,  6,,  ...,  ^m-i»  /l'./a»  •••»/m  étant  des  entiers  rationnels. 

D'après  le  théorème  62,  p^o)^,  p^<j>„,_i,  ••-,  p^'^t  ^^  peuvent  être  que  des  fonctions 
entières  à  coefRcients  entiers  de  6  ;  il  en  résulte  nécessairement  que  /[  est  divisible 
par/„,_„  /,'  l'est  par  /„_,.  ...  ,/l_,  par/,  et  par  suite 'le  produit  /;,  ..../;_,  est  divi- 
sible  par  le  produit  /=/,  .../„_,.  Mais  comme  n(f)=/,  ...f„_X  ••■/L-JL'  «»  » 


n{f)=r9 


où  y  est  un  entier  rationnel. 
Posons,  de  plus. 


I,  0, 
I,  6'. 


I, 


i(TO— 1) 


,  ...,  (e""-^') 


(m— i)\m— 1 


H-(-i)* 


I.  e. 


I.  e 


(m_i) 


(m~i)\m — s 


.  (6""-") 


On  a  alors  pour  la  différente  S  du  nombre  6 
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et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  début, 

m(m— 1) 


(17)  S       u,QQ,  =  | 


(-1)    ^     n(5)  =  0' =/•(/, 

I,  a,  +  e<'"-^'.  a,  +  a;e"^^»  +  (e""-*')' a„_,  + . . .  +  (e'"^*»)"^* 


où  u,,  ...,  u„  sont  des  indéterminées.  Développons  ce  déterminant  suivant  les  élé- 
ments de  la  première  ligne,  il  s'écrira 

H  H 

Il  est  facile  de  voir  que  -r^,  ....  ~  sont  alors  tous  des  nombres  entiers  du  corps  k ; 
H  ri 

ils  s'obtiennent,  comme  le  montre  la   formule   17,  en  multipliant  les  nombres 

H  H 

QQ, ,  ....  ÛQ,„  par  un  seul  et  même  facteur  situé  dans  k.  Les  m'nombres  -rji,  ... ,  -7^ 

U  H 

sont  encore  les  bases  d'un  idéal  ;  soit  m  cet  idéal. 

Les  nombres  de  l'idéal  m  sont  tous  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers 
de  6;  cet  idéal  est  donc  divisible  par  f.  Posons  m  =  f  t  où  I  est  un  idéal  dans  k. 
Notre  équation  (17)  montre  alors  que 

d'où,  en  prenant  la  norme,  il  résulte 

l«l       = -p\d\ '       c^st-a-dire      /'=/i(f)/i(l); 

comme  d'autre  part  on  a  trouvé  n(f)=/*gf,  il  faut  que  g^i,  n(I)  =  i  et  par  suite 
n(f)=/,  38  =  frf.  8  =  fi. 

Soit  maintenant  ^  un  idéal  premier  donné  du  corps  /f;  nous  démontrerons  tout 
d'abord  que  l'on  peut  toujours  trouver  dans  k  un  nombre  6  =  p  tel  que  le  conducteur 
de  l'anneau  déterminé  par  p  ne  soit  pas  divisible  par  :p.  Soit  p  le  nombre  premier 
rationnel  divisible  par  ^>,  />  =  ^*a  où  a  est  un  idéal  premier  avec  p\  de  plus,  soit  p 
un  entier  de  k,  choisi  de  telle  sorte  que  tout  nombre  entier  de  A:  soit  congru  à  une 
fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  p  suivant  toute  puissance  de  p.  Le  théo- 
rème 39  montre  l'existence  d'un  pareil  nombre;  de  plus,  supposons  p^o  suivant  a 
(théorème  25)  et  que  p  soit  un  nombre  qui  détermine  le  corps. "Supposons  que  le 
descriminant  de  p=/)''a  où  a  est  un  entier  rationnel  premier  avec  />. 
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Tout  nombre  entier  w  du  corps  peut  alors  être  mis  sous  la  forme 

F(p) 

où  F(p)  est  une  fonction  entière  à  coefQcients  entiers  de  p. 

En  effet,  si  to^H(p)  suivant  |>**  où  H(p)  est  une  fonction  entière  à  coefficients 
entiers  de  p,  posons  w^H(p)  +  u>*,  il  en  résulte  que  w'p*  est  divisible  par  p*. 
Posons  a)*p*=p*a  où  a  est  un  entier  du  corps  k.  Comme  d'après  le  8  3  tout  nombre 

entier  a  peut  être  mis  sous  la  forme  -77^  où  G(p)  est  une  fonction  entière  à  coeffî- 

a(p) 

cients  entiers  de  p,  il  en  résulte  a)*=— ^  et  de  plus 

flp 

_ap*H(p)  +  G(p) 

(0 r 

ap 

Cette  propriété  de  p  que  nous  venons  de  trouver  nous  montre  que  le  nombre  ap" 
se  trouve  certainement  dans  le  conducteur  f  de  l'anneau  détern;iné  par  p.  f  n'est 
donc  pas  divisible  par  p,  c'est-à-dire  que  p  =  9  est  un  nombre  répondant  aux  condi- 
tions indiquées. 

Ces  derniers  développements  prouvent  que  i  est  exactement  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  différentes  de  tous  les  nombres  entiers.  D'autre  part,  ce  plus  grand 
commun  diviseur,  comme  il  résulte  de  la  définition  de  la  différente  du^orps  b,  con- 
tient nécessairement  cet  idéal  b  en  facteur;  nous  poserons  j  =  ^l».  Comme  suivant  le 
théorème  i3  n(b)  est  divisible  par  le  discriminant  d,  il  en  résulte  que  n{i)  =  n(f^)da 
où  a  est  un  entier  rationnel.  Mais  comme  n(i)  =  ±c?,  il  en  résulte  n(^)^  i,  "^  =  1, 

a  =  zt:  I- 

Du  théorème  63  on  déduit  facilement  les  théorèmes  3i  et  37,  ainsi  que  les  affir- 
mations énoncées  à  la  fin  du  S  12  relatives  aux  nombres  premiers  contenus  dans  le 
discriminant  du  corps.  Il  suffît  pour  déduire  ces  dernières  de  décomposer  le  premier 
membre  de  l'équation  à  laquelle  satisfait  6  =  p  suivant  le  nombre  premier  en  ques- 
tion p,  et  de  raisonner  comme  il  a  été  fait  au  S  1 1,  pour  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion fondamentale. 


8  33.  —  Les  idéaux  d'anneaux  réguliehs  et  leurs  lois  de  divisibilité. 

Soit  r  un  anneau  quelconque  et  i^  =  [a, ,  ....  aj  un  idéal  d'anneaU  de  r,  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  de  ce  dernier  est  un  idéal  du  corps;  nous 
nommerons  cet  idéal  i  =  (v^,  ....  aj  l'idéal dii  corps  correspondant  à  j^. 

Lorsqu'en  particulier  l'idéal  du  corps  j  est  premier  avec  le  conducteur  f  de  l'an- 
neau r,  nous  dirons  que  j^  eiSt  un  idéal  d'anneau  régulier. 
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Théorème.  —  Soit  j  un  idéal  du  corps  premier  avec  le  conducteur  f,  il  y  a  tou- 
jours dans  l'anneau  r  un  idéal  d'anneau  j^  auquel  correspond  l'idéal  du  corps  j. 

Démonstration.  —  Déterminons  le  système  de  tous  les  nombres  de  l'anneau  r, 
qui  sont  divisibles  par  l'idéal  donné  i  du  corps.  Ces  nombres  forment  dans  r  un 
idéal  d'anneau  j^=(a,,  ...,  aj.  Ensuite  nous  choisissons  dans  le  conducteur  f  de 
l'anneau  un  nombre  entier  cp  premier  avec  j  et  dans  j  un  nombre  a  premier  avec  ç. 
Il  existera  dès  lors  deux  nombres  entiers  du  corps  <]>  et  p  tels  que  !p|  +  af  =  i. 

Gomme  ç}  est  divisible  par  f  et  qu'il  fait  partie  de  l'anneau  r,  a, 8  est  aussi  un 
nombre  de  l'anneau  r,  et  comme  d'autre  part  ap  est  divisible  par  j,  ap:=  i  — cpf  est 

un  nombre  de  l'anneau  j,.;  et  par  suite  l'idéal  du  coprs  )•=(», aj  est  premier 

avec  f . 

Comme  j*  est  divisible  par  j  et  qu'il  divise  le  produit  fi,  il  en  résulte  que  i*  =  i. 
c'est-à-dire  que  j^  est  un  idéal  d'anneau  régulier  auquel  correspond  l'idéal  du  corps  j. 
ce  qui  démontre  le  théorème  6/j. 

On  entend  par  produit  de  deux  idéaux  d'anneaux  ' 

a,=  [a.,...,aj       et       h=[^, PJ 

l'idéal  d'anneau 

«r^=KP. ^A'  ■:•'  *.P/.  •••'  *.PJ- 

Il  en  résulte  évidemment  le 

Théorèwe  65.  —  Au  produit  de  deux  idéaux  d'anneau  réguliers  correspond  tou- 
jours le  produit  des  idéaux  du  corps  qui  correspondent  aux  facteurs. 

Par  suite  de  ce  théorème,  les  lois  de  divisibilité  et  de  décomposition  des  idéaux 
d'anneau  réguliers  coïncident  avec  les  lois  de  divisibilité  et  de  décomposition  des 
idéaux  du  corps  premiers  avec  f. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  ne  nous  occuperons  que  d'idéaux  d'anneau  réguliers,  nous 
n'ajouterons  plus  le  mot  régulier,  c'est-à-dire  que  lorsque  nous  parlerons  d'un  idéal 
d'anneau  il  sera  sous-entendu  qu'il  est  régulier. 

Le  théorème  aS  nous  apprend  qu'il  existe  toujours  dans  le  corps  k  !p(f)  nombres 
entiers  incongrus  suivant  l'idéal  f  et  premier  avec  f.  Lorsque  l'un  de  ces  nombres 
appartient  à  l'anneau  r,  cet  anneau  contient  évidemment  tous  les  nombres  congrus 
à  celui-ci  suivant  le  conducteur  f .  Le  nombre  des  entiers  incongrus  suivant  f  et  pre- 
miers avec  f  contenu  dans  r  est  un  diviseur  de  (f(f);  nous  le  désignerons  par  9^(f)- 

La  norme  n(a^)  d'un  idéal  d'anneau  a^  n'est  autre  chose  que  la  norme  de  l'idéal 
du  corps  a  qui  correspond  à  a^.  Cette  définition  nous  donne  les  propositions  élémen- 
taires relative  aux  normes  dès  idéaux  d'anneau. 
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Le  théorème  relatif  à  l'existence  des  unités  fondamentales  se  retrouve  dans  un 
anneau:  la  manière  la  plus  simple  de  le  déduire  du  théorème  démontré  pour  les 
unités  du  corps  consiste  à  remarquer  qu'il  résulte  du  théorème  a^  que  toute  puis- 
sance «(f)^""*  d'une  unité  du  corps  nous  donne  une  unité  de  l'anneau.  Le  théorème  47. 
vrai  pour  les  unités  du  corps,  peut  s'énoncer  sous  la  même  forme.  Désignons  ici 
par  s  le  nombre  que  nous  avons  désigné  par  r  au  théorème  A7.  Soient  s,,  ....  s,  un 
système  d'unités  fondamentales  de  l'anneau,  c'est-à-dire  un  système  de  s  unités  dans 
l'anneau  r  tel  que  toutes  les  unités  de  r  puissent  s'exprimer  au  moyen  du  produit 
de  ces  nombres  et  des  racines  de  l'unité  contenues  dans  l'anneau,  ^'ous  appellerons 
régulateur  R^  de  l'anneau  le  déterminant  des  s  premiers  logarithmes  de  ces  unités 
pris  positivement.  Nous  désignerons  par  il\.  le  nombre  des  racines  de  l'unité  situées 
dans  r.  [Dedekind'.] 

Deux  idéaux  d'anneau  0  et  b  seront  dits  équivalents,  s'il  existe  deux  entiers  (a  et  X 
tels  que  u.a=  Xb.  Ici  nous  considérerons  le  concept  d'équivalence  dans  le  sens  res- 
treint, c'est-à-dire  que  nous  ferons  la  réserve  suivante  :  la  norme  de  ^  est  positive. 

Tous  les  idéaux  d'anneau  équivalents  forment  une  classe  de  l'anneau.  Un  idéal 
d'anneau  (a)  où  a  est  un  nombre  entier  positif  premier  avec  f  est  dit  un  idéal  d'an- 
neau principal;  sa  classe  est  dite  une  classe  principale  de  l'anneau.  Les  autres  défini- 
lions  et  les  théorèmes  relatifs  à  la  multiplication  des  classes  d'un  anneau  correspon- 
dent exactement  à  ce  que  nous  avons  établi  aux  SS  23,  38,  39  pour  les  classes  d'idéaux 
d'un  corps;  on  voit,  comme  au  S  33,  que  le  nombre  des  classes  d'un  anneau  est 
limité. 

On  peut  employer  pour  déterminer  le  nombre  des  classes  deux  méthodes  :  soit 
des  moyens  purement  arithmétiques,  soit  la  voie  analytique,  comme  il  a  été  indiqué 
aux  SS  25  et  a6.  On  obtient  le  résultat  suivant  :  [Dedekind''.] 

Théohème  66.  —  Soit  h  et  h^  le  nombre  des  classes  d'idéaux  du  corps  et  de  l'an- 
neau r,  tous  deux  dans  le  sens  restreint  du  concept  de  classes,  on  a 

K^  ?(f)wR,. 

Les  formations  du  chapitre  VIII  se  retrouvent  dans  l'anneau,  et  l'on  peut  parvenir 
ainsi  à  la  notion  déforme  de'composable  correspondant  à  une  classe  d'un  anneau. 
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8  35.  —  Le  module.  —  L\  classe  de  module. 


Soient  u.,,  ....  a,„  m  nombres  entiers  du  corps  k  qui  ne  sont  liés  par  aucune  rela- 
tion linéaire  et  homogène  à  coefficients  entiers  rationnels,  le  système  des  nombres  de 
la  forme  a, ix,  -(-  . . .  +  «^ [j>-„,  où  a, ,  ... ,  a,„  sont  des  entiers  rationnels  est  dit  un  module 
du  corps  k,  et  on  l'écrit  [[x,,  ...,  [jl^].  Le  concept  de  module  est  un  invariant  pour 
l'addition  et  la  soustraction.  On  a  des  exemples  de  modules  :  le  système  de  tous  les 

entiers  du  corps  k,  un  idéal,  un  anneau,  un  idéal  d'anneau.  Deux  modules  [[^.^ [x^J 

et  [Xj,  ...;  X^]  sont  dits  équivalents  lorsqu'il  existe  deux  entiers.  |ji  et  X,  tels  que 
[(Xfx, ,  ... ,  u-!JL,„]=  [XX,,  ...,  XXJ.  Tous  les  modules  équivalents  entre  eux  forment  une 
classe  de  modules.  Dedekind  a  pris  le  concept  de  module  comme  base  de  ses  recher- 
ches sur  les  nombres  algébriques.  [Dedekind  '•  '•  •'  '.] 

Le  carré  du  déterminant 


,(m-i) 


i  m 
U._ 


.(«-») 


est,  on  le  voit  facilement,  un  nombre  entier  rationnel,  divisible  par  le  carré  de  la 
norme  de  l'idéal  m  =  ((A,,  ...,  {jl,J.  On  désigne  par  î)  le  quotient  de  ces  deux  carrés. 
On  retrouve  la  même  valeur  D  si  l'on  forme  le  même  quotient  pour  tout  module 
équivalent  à  [[x,,  ...,  [x^].  Le  nombre  entier  rationnel  D  caractérise  par  conséquent 
la  classe  de  modules  déterminée  par  [u,,  ...,  u.„];  on  lui  donne  le  nom  de  discrimi- 
nant de  la  classe  de  modules. 

Les  concepts  de  forme  décomposable  et  de  classe  de  formes  pour  le  module  se 
définissent  d'une  façon  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  au  S  3o  pour  le 
corps.  [Dedekind*.] 
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DEUXIEME  PARTIE. 

LE  CORPS  DES  NOMBRES  DE  GALOIS. 


CHAPITRE  X. 
Les  idéaux  premiers  du  corps  de  Galois  et  de  ses  sous-corps. 

$  36.  —  La  décomposition  lmqle  des  idéaux  du  corps  de  galois  en  idéaux  premiers. 

Un  corps  K  qui  coïncide  a\ec  tous  ses  corps  conjugués  est  dit  un  corps  de  Galois. 
Soit  k  un  corps  quelconque  de  degré  m  et  soit  k',  ... ,  k"'~'  lès  m  corps  conjugués  à  k, 
on  peut,  en  réunissant  tous  les  nombres  appartenant  aux  corps  k,  k' ,  ...,  k^'"~'\ 
former  un  nouveau  corps  K;  ce  corps  K  est  alors  nécessairement  un  corps  de  Galois, 
qui  contient  les  corps  k,  k',  ... ,  k^"'~'^  comme  sous-corps.  Tout  corps  k  peut  donc  être 
considéré  comme  un  sous-corps  d'un  corps  de  Galois.  Par  suite  de  cette  circonstance 
nous  n'apporterions  aucune  restriction  essentielle  à  l'étude  des  nombres  algébriques 
si  nous  commencions  par  étudier  un  corps  de  Galois.  et  si  nous  cherchions  à  voir 
ensuite  comment  les  lois  de  décomposition  des  idéaux  de  ce  corps  de  Galois  se  modi- 
fient lorsqu'on  passe  à  un  des  sous-corps  qu'il  contient. 

Fac.  de  T.,  3a  S.,  IL  29 
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La  démonstration  de  la  décomposition  unique  des  idéaux  en  idéaux  premiers  est 
très  simple  pour  un  corps  de  Galois  [Hilbert^^].  Pour  le  voir,  nous  fixerons  d'abord  le 
sens  de  certaines  notations. 

Soit  0  le  nombre  entier  qui  détermine  le  corps  K  de  degré  M;  ©  est  une  racine 
d'une  équation  irréductible  de  degré  M  à  coefficients  entiers  et  rationnels.  Désignons 
les  M  racines  de  cette  équation  par 

5,6  =  6,     5,6,...,     5m6, 

où  s^,  ...,  Su  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  0  à  coefficients  rationnels.  Si 
l'on  considère  s^@ ,  ....  5m6  comme  des  substitutions,  elles  forment  un  groupe  G  de 
degré  M,  car  deux  substitutions  successives  prises  parmi  ces  M  nous  donnent  encore 
une  de  ces  substitutions.  Soit  G  le  groupe  du  corps  de  Galois  K.  Un  idéal  3  qui  ne 
change  pas   lorsqu'on  y  remplace  ses  nombres   par  leurs  conjugués,  c'est-à-dire 

lorsqu'on  fait  les  M  —  i  substitutions  s^ Sm  sera  dit  un  Idéal  invariant.  Un  idéal 

invariant  a  les  propriétés  suivantes  : 

Lemme  II.  —  La  puissance  M!*™*  de  tout  idéal  invariante  est  un  nombre  entier 
rationnel. 

Démonstration.  —  Soit  A  un  nombre  de  l'idéal  3  et  soient  A,,  A,,  ...,  Am  les 
M  fonctions  symétriques  élémentaires  des  nombres  A  =  5,A,  ^^A,  ...,  s^A..  Nous 
désignerons  par  A  le  plus  grand  commun  diviseur  des  M  nombres  rationnels  entiers 

De  même  supposons  qu'on  ait  calculé  les  mêmes  fonctions  symétriques  et  le 
même  plus  grand  commun  diviseur  relatifs  à  tous  les  nombres  B,  F.  ... ,  de  l'idéal  3 
et  soient  B,  C,  ...  ces  diviseurs. 

Soit  J  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  nombres  A,  B,  C,  ...  ainsi 
obtenus. 

On  a 

3M=J. 

En  effet,  les  nombres  conjugués  à  A  étant  aussi  des  nombres  de  3.  on  a 

A.  =  o,(3),  A.  =  o,(3'),  ...,  A„  =  o,(3«), 

et  par  suite  tous  les  nombres  (18)  et  de  plus  A  sont  ^  o,  (3"'). 

Comme  on  peut  en  dire  autant  de  B,  C on  a  aussi  J^o  d'après  3**' . 

D'autre  part,  les  coefficients  A,,  A,,  ...,  Am  de  l'équation  de  degré  M  en  A  sont 

divisibles  respectivement  par  J*''  ,  ... ,  J"'  et  par  suite  A  est  divisible  par  J"^;  comme 
on  peut  en  dire  autant  de  tous  les  nombres  B,  F, ...  de  l'idéal  3,  il  en  résulte  que  3**' 
est  divisible  par  J. 
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Théorème  67.  —  A  chaque  idéal  21  du  corps  de  Galois  K  on  peut  faire  corres- 
pondre un  autre  idéal  93,  tel  que  le  produit  2(35  soit  un  idéal  principal. 

Démonstration.   —   L'idéal  3  =  21^,21  Syi%  est  un  idéal  invariant;  donc, 

d'après  le  lemme  11,  l'idéal 

s8z=3m:-i^^5j  5^1^ 

est  l'idéal  indiqué  au  théorème  67. 

Ce  théorème  67  permet  de  développer  les  caractères  de  divisibilité  dans  un  corps 
de  Galois,  comme  on  l'a  fait  au  paragraphe  5  en  vertu  du  théorème  8  pour  un  corps 
quelconque  k. 

Pour  déduire  alors  des  lois  de  divisibilité  dans  un  corps  de  Galois,  les  lois  de  divi- 
sibilité pour  un  corps  quelconque  k,  il  faudra  démontrer  d'abord  dans  un  corps  de 
Galois  les  théorèmes  de  Kronecker  i3  et  i4  relatifs  aux  formes  et  on  en  conclura 
l'exactitude  de  ces  lois  pour  un  sous-corps  k,  ou  bien  on  emploiera  un  moyen 
direct  et  approprié  de  transposition  d'un  corps  à  l'autre.  [Hilbert*.] 


5   87.    —    Les    ÉLÉMEISTS,    la    différente    et    le    DISCRIMIJiANT    DU    CORPS    DE    GALOIS. 

Certaines  notions  établies  antérieurement  prennent  un  sens  plus  simple  dans  le 
corps  de  Galois.  Ainsi  lés  éléments  d'un  corps  de  Galois  sont  des  idéaux  dans  le  corps 
lui-même  et  on  a  les  faits  suivants  : 

Théorème  68.  —  Les  éléments  d'un  corps  de  Galois  K  se  transforment  les  uns  dans 
les  autres  par  les  substitutions  5,,  ...,  s^.  La  différente  'S>  du  corps  K  est  un  idéal 
invariant,  et  le  discriminant  D  =  +  N(î£))  est  comme  idéal  la  M«  puissance  de  ^. 

Démonstration.  —  Désignons  par  Q,,  ..,,  Qj,  une  base  du  corps  K,  les  éléments 
de  K  sont  des  idéaux  de  la  forme 

©«  =  (0.  — 5mQ,,  ...,  Qm-5mQm). 

Appliquons  une  substitution  quelconque  s  à  l'un  de  ces  éléments  6v  et  remarquons 
que  les  nombres  sQ,,  ...,  sQm  forment  encore  une  base  du  corps;  il  en  résulte  que 
si  l'on  pose  ss^  =  s^'S  : 

L'invariance  de  la  différente  du  corps  résulte  de  sa  représentation 

©  =  6\   @M. 
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§  38.  —  Les  sous-corps  du  coups  de  galois. 

Le  corps  de  Galois  permet  une  étude  précise  des  lois  de  décomposition  de  ses 
nombres  en  tenant  compte  des  sous-corps  qu'il  contient,  et  les  résultats  qu'on  obtient 
ainsi  sont  très  importants  lorsqu'on  veut  appliquer  la  théorie  générale  des  corps  à 
des  corps  algébriques  particuliers.  [Hilbert^] 

Pour  caractériser  simplement  un  sous-corps  du  corps  de  Galois,  nous  emploierons 
les  expressions  suivantes  :  Lorsque /'substitutions^^^i.s^,  ...,5^  du  groupe  G  forment 
un  sous-groupe  g  de  degré  r,  l'ensemble  des  nombres  de  K  qui  ne  changent  pas 

lorsqu'on  applique  toutes  ces  substitutions  g,  forme  un  corps  contenu  dans  K  et  de 

Aï 

degré  m^—.  Nous  nommerons  ce  corps  k  le  sous-corps  correspondant  au  sous- 
groupe  g. 

Le  corps  de  Galois  appartient  au  groupe  formé  par  ,f ^  =:  i  ;  au  groupe  G  des  M 
substitutions  s  correspond  le  corps  des  nombres  rationnels.  —  Réciproquement, 
chaque  sous-corps  k  du  corps  de  Galois  appartient  à  un  certain  sous-groupe  g  du 
groupe  G.  Le  groupe  g  s'appelle  alors  le  sous-groupe  qui  détermine  le  corps  Ar. 


§  39.  —  Les  corps  de  décomposition  et  le  corps  d'inertie  d'un  idéal  premier  ?p. 

Choisissons  dans  le  corps  de  Galois  K  un  certain  idéal  premier  ^  de  degré/;  il  y 
a  un  certain  nombre  de  sous-corps  de  K  s'emboitant  les  uns  dans  les  autres,  carac- 
térisés par  l'idéal  premier  ^  et  dont  nous  allons  développer  brièvement  les  merveil- 
leuses propriétés. 

Soit/)  le  nombre  premier  rationnel  divisible  par  ^P;  de  plus,  soient  z,  z',  z",  ..., 
les  r.  substitutions  du  groupe  G  qui  laissent  invariable  l'idéal  premier  <^>;  elles  for- 
ment un  groupe  de  degré  r.  que  nous  nommerons  le  groupe  de  décomposition  de 
l'idéal  premier  ^  et  que  nous  désignerons  par  g..  Le  corps  k.  correspondant  au 
groupe    g.   sera   dit  le   corps  de  décomposition   de  l'idéal  premier  ^  ;    il   est   de 

,       ,         '   M 

degré  m  =  — . 
r. 

De  plus,  soient  t,  /',  /",  ...  toutes  les  substitutions  s  du  corps  telles  que  pour  tout 

nombre  entier  Q  du  corps  K  on  ait  *Q  ^  Q  suivant  ^  et  soit  r^  leur  nombre,  on  voit 

facilement  que  ces  substitutions  forment  un  groupe  de  degré  r^.  Ce  groupe,  nous  le 

nommerons  le  groupe  d'inertie  de  l'idéal  premier  ^  et  nous  le  désignerons  par  g^.  Le 

corps  kf  qui  correspond  à  g^  nous  le  désignerons  par  corps  d'inertie  de  l'idéal  pre- 

■     ^    .,        ,     ,       ,  M 

mier  ^>  ;  il  est  de  degré  w,  =  — . 

r. 
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Le  rapport  entre  le  groupe  d'inertie  et  le  groupe  de  décomposition  résulte  des 
faits  suivants  : 

Théorème  6g.  —  Le  sous-groupe  d'inertie  g^  de  l'idéal  premier  sp  est  un  sous- 
groupe  invariant  du  groupe  de  décomposition  g,.  On  obtient  toutes  les  substitutions 
du  groupe  de  décomposition  et  on  n'obtient  qu'une  fois  chacune  d'elles  en  multi- 
pliant les  substitutions  du  groupe  d'inertie  par  i,  z,  z^,  ....  z'^~\  où  z  est  une  substi- 
tution appropriée  du  groupe  de  décomposition. 

Démonstration.  —  Soit  /  une  substitution  quelconque  de  g^  et  Q  un  nombre  entier 
du  corps  K  divisible  par  5J>.  Posons  Q'  ^  /~*Q  ;  on  a,  en  vertu  de  la  propriété  du  corps 
d'inertie  ù'^fQ'^Q  suivant^,  c'est-à-dire  Q'^o  suivant^.  L'application  de  la 
substitution  /  donne  Q  ^o  suivant  l'idéal  premier  /^.  Comme  ceci  a  lieu  pour  tous 
les  nombres  Q  de  l'idéal  premier  ^,  il  faut  que  ^  soit  divisible  par  t^  et,  par  suite, 
^  =  t^.  c'est-à-dire  que  le  groupe  d'inertie  est  un  sous-groupe  du  groupe  de  décom- 
position. 

Désignons  maintenant  par  P  un  nombre  primitif  de  l'idéal  premier  ^  congru  à  o 
suivant  tous  les  idéaux  conjugués  à  ?P  et  premiers  avec  ^.  Le  théorème  25  montre  que 
l'on  peut  former  un  pareil  nombre.  Ceci  fait,  composons  la  fonction  entière  à  coeffi- 
cients entiers  de  degré  M  en  a:*  : 

¥(x)  =  {x  —  s,P){x  —  s^V)  ...  (x  —  s,iP). 

Comme  P  est  une  racine  entière  de  la  congruence  F(a")^o  suivant  ^,  on  sait, 
d'après  le  théorème  27,  que  P**  est  aussi  racine  de  cette  congruence,  et  il  résulte  de  là 
que,  parmi  les  M  substitutions,  l'une  au  moins  donne  ^P^P**  suivant  ^.  Si  alors  on 
avait  s~'^  =|=  ^,  on  aurait,  en  vertu  du  choix  de  P,  la  congruence  P  ^  o  suivant  s~'^, 
et.  par  suite.  ^P^o  suivant^,  ce  qui  est  contraire  à  la  congruence  trouvée  précé- 
demment. 

A  cause  de  s?J>r=?^  la  substitution  s  appartient  au  groupe  de  décomposition; 
posons  s  =  z;  en  appliquant  plusieurs  fois  de  suite  la  substitution  z  à  la  con- 
gruence zV^P''  suivant  ^,  nous  aurons 

z'-P^V'-,  z'P  =  VP\  ...,  z^P=I>p^=P       (suivant«t>); 

c'est  pourquoi  z^  est  une  substitution  du  groupe  d'inertie,  car  tout  nombre  entier  du 
corps  Q  du  corps  K  peut  être  mis  sous  la  forme  de  Q  =  P"  -f-  Il  ou  =  II,  où  a  est  un 
nombre  entier  rationnel  et  n  un  nombre  du  corps  divisible  par  ^.  A  cause  de  2^^^=^ 
on  a  en  effet  z'^Q  ^  Q  suivant  ^. 

La  congruence  zP^P''  suivant  ^  nous  apprend  que  z~HzP^P  suivant  ^,  où  / 
est  une  substitution  quelconque  du  groupe  d'inertie  g^.  Si  nous  posons  z'  =  z~Hz  et 
si  Q  est  un  nombre  entier  du  corps  tel  que  Q  ^  P"  suivant  (^),  zQ  ^ (zP)" ^  P" ^  Q 
suivant  ^,  et  de  même  si  Q^o  suivant  ^,  c'est-à-dire  que  z'^z~Hz  appartient  au 
groupe  d'inertie. 
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Soit  donc  P(P)  la  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  degré  /de  P  qui  ^o 
suivant  ^  ;  alors,  d'après  le  théorème  27,  la  congruence  P(£c)  ^  o  suivant  ^  admet  les 
racines  P,  P^,  P*"  ~*,  et  d'après  le  théorème  26  elle  n'en  a  pas  d'autres. 

Soit  maintenant  z*  une  substitution  quelconque  du  groupe  de  décomposition; 
il   résulte   de  la  congruence  P(P)^o  suivant  ^,   que  P(z*P)  ^  o,    et,  par  suite, 

2*p^  pp^  suivant  ^,  où  i  a  l'une  des  /  valeurs  o,  i / —  i.  Comme  d'autre  part 

P^'  =  z'P,  2~'2*P  ^  P  suivant  «p,  et,  par  suite,  z~^z*  est  une  substitution  t  du 
groupe  d'inertie,  c'est-à-dire  z*  =  z7 . 

Toutes  les  substitutions  du  groupe  de  décomposition  peuvent  donc  être  repré- 
sentées sous  cette  forme,  et  comme  réciproquement  z'f  pour  i=o,  I,  ...,/ — I  repré- 
sente des  substitutions  distinctes,  la  dernière  partie  du  théorème  69  est  démontrée. 
Enfin,  l'invariance  du  groupe  d'inertie  résulte  de  ce  fait  que  z~Hz  appartient  à  ce 
groupe.  De  plus,  on  a  r.  =/r^ . 

§  4o.  —  Un  TnÉORÈME  relatif  au  corps  de  décomposition. 

Le  théorème  suivant  exprime  la  propriété  la  plus  importante  du  corps  de  décom- 
position. 

Théorème  70.  —  L'idéal  '^  =  ?ï>'''  est  situé  dans  le  corps  Ar^  et  il  est  un  idéal  premier 
de  ce  corps  du  premier  degré.  Dans  le  corps  de  décomposition  k.,  p^pa,  où  a  est  un 
idéal  premier  avec  p . 

Démonstration.  —  La  norme  relative  de  l'idéal  premier  ^  par  rapport  au  corps  k. 
est  Nfc.(5ï>)  =  ^''' .  Pour  trouver  la  plus  petite  puissance  de  l'idéal  premier  ^  située 
dans  /Cj,  supposons  qu'on  ait  trouvé  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
entiers  de  k.  qui  sont  divisibles  par  ^.  Ce  nombre  est  nécessairement  un  idéal  pre- 
mier p  de  k.,  et  comme  ^'-  est  dans  k. .  p  est  certainement  une  puissance  de  ^,  soit 
:p  =  '5|>".  Pour  déterminer  u,  nous  ferons  les  considérations  suivantes.  Soit  A  un 
nombre  de  K  qui  n'est  pas  divisible  par  5^  et  qui  satisfait  à  A  ^^  zA  suivant  ^  et  si 
A^P'  suivant  ^,  i^pi  suivant  p^ —  i,  et,  par  suite,  i  est  divisible  par  i  +p4-/>* 
...  -i- p^~* ,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  que  p —  i  nombres  incongrus  suivant  ^  de  la 
forme  considérée;  on  a  donc  A^a  suivant  ^,  où  a  est  un  nombre  entier  rationnel. 
De  là,  il  résulte  en  particulier  que  tout  nombre  a  du  corps  k.  est  congru  à  un  nombre 
rationnel  a  suivant  ^S ,  et  par  suite  aussi  suivant  p,  c'est-à-dire  que  p  est  un  idéal 
premier  du  premier  degré  du  corps  k.  et  la  norme  de  p  dans  ce  corps  k.=^p. 

D'autre  part,  dans  le  corps  K,  la  norme  de  p  satisfait  à  N(:p)  =  ai(^))''-,  et  à  cause 
de  :p  =  ?ï>"  et  de  N(?J>)  =/)^  il  résulte  p''^  =  p''',  c'est-à-dire  m=  /\. 

La  définition  du  corps  de  décomposition  donne  N(sp)  =  ^''-51 ,  où  21  est  un  idéal 
premier  avec  ^.  Si  p  =  pa,  qn  a  lS(^)=p^  =p'^a'^,  et,  par  suite.  a^  =  %,  ce  qui  dé- 
montre la  dernière  partie  du  théorème  70. 
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S  4i.  —  Le  corps  de  ramification  d'un  idéal  premier  ^. 

Nous  allons  étudier  de  plus  près  la  nature  du  corps  d'inertie  et  désigner  par  A  un 
nombre  bien  déterminé  du  corps  K  divisible  par  ^  et  non  par  «ï>*,  et  nous  détermi- 
nerons pour  toutes  les  substitutions  du  corps  d'inertie  t,  t',  f,  ...  les  congruences 

<A=P"AJ 

t'k  =  P"'A     (^•) , 

rA  =  P"''A) 

où  a,  a  ,  a",  ...  sont  des  nombres  de  la  suite  o.i,2,...,p'^  —  2. 

Parmi  ces  substitutions  t,  t',  t",  ...,  désignons  paru,  v',  v",  ...  celles  qui  corres- 
pondent à  la  valeur  zéro  des  exposants  a,  a',  a",  soit  r,,  leur  nombre;  elles  forment, 
il  est  facile  de  le  voir,  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  d'inertie.  Nous  désigne- 
rons ce  sous-groupe  de  degré  r,,  par  le  nom  de  sous-groupe  de  ramification  (Verzwei- 
gungsgruppe)  de  l'idéal  premier  ^,  et  nous  écrirons  g^..  Le  corps  k^  qui  lui  appartient 
sera  dit  le  corps  de  ramification  de  l'idéal  premier  ^. 

Le  théorème  suivant  caractérise  les  rapports  du  groupe  de  ramification  et  du 
groupe  d'inertie. 

Théorème  71.  —  Le  groupe  de  ramification  g^  est  un  sous-groupe  invariant  du 
groupe  d'inertie;  son  degré  est  une  puissance  de/),  soit  r^=^p'.  On  obtient  toutes  les 
substitutions  du  groupe  d'inertie  et  on  n'obtient  qu'une  fois  chacune  d'elles,  en 
multipliant  chaque  substitution  du  groupe  de  ramification  par  i,  /,  /*,  ...,  /*"*,  où 

r 
h  =  —^el  où  /  est  une  substitution  convenablement  choisie  du  groupe  d'inertie; 

h  est  un  diviseur  de  p'^  —  i . 

Démonstration.  —  Soit  ^"  une  puissance  assez  élevée  de  ^  pour  que  pour  toute 
substitution  v  du  groupe  de  ramification  différente  de  i,  on  ait  yA=[zA  suivant  ^". 
Posons  l'A^A  +  BA*  suivant  «|)^  B  désignant  un  entier  de  K,  il  en  résulte  que 
i'''A^A  suivant  ?})',  et,  de  même,  u^'A^A  suivant  «ï>*  et  ainsi  de  suite;  enfin, 
tiP"-»A^  A  suivant  «P".  Il  en  résulte  que  v''"~*=  i,  c'est-à-dire  que  le  degré  7\,  du 
groupe  de  décomposition  est  une  puissance  de p;  soit  rj,=p'. 

Soit  maintenant  a  le  plus  petit  parmi  les  exposants  a,  a' ,  a" ,  ...  qui  ne  sont  pas 
nuls,  et  soit  h  le  nombre  de  ces  exposants  distincts.  Tous  ces  nombres  seront  des 
multiples  de  a  et  coïncident  avec  o,  a,  aa,  ...,  (h —  i)a;  et.  de  plus,  ha=p'^ —  i. 
Nous  reconnaissons  en  même  temps  que  toutes  les  substitutions  du  groupe  d'inertie 
peuvent  être  mises  sous  la  forme  t'v,  où  i  prend  les  valeurs  0,1,...,^  —  t,  et  où  u 
parcourt  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  ramification  g^,.  On  a  donc 

/',  =  hr^. 
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§  42.  —  Un  théorème  relatif  au  corps  d'inertie. 

Le  théorème  suivant  va  nous  expliquer  comment  se  comportent  les  idéaux  «^  et  :p 
dans  le  corps  k^ . 

Théorème  72.  —  Tout  nombre  du  corps  K  est  congru  suivant  5J>  à  un  nombre  du 
corps  d'inertie.  Le  corps  d'inertie  ne  décompose  pas  ^,  mais  il  en  élève  le  degré,  en 
ce  que  p,  en  passant  du  corps  k.,  où  il  est  un  idéal  premier  du  premier  degré,  se 
transforme  en  passant  dans  le  corps  supérieur  k^  en  un  idéal  premier  du  degré/. 

Démonstration.  —  Posons 

z=juP,  u'P,  y"P,  ...jp'<^-'*, 

X  ==  ^  (îc  + /x  +  fV +...  +  /*-::) ; 

nous  entendons  par  P  un  nombre  primitif  suivant  ^  et  par  t  une  substitution  comme 
au  théorème  71,  le  nombre  7:  est  un  nombre  du  corps  Ar^,  et  le  nombre  •/.  est  situé  dans 
le  corps  k^.  Pour  le  démontrer,  il  suffît  de  se  rappeler  que  7.  reste  inaltéré  lorsqu'on 
hii  applique  la  substitution  /,  car  /''  appartient  à  </,,  et  parce  que  les  nombres  x,  <x, 
...,  t^~*'K  ne  sont  pas  altérés  par  une  substitution  appartenant  à  gr,,.  Ces  deux  nom- 
bres TU  et  X  sont  tous  deux  congrus  suivant  l'idéal  premier  ^  au  nombre  primitif  P. 
Comme  par  suite  k^  contient  exactement/)'^  nombres  incongrus  suivant  ^,  p  =  ^''i  ne 
peut  se  décomposer  dans  le  corps  k^  et  il  est  dans  ce  corps  un  idéal  premier  de 
degré/. 

§  43.  —  Théorèmes  relatifs  au  groupe  de  ramification  et  au  corps  de  ramification. 

Il  est  facile  dès  lors  d'établir  la  propriété  caractéristique  du  groupe  de  ramification 
et  qui  est  la  suivante  : 

Théorème  78.  —  Le  groupe  de  ramification  g^  se  compose  de  toutes  les  substitu- 
tions s  qui,  appliquées  h  tous  les  nombres  entiers  Q  du  corps  K,  donnent  la  con- 
gruence 

sÇl^Q.  suivant  ^* . 

Démonstration.  —  Soit  O  de  k  congru  à  m  du  corps  d'inertie  suivant  ^,  posons 
par  suite  Q  —  o)^BA  suivant ^^  où  A  a  le  sens  du  paragraphe  4i  et  où  B  est  un 
nombre  convenablement  choisi  du  corps  K.  Si  nous  appliquons  une  substitution  v  du 
corps  de  ramification,  il  vient  vQ,  —  (o^y(BA)^BA^Q  —  w,  c'est-à-dire  l'Q^Q 
suivant  ^^ .  ' 

On  reconnaît  de  plus  facilement  que  l'on  a  : 
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Théorème  74.  —  L'idéal  :p,,  =  ?!>''«'  est  situé  dans  le  corps  de  ramification,  dans 
lequel  il  a  le  degré/,  et  l'on  voit  que,  dans  le  corps  de  ramification,  l'idéal  :p  =  t>^  se 
décompose  en  h  facteurs  premiers  égaux. 


§  44-  —  Les  coups  de  ramification  soulignés  d'un  idéal  premier  ^. 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'examiner  de  plus  près  la  séparation  de 
l'idéal  pp  en  facteurs  égaux. 

Nous  désignerons  par  L  le  plus  grand  exposant  tel  que  pour  toute  substitution  v 
du  groupe  de  ramification,  tous  les  nombres  entiers  du  corps  K  satisfassent  à  l'Q^l} 
suivant  ^^,  et  nous  déterminerons  toutes  les  substitutions  s  du  groupe  de  ramifi- 
cation, telles  que  sQ^Q  suivant  ^P*-"^'  ;  elles  forment  un  sous-groupe  g-  du  groupe 
de  ramification  que  nous  appellerons  le  groupe  de  ramification  une  fois  souligné  de 
l'idéal  premier  ^.  Le  corps  k-  correspondant  à  g-  sera  dit  le  corps  de  ramification  une 
fois  souligné  de  l'idéal  ^S. 

Voici  les  propriétés  les  plus  importantes  de  ce  corps. 

Théorème  75.  —  Le  groupe  de  ramification  une  fois  souligné  g-  est  un  sous- 
groupe  du  groupe  de  ramification  g^,.  Soit  /'-  =/>^  son  degré.  On  obtient  toutes  les 
substitutions  de  g^  et  on  ne  les  obtient  qu'une  fois,  en  multipliant  loules  les  substi- 
tutions du  groupe  de  ramification  souligné  une  fois  g-  par  certaines  substitutions  en 
nombre  />«,  t',,  i\,  ... ,  v^ë  du  groupe  de  ramification  ;  ici  ces  />''  substitutions  offrent 
cette  particularité  que  pour  deux  quelconques  d'entre  elles  i\,  i\',  on  ait  toujours 
une  relation  de  la  forme  v,v,'  =  iy-vJi,  où  v  est  une  substitution  de  a- .    L'idéal 

p-  =  ^''v  est  un  idéal  premier  dans  k-:  et,  par  suite,  dans  k-,  l'idéal  p^^p-  se 
sépare  en  /)''  facteurs  premiers  égaux  ;  et  ë  est  un  exposant  qui  ne  dépasse  pas  le 
degré /de  l'idéal  premier  ^. 

Démonstration.  —  Soit  A  un  entier  de  K  divisible  par  ^  et  non  par  >P*;  détermi- 
nons un  système  de  substitutions  i', .  ... ,  v^  du  groupe  de  ramification  tel  que,  si  l'on 
pose 

y  A  =  \  +  B,A' ,   . . . ,  y^A  =  A  -f-  B^AS  (>P'  +•) 

les  nombres  entiers  B, ,  ...,  B,.  soient  tous  incongrus  suivant  ^,  et  tel  qu'on  ne 
puisse  ajouter  à  ce  système  i\,  ...,  u^  de  nouvelle  substitution  qui  ne  soit  en  con- 
tradiction avec  la  dernière  condition. 

Choisissons  alors  une  substitution  quelconque  v*  du  groupe  de  ramification  g^,  et 
posons  y*A^A-|-BA'^  suivant  ^^+\  B  sera  congru  à  l'un  des  nombres  B,,  ...,  B^ 
suivant  ^;  soit,  par  exemple,  B^B.  suivant  ^,  il  en  résulte  que  y.~'y*A^A  sui- 
vant 5p''+'.  Le  théorème  72  nous  apprend  que  tout  nombre  entier  Q  de  K  est  congru 
Fac.  de  T.,  3r  S.,  H.  3o 
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ù  une  expression  a,  4-  [i^ V  +  ...  +  >,,A''  suivant  ^'■+',  où  a^,  j3^,  ....  X,  sont  des  nom- 
bres entiers  du  corps  d'inerlie,  et  il  s'ensuit  que  Q  satisfait  à  v~*v*Q^Ù  sui- 
vant ^'-+'.  c'est-à-dire  que  v~^v*  =  v  ou  que  t»*  =  u.y.  Cette  égalité  démontre  les 
propriétés  du  groupe  </-  affirmées  au  théorème  76. 

Posons  r-  =  p^  et  soit  ë=/ —  T. 

On  voit  comment  il  faut  poursuivre  la  mélhode.  Soit  L  l'exposant  le  plus  élevé, 
tel  que  pour  toute  substitution  v  tous  les  nombres  du  corps  K  satisfont  à  la  con- 
gruence  vù^Q  suivant  ^^,  nous  déterminerons  toutes  les  substitutions  y  pour 
lesquelles  on  a  constamment  yQ^^Q  suivant  ^^+'.  Ces  substitutions  forment  un 
sous-groupe  invariant  g=  du  groupe  g^,.  le  groupe  de  ramification  deux  fois  souligné 
de  l'idéal  premier  ^,  soit  r^^^^p'  son  degré;  posons  ^=7  —  /,  on  a  p-zz=zpp^ ,  où 
p^^  est  un  idéal  premier  du  corps  k=  qui  correspond  à  g~. 

En  continuant  ainsi  nous  atteindrons  le  groupe  de  ramification  trois  fois  souligné 
et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  le  groupe  de  ramification  i  fois  souligné  de  l'idéal 
premier  ^  soit  celui  qui  ne  contient  plus  que  la  substitution  1  ;  le  corps  de  ramifica- 
tion i  fois  souligné  de  l'idéal  premier  ^  est  alors  le  corps  K  lui-même  et  la  nature 
de  gr„  nous  est  alors  parfaitement  connue.  II  est  évident  qu'il  ne  peut  exister  de  corps 
de  ramification  soulignés  de  l'idéal  premier  ^,  que  si  le  degré  M  du  corps  K  est  divi- 
sible par />. 


§  45.  —  Un  résumé  «apide  des  théorèmes  relatifs  a  la  décomposition  d'un 
nombre  premier  rationnel  p  dans  le  corps  de  galois. 

Les  théorèmes  démontrés  du  paragraphe  89  au  paragraphe  44  nous  montrent  tout 
à  fait  ce  qui  se  passe  lorsqu'on  décompose  un  nombre  premier  rationnel  p  dans  un 
corps  de  Galois. 

S'il  s'agit  d'un  facteur  déterminé  ^  de,  p,  nous  commencerons  par  mettre  p  sous 
la  forme  p  =  pa  dans  le  corps  de  décomposition  de  ^,  où  p  est  un  idéal  premier  du 
premier  degré  et  où  a  est  un  idéal  du  corps  de  décomposition  qui  n'est  pas  divisible 
par  p. 

Le  corps  de  décomposition  de  ^  est  contenu  comme  sous-corps  dans  le  corps 
d'inertie  de  ^,  qui,  de  son  côté,  ne  produit  aucune  décomposition  de  p,  mais  qui  a 
fait  de  p  un  idéal  premier  de  degré/.  Si  le  corps  R  est  lui-même  le  corps  de  décom- 
position ou  le  corps  d'inertie,  ce  premier  pas  termine  la  décomposition.  Sinon  p  peut 
encore  être  décomposé  en  d'autres  facteurs  dans  K,  ainsi  p  devient  d'abord  dans  le 
corps  de  ramification  la  puissance  d'un  idéal  premier  p^,,  dont  l'exposant  est  contenu 
dans  p^ —  I  et  n'est  par  suite  pas  divisible  par  p. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  décomposition  de  p  soit  alors 
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terminée,  est  que  p  ne  soit  pas  contenu  dans  le  degré  du  groupe  d'inertie  et  que.  par 
suite,  le  corps  K  soit  lui-même  le  corps  de  ramification. 

Dans  les  corps  de  ramification  soulignés,  la  décomposition  se  poursuit  sans  cesse 
et  les  exposants  des  puissances  sont  de  la  forme  p^ ,  />*,  ...  et  aucun  des  expo- 
sants ê,  e  ne  dépasse  le  degré/ de  l'idéal  premier  ^ . 

La  table  qui  va  suivre  donne  une  \ue  d'ensemble  sur  les  résultats;  la  première 
ligne  désigne  les  corps,  la  seconde  les  degrés  des  groupes  correspondants,  la  troisième 
les  degrés  des  corps,  la  quatrième  leur  degré  relatif  par  rapport  au  corps  immédia- 
tement inférieur,  la  cinquième  les  idéaux  premiers  des  corps  et  leurs  représentations 
au  moyen  des  puissances  de  ?|) . 

Nous  admettrons  que  K  est  un  corps  de  ramification  trois  fois  souligné. 

Tous  les  nombres  indiquant  les  degrés  ou  les  exposants  dans  cette  table  ont  pour 
tout  idéal  premier  du  corps  K  qui  divise  p  les  mêmes  valeurs  que  pour  ^  ;  ils  sont, 
par  suite,  parfaitement  déterminés  par  p. 


A-^ 

K 

k 

V 

k. 

V 

k- 

V 

K 

r^ 

'\ 

r 

1' 

r 

V 

r 

I 

M 

w  =  — 

^i 

'",=- 

M 
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r 

V 

M 

m=  — 

r 

M 

ni  = — 

M 

- 

h=':i 

r 

V 

P    =- 

r 

V 

1' 

P'  =  ''r 

P  —  Pv 

Pv  =  Pv 

Pe=pi 

Pc,  =  ^''^ 

^ 
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CHAPITRE  XI. 

Les  différentes  et  les  discriminants  du  corps  de  Galois  et  de  ses  sous-corps. 

§  46.  —  Les  différentes  du  corps  d'inertie  et  des  corps  de  ramification. 

En  rapprochant  les  résultats  que  nous  venons  d'acquérir  de  ceux  du  chapitre  Y, 
nous  aurons  une  source  de  vérités  nouvelles.  C'est  ainsi ,  qu'en  vertu  du  para- 
graphe 4i»  nous  pouvons  énoncer  un  théorème  qui  va  nous  donner  les  propriétés  les 
plus  importantes  du  corps  d'inertie. 

Théorème  76.  —  l^a  difTérente  du  corps  d'inertie  relatif  à  l'idéal  premier  ^  n'est 
pas  divisible  par  ^.  Le  corps  d'inertie  comprend  tous  les  sous-corps  de  K  dont  les 
diiTérentes  ne  sont  pas  divisibles  par  ^. 

En  ce  qui  concerne  les  diiTérentes  des  corps  de  ramification,  on  a  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  77.  —  La  difTérente  relative  du  corps  de  ramification  par  rapport  au 
corps  d'inertie  est  divisible  par  ^'■'~''  =  p'^-^ ,  et  elle  n'est  pas  divisible  par  une  puis- 
sance supérieure  de  ^. 

Démonstration.  —  Soit  a  un  nombre  entier  de  A:,,  qui  est  divisible  par  p^=:^'''' , 
mais  qui  ne  l'est  pas  par  :p*,  et  soit  A  un  nombre  de  K  divisible  par  ^ ,  mais  ne  con- 
tenant pas  ^^ . 

Posons  -— ^P'  suivant  ^,  P  désignant  un  nombre  primitif  suivant  ^,  on  a 

A. 

a^P'^A''"  suivant  p,,^.  Soit  dès  lors  /*  une  substitution  quelconque  du  corps 
d'inertie  qui  n'appartient  pas  à  g^  et  supposons  que  TA^P^'A  suivant  ^'^,  où  a*  est 
l'un  des  nombres  a,  2a.  ...,  {h —  \)a  [voir  S  4i]»  il  en  résultera  que 

t*x  =  V -"-''' Sr'=  P°"'"a,  {p^!^). 

Comme  r,,  est  une  puissance  de  p,  P°'''"e|e  i  suivant  ^ ,  et,  par  suite,  a  —  Ta  ne 
peut  être  divisible  par  :|),,^,  il  est  donc  exactement  divisible  par  p^,=^^'''\  Si,  de 
plus,  (1)  est  un  nombre  quelconque  de  Ar^, ,  ce  nombre,  d'après  le  théorème  72,  est 
nécessairement  congru  suivant  ^  à  un  nombre  w^  du  corps  d'inertie;  il  en  résulte 
que  co  —  t*M  ^  o  suivant  p^ .  D'où  nous  pouvons  conclure  que  la  difTérente  considérée 
est  exactement  divisible  par  «p<"-*"-"  =  s^'-i-'-' . 

On  démontre  de  même  le  fait  suivant  : 
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Théorème  78.  —  La  différente  relative  du  corps  de  ramification  souligné  une  fois 
par  rapport  au  corps  de  ramification  k^,,  contient  exactement  ^^^''*'~''v^  =  pJ"  ~^\  La 
différente  relative  du  corps  de  ramification  deux  fois  souligné  k=  par  rapport  à  A- 

contient  exactement  ^"'û^''^'  =  f)"''  ~'*  et  ainsi  de  suite. 

§  47-  —  Les  diviselhs  des  discrimixa^jts  du  corps  de  galois. 

Théouème  79.  —  Le  nombre  premier  rationnel  p  est  contenu  dans  le  discrimi- 
nant D  du  corps  K  à  une  puissance  dont  l'exposant  est  : 

m^  \  i\  —  /\.  -f  h{ro  -^  n)  +  L{ri.  —  rg)  +...}. 

Démonstration.  —  Le  théorème  4i  rapproché  des  théorèmes  76,  77,  78  nous 
apprend  que  la  différente  D  du  corps  K  contient  l'idéal  premier  ^  exactement  à  la 
puissance 

r,  — 1\  +  L(/'v  —  rv)  +  L(rr  —  r=.)  -f-  . .. 

le  théorème  68  exige  alors  l'exactitude  de  notre  proposition. 

Dans  le  cas  où  il  n'existe  pas  de  corps  ramifié  souligné,  l'exposant  de  p  prend 
dans  D  la  valeur  m^{r^ —  i). 

D'après  ce  qui  précède,  ce  cas  se  présentera  toutes  les  fois  que  p  est  premier 
avec  M . 

Ce  résultat  est  à  comparer  aux  remarques  du  paragraphe  12. 

Théorème  80.  —  L'exposant  de  la  puissance  du  nombre  premier  rationnel/)  con- 
tenue dans  le  discriminant  D  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite  qui  ne  dépend  que 
du  degré  M  du  corps  de  Galois  K. 

Démonstration.  —  Tous  les  exposants  L,  L,  ...  qui  correspondent  à  un  certain 
idéal  premier  ^  sont  inférieurs  à  une  limite  déterminée  par  le  nombre  M.  Pour 
trouver  la  limite  de  L,  nous  désignerons  par  co  un  nombre  entier  de  A*-  divisible 
par  p-,  mais  non  divisible  par  p't,  et  nous  choisirons  un  système  dep''  substitutions 
i\,  Uj,  ...,  l'pP  du  groupe  de  ramification,  tels  qu'en  les  composant  avec  g-  on  ob- 
tienne gr„.  Le  nombre 

a  =  i\  M  +  l'.o)  +  .  . .  +  UpP(o 

ne  sera  pas  altéré  par  une  substitution  de  g^;  il  appartient  au  corps  /f,,.  D'autre  part, 
(o^uo)  suivant  ^^ ,  et,  par  suite,  a^j3''w  suivant  ^^. 

Si  donconavait  h'^er^-{-r-,  on  aurait  a^o  suivant  :p'':p-  et  e|e  o  suivant  p''p-^. 
Si  donc  l'on  fait  p^pa,  où  a  est  un  idéal  du  corps  de  décomposition  premier 
avec  ^),  et  si  l'on  désigne  par  7  un  nombre  de  ce  corps  divisible  par  a  et  premier 

a  Y^ 
avec  »,  ri=:— i-  est  un  nombre  entier  de  /i„;  ce  nombre  serait  divisible  par  p-  et  ne 

p,.  t  f  TV 
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le  serait  pas  par  p,.^ ,  et,  par  suite,  contrairement  au  théorème  70,  p^  serait  un  idéal 
du  corps  k\,.  Comme  on  peut  trouver  de  même  une  limite  supérieure  pour  les  autres 
exposants  L,  ...,  on  voit  que  l'exposant  (indiqué  au  théorème  79)  de  la  puissance 
de  p  contenue  dans  D  ne  peut  dépasser  une  certaine  limite  qui  ne  dépend  que  du 
degré  M  du  corps  K . 

Le  théorème  80  a  d'autant  plus  d'importance  qu'il  limite  a  priori  le  nombre  des 
nombres  premiers  contenus  dans  M .  Rangeons  dans  un  même  type  tous  les  corps  de 
degré  M  pour  lesquels  la  décomposition  en  facteurs  premiers  de  M  donne  les  mêmes 
valeurs  pour  les  nombres  considérés  précédemment.  Nous  pouvons  affirmer  que,  pour 
une  valeur  donnée  de  M,  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  types  de  corps  possibles. 

Comme  exemple  du  théorème  80,  nous  indiquerons  le  corps  quadratique  (traité 
complètement  dans  la  troisième  partie  de  ce  livre)  et  dont  le  discriminant  contient 
tout  nombre  premier  impair  au  plus  à  la  première  puissance  et  le  nombre  premiers 
au  plus  à  la  troisième.  (Voir  S  69,  théorème  96.) 


CHAPITRE  XII. 

Les  rapports  entre  les  propriétés  arithmétiques  et  les  propriétés  algébriques 

du  corps  de  Galois. 


§  48.  —  Le  corps  de  galois  relatif,  le  corps  abélie>  relatif, 

LE    CORPS    cyclique    RELATIF. 

Lorsque  le  groupe  G  des  substitutions  s^,  ...,  Sm  d'un  groupe  de  Galois  forme 
un  groupe  abélien,  c'est-à-dire  lorsque  les  substitutions  s^,  ...,  5.m  peuvent  se  per- 
muter entre  elles,  le  corps  de  Galois  K  est  un  corps  abélien. 

En  particulier,  si  ce  groupe  de  substitutions  G  est  cyclique,  c'est-à-dire  si  les  M 
substitutions  s^,  ...,  «m  peuvent  toutes  être  représentées  par  des  puissances  de  l'une 
d'entre  elles,  le  corps  abélien  K  est  dit  un  corps  cyclique. 

En  appliquant  aux  substitutions  d'un  groupe  abélien  les  considérations  faites  au 
numéro  28  pour  les  classes  d'idéaux,  on  arrive  au  théorème  :  tout  corps  abélien  est 
composé  de  corps  cycliques.  D'autre  part,  les  corps  cycliques  se  composent  à  leur 
tour  de  corps  cycliques  particuliers,  ceux  dont  le  degré  est  un  nombre  premier  ou  la 
puissance  d'un  nombre  premier. 

Ces  notions  peuvent  être  généralisées  ainsi  : 

Soit  0  une  racine  de  l'équation  de  degré  /  : 

0'-fa,0'-*  +  ...  +  a,  =  o, 
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dont  les  coefficients  a,  ... ,  a^  appartiennent  à  un  corps  k  de  degré  m .  Supposons  de 
plus  cette  équation  irréductible  dans  le  domaine  k  de  rationalité  et  qu'elle  ait  la 
propriété  suivante,  les  / —  i  autres  racines  0',  ...,  6'~'  de  cette  équation  sont  des 
fonctions  entières  rationnelles  de  0  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  de  k. 

Le  corps  de  nombre  K  composé  de  0  et  des  nombres  de  k  est  dit  alors  un  corps 
de  Galois  relatif  par  rapport  au  corps  k  de  degré  M  =  Im . 

Le  degré  /  de  l'équation  précédente  est  le  degré  relatif  de  K . 

Sil'onpose  0  =  S,0,  0'=S,_0,  0'-'  =  S,0,  le  groupe  des  substitutions  S^,  S,, 
...,  S^  est  appelé  le  groupe  relatif;  si  ce  groupe  est  abélien,  le  corps  R  est  dit  un  corps 
abélien  relatif  par  rapport  à  k.  Si  ce  groupe  relatif  est  cyclique,  le  corps  K  est  dit 
cyclique  relatif  par  rapport  à  k. 


S  /iQ.  —  Les   propriétés  algébriques   du  corps  d'inertie  et   du  corps  de  ramifi- 
cation. —  La  représentation  des  nombres  du  corps  de  galois  par  des  radicaux 

DANS    le    domaine    DU    CORPS    DE    DÉCOMPOSITION. 

A  l'aide  des  notions  que  nous  venons  de  définir,  nous  pourrons  énoncer  très  sim- 
plement quelques  propriétés  algébriques  importantes  du  corps  de  décomposition  et 
du  corps  d'inertie,  ainsi  que  des  corps  de  ramification,  qui  sont  d'ailleurs  une  consé- 
quence des  propriétés  de  leurs  groupes  démontrées  plus  haut. 

Théorème  81.  —  Le  corps  d'inertie  k^  est  un  corps  cyclique  relatif  de  degré 
relatif /par  rapport  au  corps  de  décomposition  k..  Le  corps  de  ramification  A",,  est 
cyclique  relatif  de  degré  relatif  h  par  rapport  à  k^.  Le  corps  de  ramification  une  fois 
souligné  /i-  est  un  corps  abélien  relatif  de  degré  relatif  p^  par  rapport  à  A-,,;  le 
corps  A'=  est  un  corps  abélien  relatif  de  degré  relatif  p*"  par  rapport  à  A-  et  ainsi  de 
suite.  Les  groupes  abéliens  relatifs  des  corps  A-,  A'=  ...  ne  contiennent  que  des  subs- 
titutions de  degré  p. 

D'après  ce  théorème  81,  la  séparation  en  facteurs  égaux  s'opère  au  moyen  d'une 
suite  d'équations  abélienncs,  et  ce  résultat  exprime  une  propriété  surprenante  et 
nouvelle  du  corps  de  décomposition. 

Théorème  82.  —  Le  corps  de  décomposition  de  tout  idéal  premier  dans  R  déter- 
mine un  domaine  de  rationalité,  dans  lequel  les  nombres  du  corps  primitif  R  s'ex- 
priment uniquement  au  moyen  de  radicaux. 

Ce  théorème  82  met  bien  en  lumière  toute  l'importance  des  équations  solubles 
par  radicaux  ;  car  il  montre  que  dans  le  problème  de  la  décomposition  des  nombres 
en  idéaux  premiers,  les  solutions  les  plus  importantes  et  les  plus  difficiles  se  présen- 
tent pour  les  corps  relatifs,  dont  les  nombres  peuvent  être  représentés  au  moyen  de 
radicaux  dans  certains  domaines  de  rationalité. 
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§    5o.    —    h^    DENSITÉ    DES    IDÉAUX    PREMIERS     DU     PREMIER    DEGRÉ    ET    LE    RAPPORT    EINTRE 
CETTE    DEKSITÉ    ET    LES    PROPRIÉTÉS    ALGÉBRIQUES    DU    CORPS. 

C'est  un  fait  merveilleux  que  la  fréquence  de  certains  idéaux  premiers  du  pre- 
mier degré  d'un  corps  permet  de  conclure  des  propositions  relatives  à  la  nature 
algébrique  de  ce  corps.  [Kronecker  '*.] 

Soit  k  un  corps  quelconque  de  degré  m  et  soit  p.  un  nombre  premier  rationnel 
qui  peut  se  décomposer  exactement  en  i  idéaux  premiers  distincts  du  premier  degré. 
Si  la  limite 

L 


log 


existe,  en  supposant  que  la  somme  écrite  au  numérateur  s'étende  à  tous  les  nombres 
premiers/).,  nous  dirons  que  les  nombres  premiers  de  l'espèce  p^  ont  une  densité;  si 
cette  limite  a  pour  valeur  A.,  nous  dirons  que  A^  est  la  densité  des  nombres  premiers 
delà  forme/);.  Kronecker  admet  implicitement,  dans  ses  recherches,  que  les  nombres 

premiers  des  m  sortes p^,  p^ p^^  ont  une  densité.  La  vérité  de  cette  hypothèse  n'a 

pas  encore  été  démontrée  (').  Par  contre,  on  arrive  à  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  83.  —  Si  m —  i  sortes  de  nombres  premiers  parmi  les  m  sortes  p,,  ...,/)„, 
d'un  corps  de  degré  m  ont  une  densité,  la  m'  aussi  a  une  densité  et  on  a  entre  les  m 
densités  la  relation 

A,  +  2A,+  ...  +  mA,„=i. 

Démonslndion.  —  Employant  la  deuxième  expression  de  Z{s)  indiquée  au  nu- 
méro 37  et  prenant  le  logarithme,  il  vient 

d») 

s=-  V    '     + 1 V     ^    4- 


(1)  Dans  le  cas  où  le  groupe  de  l'équation  qui  détermine  k  est  le  groupe  symétrique,  les 
remarques  de  Kronecker  permettent  de  déterminer  les  densités  A^,  ...,  A„,  ;  Frobenius  a 
démontré  l'existence  de  ces  densités  et  a  déterminé  leurs  valeurs;  ce  sont  des  nombres  rationnels 
(jui  dépendent  du  groupe  de  l'équation  de  k.  [Frobenius \] 
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OÙ  les  sommes  s'étendent  à  tous  les  idéaux  premiers  p  du  corps.  Désignons  par  p,  les 
idéaux  premiers  du  premier  degré;  nous  aurons  évidemment 

où  la.  somme  du  premier  membre  s'étend  à  tous  les  idéaux  du  premier  degré  et 
où  la  somme  du  second  membre  s'étend  h  tous  les  nombres  premiers  ration- 
nels/>.,/j^,  ...,/),„. 

Nous  remarquons,  d'autre  part,  que  pour  tous  les  idéaux  p  de  degré  supérieur  au 
premier  n{p)  ^/)*,  et  qu'un  nombre  premier  quelconque/)  contient  au  plus  m  idéaux 
premiers  ;  il  en  résulte  que 

y  — —  y  _L_,<m  V  4<m  y  -^, 

(P)  (P,)  (;')  (/<) 

où  la  dernière  somme  s'étend  à  tous  les  entiers  /z>  i. 
On  trouve  de  même  que 

(h)  (h)  (h) 

On  déduit  de  ces  inégalités  que 

iog:(.)-y   ' 


n{P,y 


tend  vers  une  limite  finie  pour  s=  i. 


D'après  le  théorème  56,  log  Z(s)  —  log tend   aussi  vers  une  limite  finie 

pour  5  =  1;  on  peut  en  dire  autant  de 

y-^-iog-^, 

c'est-à-dire  que 

y 


n(pj 

ls=\) 


L    =  I, 


log 

s  —  I 

d'où,  en  tenant  compte  de  (19),  la  vérité  de  notre  affirmation. 

Pour  un  corps  de  Galois  K  de  degré  M,  on  a  A^  =  o ,  A^  =:  o ,  . . . ,  ^„^_^  =  o ,  et,  par 
suite,  en  vertu  du  théorème  83,  le 

Fac.  de   T.,  3«  S.,  IL  3i 


I 
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Théorème  84-  —  Dans  un  corps  de  Galois  de  degré  M,  les  nombres  premiers  p^  qui 
se  décomposent  en  idéaux  premiers  du  premier  degré  ont  une  densité,  cette  densité 

I 

est  Aj,  =  — . 

M 

Soit  A-  un  corps  quelconque  et  K  le  corps  de  Galois  de  degré  M  formé  de  k  et  de 
ses  conjugués  k' ,  ...,  /i*"'~**.  on  reconnaît  facilement  que  les  nombres  premiers  y>,„ 
de  k  coïncident  avec  les  nombres  premiers  pv  de  k ,  et  par  suite  les  nombres  pre- 
miers p„  de  k  ont  une  densité,  et  cette  densité  est  égale  à—,  c'est-à-dire  à  l'inverse 
'"  M 

du  degré  de  la  résolvante  de  Galois.  [Kronecker^'.] 


CHAPITRE  XllI. 

La  composition  des  corps  de  nombres. 

§  5i.  —  Le  corps  de  Galois  composé  d'un  corps  k  et  de  ses  conjugués. 

Théorème  85.  —  Si  des  deux  corps  /i,  et  k^  on  compose  un  corps  K,  le  discrimi- 
nant du  corps  composé  contient  comme  facteurs  premiers  rationnels  ceux  contenus 
dans  le  discriminant  de  k^,  ou  dans  celui  de  k^,  ou  dans  les  deux,  et  ne  contient  que 
ceux-là. 

La  démonstration  de  ce  théorème  résulte  immédiatement  du  théorème  Sg.  Une 
conséquence  immédiate  du  théorème  85  est  la  suivante  : 

Théorème  86.  —  Si  d'un  corps  k  de  degré  m  et  de  tous  ses  corps  conjugués  k',  ... , 
/i''""''  on  compose  un  corps  de  Galois  K,  le  discriminant  du  corps  R  contient  tous  les 
facteurs  premiers  de  k  et  il  n'en  contient  pas  d'autres. 

§  52.  —  La  composition  de  deux  corps  dont  les  discriminants  sont  premiers  entre  eux. 

Le  cas  de  deux  corps  dont  les  discriminants  sont  premiers  entre  eux  présente  un 
intérêt  particulier.  Le  théorème  le  plus  important  et  le  plus  fertile  de  ce  cas  est  le 
suivant  : 

Théorème  87.  —  Deux  corps  k^  et  k^  de  degrés  respectifs  w,,  m^,  dont  les  discri- 
minants sont  premiers  entre  eux,  se  composent  toujours  en  un  corps  de  degré  mjii„. 

Démonstration.  —  Soit  K^  le  corps  de  Galois  composé  de  /t\  et  de  tous  ses  conju- 
gués ;  le  discriminant  de  K^,  d'après  le  théorème  86,  est  premier  avec  celui  de  k^. 
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Soit  j  un  nombre  qui  détermine  k^  ;  ce  nombre  est  racine  d'une  équation  irré- 
ductible de  degré  m,  à  coefficients  entiers  et  rationnels. 

Si  donc  le  corps  composé  de  h\  et  de  k^  était  d'un  degré  inférieur  à  ni^rn^,  cette 
équation  se  réduirait  dans  le  domaine  k^,  c'est-à-dire  que  j  serait  racine  d'une  équa- 
tion de  la  forme 

y-f  a.j''-'  -f-  ...  +  a,.  =  o 

de  degré  r<^m^  et  dont  les  coefficients  a^,  ...,  a^  seraient  des  nombres  de  k^.  Soit  k 
le  corps  de  nombres  formé  avec  a, ,  ... ,  a^.  Comme  a^,  ... ,  a^  peuvent  être  exprimées 
rationnellement  en  fonction  des  racines  de  la  dernière  équation,  k  est  un  sous-corps 
de  fr, ,  et  comme  k  est  aussi  un  sous-corps  de  k^,  le  discriminant  de  k  d'après  le  tbéo- 
rème  89  diviserait  celui  de  A\  et  celui  de  A'^,  et  le  discriminant  de  ce  corps  k  serait 
égal  à  I,  ce  qui  est  contraire  au  théorème  44- 

Nous  signalerons  encore  les  faits  suivants,  faciles  à  vérifier. 

Théorème  88.  —  Si  Ar,  et  A,  sont  deux  corps,  le  premier  de  degré  /;?, ,  le  second  de 
degré  m^  de  discriminants  d^  et  d^  premiers  entre  eux,  le  discriminant  du  corps  com- 
posé K  est  d'p^d^' . 

On  obtient  les  nombres  d'une  base  du  corps  K,  en  multipliant  chacun  des  m^, 
nombres  d'une  base  du  corps  A, ,  par  chacun  des  m,,  nombres  d'une  base  du  corps  k  . 
Soit  p  un  nombre  rationnel  qui  se  décompose  en />  =  !|)^' ip^' ...  ip,^»"  dans  k^  et  en 
p  =  <\t<^i--  <\3,    où   p,,  ...,  p^  sont  des  idéaux  premiers  distincts  de  k^,  et  q,,  q^ 

des  idéaux  distincts  de  k^;  on  a  dans  K  la  décomposition  p=  j  \3u,  où  le  produit 

i,  (' 

s'étend  à  /=i,  ....  r,  l=i,  ...,  s.  et  où  3^,  est  l'idéal  de  R  défini  comme  étant  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  p^  et  de  q^.  Les  idéaux  3^^  ne  sont  pas  nécessairement 
des  idéaux  premiers  de  K . 

Lorsqu'on  part  de  deux  corps  k^,  k^  de  discriminants  quelconques,  la  solution  de 
la  question  ne  devient  simple  que  si  l'on  fait  des  hypothèses  restrictives  sur  la  nature 
du  corps  et  des  nombres  premiers  que  l'on  veut  décomposer.  [IlenseP.] 

Les  résultats  exposés  dans  les  chapitres  X  à  XIII  me  semblent  être  les  principes 
les  plus  importants  d'une  théorie  des  idéaux  et  des  discriminants  d'un  corps  de 
Galois.  Les  méthodes  suivies  pourraient  encore  être  développées  dans  bien  des  direc- 
tions, en  particulier  on  pourrait  étendre  sans  y  changer  beaucoup  au  corps  de  Galois 
relatif  une  série  de  théorèmes  démontrés  depuis  le  paragraphe  89  jusqu'au  para- 
graphe 44-  [Dedeltind**.] 
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CHAPITRE  XIV. 
Les  idéaux  premiers  du  premier  degré  et  la  notion  de  classe. 

§  53.  —  Les  idéaux  premiers  du  premier  degré  e:ngeindrent  des  classes  d'idéaux. 

Il  est  intéressant  de  voir  que  les  principes  développés  dans  les  chapitres  X-Xll 
éclairent  aussi  la  génération  et  la  nature  des  classes  d'idéaux.  Nous  exposerons  dans 
ce  chapitre  et  dans  le  suivant  les  théorèmes  généraux  importants  relatifs  à  ces  ques- 
tions. Le  premier  théorème  concerne  la  génération  des  classes  d'idéaux  d'un  corps  de 
Galois  au  moyen  d'idéaux  premiers  du  premier  degré  et  s'énonce  : 

Théorème  89.  —  Dans  toute  classe  d'idéaux  d'un  corps  de  Galois  il  y  a  des  idéaux 
dont  tous  les  facteurs  premiers  sont  des  idéaux  du  premier  degré. 

Nous- démontrerons  d'abord  le 

Lemme  12.  —  Soit  K  un  corps  de  Galois  de  degré  M  et  de  discriminant  D  et  «P  un 
idéal  premier  de  ce  corps  de  degré  />  i  qui  n'est  pas  contenu  dans  DM  !  ;  il  y  a 
toujours  dans  K  un  nombre  entier  Q  premier  avec  DM! ,  divisible  par  ^  et  non  par 
5^*,  et  dont  tous  les  autres  facteurs  premiers  sont  de  degré  inférieur  à/. 

Démonstration.  —  Soit  P  un  entier  du  corps  K,  tel  que  tout  autre  entier  Q  soit 
congru  à  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  P  suivant  (^)*.  D'après  le  théo- 
rème 29,  ce  nombre  existe.  Désignons  par  (^'),  ...,  (^*"'')  les  idéaux  conjugués  de 
^  et  distincts  de  ^,  et  déterminons  un  nombre  A  de  R  qui  satisfait  aux  con- 

gruences 

A  =  P       (r), 

A  =  o       («»>'«»>"...  ^""'), 

A=i  (M!). 
Et  soit  z  une  substitution  du  groupe  de  décomposition  telle  que  zp^  p''  suivant  ^, 
il  est  évident  que  les/ —  i  différences  A  —  2:A,  A  —  2^*A.  A  —  z'^~^A  sont  premières 
avec  ^.  Si,  d'autre  part,  s  est  une  substitution  n'appartenant  pas  au  groupe  de 
décomposition,  ^A  est  divisible  par  %*,  et,  par  suite,  la  différence  A  —  «A  est  pre- 
mière avec  5p.  La  différente  de  A  sera  donc  aussi  première  avec  ^,  et  il  en  résulte 
que  A  est  un  nombre  qui  détermine  K,  d'après  une  remarque  antérieure.  En  tenant 
compte  du  théorème  3i,  on  voit  que  R  est  le  corps  d'inertie  de  ^  et,  par  conséquent, 
A  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

où  a,,  ...,  a^  sont  des  nombres  du  corps  de  décomposition  k  de  l'idéal  premier  ^. 
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,  M 

Nous  désignerons  par  k\  k",  ...  les  autres  sous-corps  de  même  degré—;  A  est 
alors  racine  des  équations 

A^+a/A^"'  +  .-.  + V  =  «' 


a/,  ... ,  a^'  étant  des  nombres  de  k',  a/';  ... ,  a."  des  nombres  de  k" ,  etc.  Déterminons, 
dès  lors, /nombres  entiers  rationnels  tels  que 

ceci  est  possible,  car,  d'après  le  théorème  70,  ^  est  du  premier  degré  dans  ^i.  Soient 
ensuite  b^,  ...,  6^, /entiers  rationnels  satisfaisant  aux  congruences 

et  pour  lesquels,  de  plus,  aucune  des  difTérences  appartenant  à  l'indice  i 

p^  =  M!/j,  —  a,,        S/  =  M!6,  —  a/,  ... 
ne  s'annule. 

Nous  poserons,  de  plus, 

B  =  A''+  M!(6y-*  +  b,X-'  +  ...  +  6,). 

Enfin,  nous  désignerons  par  7,,  ...,  q^  les  nombres  premiers  rationnels  tous 
différents  dep,  qui  sont  contenus  dans  le  discriminant  A  de  A  ou  dans  les  normes 
des  nombres  fJ^,  fi^',  ...  et  qui  sont  plus  grands  que  M.  Soit  q^  un  quelconque  de  ces 
nombres,  il  ne  peut  contenir  dans  R  que  M  facteurs  premiers  au  plus;  il  faudra 
donc  que  l'un  des  q^  nombres  (^,>>M),  B,  B  +  i.  B  +  2.  •••>  B  4-  ^, —  i.  soit  pre- 
mier aA'CC  q^;  soit,  par  exemple,  B  +  c^  un  nombre  premier  avec  </..  Si  l'on  calcule 
im  nombre  entier  rationnel  c  qui  satisfait  aux  /  congruences  W.pc^c^  suivant  q^ 
pour  t=  I.  2,  ... ,  /, 

Q  =  B  +  M!/)c 

est  un  nombre  qui  a  les  propriétés  exigées  par  le  lemme  la. 

En  effet  •  d'après  la  congruence  A^i  suivant  M!,  le  nombre  Q  est  premier 
avec  tous  les  nombres  premiers  rationnels  <^M;  et,  à  cause  des  conditions  qui  nous 
ont  servies  à  déterminer  c,  Q  est  premier  avec  tous  les  nombres  premiers  rationnels 
contenus  dans  A  et  supérieurs  à  M.  Le  nombre  Q  est  donc  premier  avec  tous  les 
nombres  premiers  rationnels  contenus  dans  A  et  différents  de  p. 

De  plus,  Q  est  divisible  par  «p  et  non  par  ^',  ^",  ...,  «ï>*"'',  car  M  !  6^  ^  a^  e|e  o 
suivant  p.  Le  nombre  Q  est  de  la  forme 


O 


A^  +  /n.A^~'  +  ...  +/n^, 
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OÙ  m,  ... ,  /»^  sont  des  entiers  rationnels.  Comme  A^  P  suivent  ^^  et  que  p  ne  peut 
satisfaire  à  aucune  congruence  de  degré  inférieur  à  2/  suivant  ^%  Q  ne  peut  pas 
être  divisible  par  ^'.  Si,  d'autre  part,  Q  était  divisible  par  un  idéal  premier  Ci  de 
degré /'>/ et  si  l'on  désignait  par  1,  z' ,  z''',  ...,  2'^^'  les/'  substitutions  du  groupe 
de  décomposition  de  d  par  lesquelles  ce  dernier  groupe  résulte  du  groupe  d'inertie, 
on  aurait  les/'  congruences 

A^  +  w.      A^"'  +  ...  +  w^=o,     (»), 

(c'A)'+mX2'A/~'+-+^V^O-'     W' 


et  ceci  exigerait  que  le  discriminant  K  de  A  soit  divisible  par  û,  ce  qui  n'a  pas  lieu. 
Enfin,  supposons  que  Q  soit  divisible  par  un  idéal  premier  d  de  degré  /;  l'un 
des  corps  k.  A',  /i",  ...  serait  le  corps  de  décomposition  de  Cl,  soit,  par  exemple,  le 
corps  k\ 

Ecrivons  alors  Q  sous  la  forme 

Q-(A^+  a/A'-'  +  ...  +  a/)=3/A'-*  +  ...  +  8/, 
OÙ  p/,  ...,  fi/  sont  des  nombres  de  k\  Si  i,  2',  2'*,  ...,  2'^"'  sont  les  /  substitutions 
qui  font  résulter  le  corps  de  décomposition  de  Cl  de  son  corps  d'inertie,  on  voit  que 

S/A'-'  +  ...  +  fV  =  o,     (Cl), 

[i;(z'A/"*  +  --  +  iV^«'  (^)' 


et  ces  congruences  démontreraient  que  soit  A,  soit  ft/,  fut  divisible  par  Cl,  ce  qui 
est  contraire  à  ce  qui  précède. 

Dans  chaque  classe  on  peut  trouver  un  idéal  premier  avec  DM  !  ;  on  voit  alors 
facilement,  en  tenant  compte  du  lemme  12,  qu'on  a  le  droit  d'affirmer  le  théo- 
rème 89.  Kummer  l'avait  déjà  démontré  pour  le  corps  circulaire  (Kreiskôrper). 
[Kummer*.] 

CHAPITRE  XV. 

Le  corps  relatif  cyclique  de  degré  premier. 

§  54.  —  La  puissance  symuoliqie.  —  Un  théorème  sur  les  inombres  de  norme  relative 

ÉGALE  A   I. 

Nous  allons  démontrer  une  série  de  théorèmes  fondamentaux  concernant  les 
corps  abéliens  relatifs.  Pour  mieux  pouvoir  les  énoncer  et  les  démontrer,  nous  allons 
fixer  quelques  notations  et  quelques  définitions. 

Soit  K  un  corps  de  nombres  de  degré  /m,  cyclique  relatif  par  rapport  au  corps  k 
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de  degré  m,  le  degré  relatif  /  étant  un  nombre  premier.  Soient  i,  S,  S*,  ....  S'~'  les 
substitutions  du  groupe  cyclique  relatif.  Enfin,  nous  définissons  ainsi  la  notion  de 
puissance  symbolique  d'un  nombre  A  du  corps  K  :  Soit  A  un  nombre  quelconque 
de  K  entier  ou  fractionnaire  et  soient  a,  a,,  a^,  ....  «/_,  des  nombres  entiers  ration- 
nels quelconques,  nous  écrirons 

A"  (SA)«'(SA>...(S'-^  Ab- 
sous la  forme  abrégée 

où  F(S)  désigne  la  fonction  entière  à  coefficients  entiers  qui  constitue  l'exposant 
du  premier  membre.  La  puissance  symbolique  de  degré  F(S)  de  A  est  à  son  tour  un 
nombre  entier  ou  fractionnaire  de  K.  Ces  exposants  symboliques  peuvent  être  consi- 
dérés comme  une  généralisation  d'une  notation  introduite  par  Kronecker  au  sujet 
du  corps  circulaire.  [Kronecker*.] 

Ceci  posé,  nous  aurons  une  suite  de  théorèmes. 

Théorème  90.  —  Tout  nombre  entier  ou  fractionnaire  A  de  K  dont  la  norme 
relative,  par  rapport  à  k,  est  égale  à  i  peut  être  considéré  comme  la  puissance  sym- 
bolique de  degré  (i  —  S)  d'un  certain  nombre  B  du  corps  K. 

Démonstration.  —  Soit  x  une  variable  et  0  un  nombre  qui  détermine  K;  posons 


et 


B^.  =  I  +  Ax  +  Ax     +  Ax         +  •  •  •  +  Ax 


et  remarquons  qu'en  vertu  de  l'hypothèse 


et  que,  par  suite,  on  a  aussi 
il  en  résulte  que 


^,«....+5,_, 


B'r'  =  A,: 


B^  est  une  fonction  rationnelle  de  x  qui  n'est  pas  identiquement  nulle;  on  peut 
donc  trouver  un  nombre  x  =  a  tel  que  Bo  ne  soit  pas  nul  dans  K.  Le  nombre 

Ba 


B' 


a  +  e 


satisfait  alors  à 


A  =  B*'-'. 


B      , 

Posons  B*  =  7 ,  où  B  désigne  un  entier  algébrique  de  K  et  6  un  entier  rationnel  ; 


b 
on  a  aussi 


A  =  B'-^ 
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§  55.  —  Le  système  des  unités  fondamentales  relatives.  —  On  démontre 

qu'elles  existent. 

Un  deuxième  théorème  important  concerne  les  unités  du  corps  K.  Supposons 
que.  parmi  les  m  corps  conjugués  déterminés  par  k,  r^  soient  réels  et  qu'il  y  ait 
i\  couples  de  corps  imaginaires  conjugués,  d'après  le  théorème  47  le  nombre  des 
unités  fondamentales  de  k  est  r  =  )\  +  r^ —  i.  Nous  entendrons  par  système  d'unités 
fondamentales  relatives  du  corps  K  par  rapport  à  k  un  système  de  r  +  i  unités  Hj. 
Hï»  •••>  Hr  i  ^^^  corps  K,  telles  qu'une  unité  de  la  forme 

h7''  ...   H^-^'^^^W 

ne  peut  être  la  puissance  symbolique  de  degré  (1  — S)  d'une  unité  de  K  que  si  les 
entiers  algébriques  F,(^),  ...,  F(,^^,j(w)  sont  tous  divisibles  par  i  —  'Ç. 

Ici,  F,(S),  ...,  F,^,,(S)  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  S, 
[s]  est  une  unité  quelconque  de  k  ou  une  unité  du  corps  K  dont  la  puissance  Z^"*  est 
une  unité  dans  k;  et  enfin,  Z,  est  une  racine  /'"'*  de  l'unité  différente  de  i. 

Théorème  91.  —  Lorsque  le  degré  relatif  /  du  corps  K  cyclique  relatif  par  rapport 
au  corps  k  est  un  nombre  premier  impair,  K  possède  un  système  de  r  -)-  i  unités 
relatives  fondamentales,  où  r  a  par  rapport  à  A:  le  sens  du  théorème  47. 

Démonstration.  —  Comme  /=|r  2  parmi  les  Im  corps  conjugués  déterminés  par  K, 
i]  y  a  /7\  corps  réels  et  Ir,  couples  de  corps  imaginaires.  Soient  £,,  z^,  ...,  s^,  un  sys- 
tème de  r  =  r^  +  /'^ —  i  unités  fondamentales  du  corps  k.  Choisissons  parmi  les 
unités  de  K  une  unité  E, .  telle  que  E,  ^  î,  •  ••.  î,.  soit  un  système  d'unités  indépen- 
dantes; nous  pouvons  affirmer  qu'alors 

.1 « 

E  ,  E\   ...,  E^    ",  £  .     ..,  c 

forment  un  système  d'unités  indépendantes. 

Pour  le  démontrer,  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  et  imaginons  E^'^^^s*, 
où  F(S)  est  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  degré  (/ — 2)  qui  n'est 
pas  identiquement  nulle  et  où  s*  est  une  unité  du  corps  k.  Comme  la  fonction 
1  +  S  +  ...  +  S'~*  est  irréductible  (comparer  à  la  remarque  qui  termine  le  §  91),  on 
peut  déterminer  deux  fonctions  entières  à  coefficients  entiers,  G^  et  G^  de  S,  et  un 
nombre  entier  rationnel  a  différent  de  zéro,  tels  que 

FG. +  (i  +S+...  -f  S'-')G,  =  a. 
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Il  en  résulte,  en  tenant  compte  de 

ci+s+.-.+s'-'  -_  -•• 
que 

En  ___  _•«* 
1  ~        ' 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Ici,  s**  et  e***  sont  des  unités  de  k. 

Choisissons  maintenant  E,  telles  que  E^^  E,»  Ei-  ■••.  Ef"*.  £,.  •••,  î^  foni^ient  un 
système  d'unités  indépendantes;  nous  montrerons,  comme  précédemment,  qu'alors 
aussi  les  unités  E..  E^.  •••,  E^'"*.  E,.  •••>  Ef~*.  s,.  •■• .  î,.  forment  un  système 
d'unités  indépendantes.  En  continuant  ainsi,  nous  obtiendrons  /*,  +  i\  =  r  -f  i  unités 
E,.  •••'  Er-j'  telles  que  les  unités 

E,,  E-,   ••..  E-    '.  ^,,  ••.,  K  U  =  >,!,  r+n 

forment  un  système  d'unités  indépendantes. 
Le  nombre  de  ces  unités  est 

(/•+i)(/-i)  +  r  =  /r. +  //•,- I. 
Soit  maintenant  /'"  une  puissance  assez  élevée  de  /,  pour  que  l'expression 


(.o)  Er....E 


/•+! 


où  Fj(S).  ...,  F^/S)  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  quelconques 
de  S  et  où  [s]  a  le  sens  indiqué  au  début  du  paragraphe  et  ne  puisse  devenir  la 
puissance  d'exposant  /"'  d'une  unité  de  K  que  si  tous  les  coefficient?  des  fonctions 
F,(S),  ... ,  F^,(S)  sont  divisibles  par  /.  On  voit  qu'un  pareil  exposant  /'"  exis::e  si  l'on 
considère  les  Ir^  +  /r, —  i  unités  du  corps  K  données  par  le  théorème  47- 
Tenons  compte  maintenant  de  l'identité 

(i— S)'=i— S' +  /G(S) 

où  G  est  une  fonction  entière;  comme  d'après  cela  la  (i  —  S)""ème  puissance  symbo- 
lique d'un  nombre  de  K  est  aussi  une  véritable  puissance  T'ème,  il  en  résulte  que 
l'expression  (20)  ne  peut  être  la  puissance  symbolique  d'exposant  (i  — S)""  d'une 
unité  que  si  tous  les  entiers  algébriques  F,(u),  ....  F^^,(w)  sont  tous  divisibles  par 

I— ^ 

Soit  e^  le  plus  grand  nombre  entier  rationnelle,  tel  qu'une  expression  de  la 
forme  (20)  soit  une  puissance  symbolique  d'exposant  (i  — S)"i  d'une  unité,  sans 
que  tous  les  nombres  F,(«^),  ...,  F^^,(ç)  soient  tous  divisibles  par  i  —  Z;  admettons 
que 

e;..«  ...  E:;f'"H=Hr'" 

soit  une  pareille  expression  où  F,(S),  ...,  F^,_,(S)  sont  certaines  fonctions  entières 
rationnelles  de  S  et  où  Fj(S),  par  exemple,  n'est  pas  divisible  par  i  —  Z;  [e]  a  la  si- 
gnification précédente  et  H,  est  une  certaine  unité  de  K. 

Fac.  de  T.,  3«  S.,  II.  82 
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Admettons  maintenant  qne  e^  est  le  plus  grand  entier  ^o  tel  qu'il  existe  une 
expression  correspondante  formée  des  unités  E^,  ••• ,  E^, ,.  qui  soit  la  puissance  sym- 
bolique de  degré  (i  —  S)^2  d'une  unit-'  de  K,  soit 

OÙ  I%(S),  ....  F,, /S)  sont  encore  des  fonctions  rationnelles  entières  de  S  et  où  FJX), 
par  exemple,  n'est  pas  divisible  par  i  —  Ç.  En  continuant  ainsi,  nous  trouverons 
r -f  I  unités,  H.»  Ha>  ••■,  H,._i.  qui  forment  un  système  d'unités  relatives  fonda- 
mentales de  K. 

Pour  le  démontrer,  admettons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi;  il  y  aurait  alors  /' 4-  i 
fonctions  entières  rationnelles  GjS),  ...,  G,^,,  telles  que 

où  Z  est  une  imité  de  K;  soit,  de  plus,  parmi  les  nombres  G,(w),  ...,  G^  ,(Ç),  par 
exemple  G,,(^),  le  premier,  qui  n'est  pas  divisible  par  i  — Z,  il  est  évident  que  la 
seconde  partie  du  dernier  produit,  c'est-à-dire 

serait  aussi  la  puissance  symbolique  de  degré  i  — S  d'une  unité  du  corps  K.  Mais 
dans  la  suite  des  nombres  e,,  e^,  ...,  e^^  aucun  ne  dépasse  le  précédent;  en  élevant 
le  dernier  produit  à  la  puissance  (i  — S)^"  et  en  introduisant  les  unités  E,,.  •••,  E,^, 
nous  nous  heurterions  à  une  contradiction. 

Ce  théorème  91  est  vrai  aussi  pour  1=2,  comme  on  le  voit  facilement,  si, 
parmi  les  am  corps  conjugués  déterminés  par  K,  il  y  a  deux  fois  autant  de  corps 
réels  que  dans  les  m  corps  conjugués  déterminés  par  k. 


§  56.  —  L'existekce  D'^^E  lkité  de  K,  dont  la  korme  relative  est  égale  a  i  et  qui 

CEPEKDAKT  n'eST  PAS  LE  QUOTIENT  DE  DEUX  UNITES  RELATIVES  CONJUGUÉES. 

Théorème  92.  —  Dans  le  cas  où  le  degré  relatif  /  du  corps  cyclique  relatif  K  par 
rapport  à  k  est  un  nombre  premier  impair,  il  y  a  toujours  dans  K  une  unité  H.  dont 
la  norme  relative  par  rapport  à  k  est  égale  à  i  et  qui  n'esf  pas  la  puissance  symbo- 
lique de  degré  (i  —  S)  d'une  unité  du  corps  K. 

Démonstration.  —  Admettons  d'abord  que  le  corps  k  ne  contient  pas  la  racine  /*""' 
de  l'unité  t^.  Soient  r,,,  ...,  r,^,,  /' +  i  unités  quelconques  de  k;  il  en  résulte  qu'il 
existe  toujours  r  -\-  i  entiers  rationnels  a^,  ...,  «^,,  qui  ne  sont  pas  tous  divisibles 
par  /  et  tels  que  -0"' -r, "''+'=  i.  En  effet,  si  dans  cette  dernière  égalité  tous  les 

exposants  o, ,  . . . ,  a^^  ^  étaient  tous  divisibles  par  /,  r^'  . . .   r,^  '     serait  racine  f*"*  de 
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l'unité,  qui  serait  =  i  en  vertu  de  l'hypothèse;  de  là,  par  la  répétition  du  procédé, 
résulte  la  démonstration.  Si  r,,,  ...,  r,,^,  sont  les  normes  relatives  des  H,,  •••.  H^n 
unités  fondamentales  de  k  et  que  nous  posions 

—  M,      ••  •    n^^,  , 
il  en  résulte  que 


n,(h)  =  h'"^"^'"-"^    -I 

et  par  suite,  d'après  le  théorème  90,  H^A^~^;  comme  H,>  •••.  H,^^  sont  des  unités 
fondamentales  relatives,  il  en  résulte  que  A  n'est  pas  une  unité. 

Pour  démontrer  le  théorème  92  dans  le  cas  général,  nous  admettrons  que  k  con- 

ih,- 

tient  la  racine  primitive  y  i  =^Z',  mais  qu'il  ne  contient  pas  la  racine  primitive  d'in- 
dice t\  On  reconnaît,  par  un  procédé  analogue  au  précédent,  que  si  ï;^,  ...,  y;^;^ 
sont  r  +  2  unités  quelconques  de  k,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  entier 
rationnel  7.  et,  de  plus,  r  -\-  2  entiers  rationnels  a,,  ... ,  a^^^  non  tous  divisibles  par  /, 
tels  que 

'il         •   •  •      ^lr+2     —   ->       • 

Considérons,  d'autre  part,  que  la  norme  relative 

et  que  par  conséquent,  d'après  le"  théorème  90,  Z  doit  être  une  puissance  symbolique 
de  degré  (i  —  S).  Si  donc  il  n'y  avait  aucune  unité  E  fie  k,  telle  que  ^=:  E'~"^.  C  serait 
lui-même  un  nombre  répondant  à  la  question.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  que 
g'(i-ç)__  j^  c'est-à-dire  e'  =  SE',  et,  par  suite,  e'  serait  une  unité  t  de  k,  tandis  que  E 
lui-même  n'est  pas  dans  k.  Comme  E  =  \/î.  on  a  N4(E)  =  E'  =  £-  Soit  H,»  •••.  H,.,, 
un  Svystème  d'unités  relatives  fondamentales  dans  k,  nous  poserons 

—  n,     •  •  •    n^^j  c       'î      —  n,     •  •  •    n^^j  L-J» 

où  a,  ttj,  ...,  a^^j  sont  les  nombres  déterminés  précédemment,  et  où  [e]  est  la  racine  l'""' 
d'une  unité  du  corps  k;  alors  N^(H)=  i.  Les  nombres  a,,  ...,  a,.,.,  ne  peuvent  pas 
tous  être  divisibles  par  /.  Car  de 

"r+i 
/ 
•'r+1 

on  tirerait 

a,  a 


(r  '  T    '      1-'"'-+-  "'  -«V 


r+i 
l 
r+l 


où  h  est  un  entier  rationnel.  Comme  d'après  notre  hypothèse  a^^  ne  peut  pas  aussi 
être  divisible  par  /,  il  résulterait  des  dernières  égalités  que  E  est  dans  A:,  ce  qui  n'a 
pas  lieu.  L'unité  H  remplit  toutes  les  conditions  du  théorème  92. 
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Les  théorèmes  90,  91  et  92  ont  été  démontrés  en  partie  et  sous  une  autre  forme 
par  Kummer,  dans  le  cas  où  le  sous-corps  k  est  le  corps  circulaire  (Kreiskôrper)  de 
degré  / — i  déterminé  par  ^.  [Rummer^''^"- -']. 


S  57.  —  Les  idéaux  ambiges  et  la  différente  relative  du  corps  cyclique  relatif  K. 

Lorsqu'un  idéal  51  du  corps  cyclique  relatif  reste  inaltéré  après  la  substitution  S 
et  qu'il  ne  contient  aucun  facteur  qui  soit  un  idéal  de  k,  on  dit  que  31  est  un  idéal 
ambige.  En  particulier,  un  idéal  premier  du  corps  K  qui  n'est  pas  altéré  par  la  subs- 
titution S  et  qui  n'appartient  pas  à  k  est  dit  un  idéal  premier  ambige. 

Théorème  98.  —  La  différente  du  corps  cyclique  relatif  K  par  rapport  à  Ar  contient 
tous  les  idéaux  premiers  ^  qui  sont  ambiges  et  elle  n'en  contient  pas  d'autres. 

Démonstration.  —  Soit  ^  un  idéal  ambige;  sa  norme  relative  est  N4(^)  =  ^'. 
Comme  k  ne  peut  contenir  une  puissance  inférieure  de  ^,  ^'  z=p  est  un  idéal  pre- 
mier de  A".  Réciproquement,  si  p  idéal  premier  de  k  est  égal  à  la  /•"'"*  puissance  d'un 
idéal  ^  dans  K,  ^  est  un  idéal  premier  ambige. 

Nous  distinguerons  trois  espèces  d'idéaux  premiers  p  du  corps  k  :  d'abord,  ceux 
qui  sont  égaux  à  la  /^'"^  puissance  d'un  idéal  premier  ^  de  K;  deuxièmement,  ceux 
qui  dans  K  se  décomposent  en  /  idéaux  premiers  distincts  de  K,  9(S,,  ...,  ^,;  et  enfin 
ceux  qui  sont  aussi  des  idéaux  premiers  de  R. 

Dans  le  premier  cas,  la  norme  N(^)^p^  d'où  N(;p)  =  N(5|>')  =  p"^,  et,  par  suite, 
la  norme  n(p)  de  l'idéal  premier  p  du  corps  k  est  aussi  égale  à  p'.  L'égalité  des 
normes  permet  dafTirmer  que  tout  nombre  entier  de  R  est  congru  à  un  nombre 
entier  de  k  suivant  ^:  ceci  permet  de  reconnaître  que  la  différente  relative  de  R  par 
rapport  à  k  est  nécessairement  divisible  par  ^. 

Dans  le  second  cas,  on  peut  toujours  trouver  dans  R  un  entier  A  qui  n'est  pas 
divisible  par  ^■,  mais  qui  l'est  par  tous  les  autres  idéaux  premiers  ^, ,  ...,  ^i_,, 
^i_^,  —  ^i',  c'est  ce  qui  fait  que  la  différente  relative  de  A-  et  par  suite  celle  du 
corps  R,  n'est  pas  divisible  par  %*,. 

Pour  ce  qui  concerne  enfin  les  idéaux  p  de  la  troisième  espèce,  soit  p  un 
nombre  primitif  suivant  l'idéal  premier  :|)  de  R  et  p  un  nombre  primitif  suivant  p 
dans  k,  et  supposons  aussi  que  p  soit  un  nombre  qui  détermine  le  corps,  p  satisfait 
alors  à  une  équation  de  degré  /  de  la  forme 

F(P)  -=  p'  +  a,p'-  +  . . .  +  a,  =  o, 

dont  les  coefficients  a, ,  ... ,  a^  sont  des  nombres  entiers  de  k. 


THÉORIE  DES  CORPS  DE  NOMBRES  ALGEBRIQUES.  253 

Posons 

où/,(p),  ...,f,(p)  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  p.  Nous  obtien- 
drons la  congruence 

F(P)  =  P'  +  /,(?)P'-'  +  . . .  +  /Xp)  =  o  ,     (^) . 

Comme  N(:p)  ^  (n[^)])',  le  nombre  des  entiers  de  K  incongrus  suivant  p  est  égal  à 
la  Z^""  puissance  du  nombre  des  entiers  de  k  incongrus  suivant  p.  p  ne  peut  satis- 
faire à  aucune  congruence  de  même  espèce  et  de  degré  inférieur  à  /,  c'est-à-dire 

^F(P) 

que  =|5  o  suivant  »,  ou  encore  la  différente  relative  du  nombre  p  n'est  pas 

^  i^P       '  ^ 

divisible  par  p. 

Ces  considérations  nous  montrent  que  la  différente  relative  du  corps  K  est  tou- 
jours un  nombre  premier  avec  les  idéaux  premiers  de  seconde  et  de  troisième 
espèce,  d'où  le  théorème  98. 


S  58.  —  Le  théorème  fondamental  sur  le  corps  cyclique  relatif  dont  la  différente 

RELATIVE  EST  ÉGALE  A   I .  —  On  DÉSIGNE  CE  CORPS  LE  CORPS  DE  CLASSE. 

Les  théorèmes  90,  92,  98  nous  apprennent  un  fait  de  très  grande  importance 
pour  la  théorie  des  corps  de  nombres.  Ce  fait  s'énonce  : 

Théorème  9/i.  —  Lorsque  le  corps  cyclique  relatif  K  de  degré  premier  impair  /  a 
par  rapport  à  k  sa  différente  relative  égale  à  i,  il  y  a  toujours  dans  k  un  idéal  j, 
qui  n'est  pas  un  idéal  principal  de  k,  mais  qui  devient  un  idéal  principal  dans  K. 
La  /''"'•'  puissance  de  cet  idéal  j  est  alors  aussi  nécessairement  un  idéal  principal  dans 
k  et  le  nombre  des  classes  du  corps  k  est  divisible  par  /. 

Démonslration.  —  D'après  le  théorème  92,  il  y  a  une  unité  H  de  norme  relative 
égale  à  i  qui  n'est  pas  la  puissance  de  degré  (i  — S)  d'une  unité.  D'après  le  théo- 
rème 90,  H  =  A'"'''.  où  A  est  un  nombre  entier  de  K,  c'est-à-dire  que  a=:HS(A)- 
L'idéal  principal  5ï^(A)  est  tel  que  2ï  =  S2ï.  L'idéal  51  fait  partie  du  corps  k. 
Car,  soit  ^  un  idéal  premier  de  K  contenu  dans  31,  qui  ne  fait  pas  partie  de  A:,  le 
théorème  98,  comme  l'hypothèse  nous  montre  que  le  discriminant  relatif  n'a  pas 
de  diviseur,  montre  que  ?>>=(- S(^)  et,  par  suite.  A  contient  aussi  la  norme  relative 
N/^),  qui  est  un  idéal  premier  de  k.  L'idéal  A  n'est  pas  un  idéal  principal  du 
corps  k;  car,  dans  ce  cas,  on  aurait  A^=H*^.  où  H*  est  une  unité  et  a  un  nombre 
de  k.  11  en  résulterait  que  H==H*'~^.  ce  qui  est  contraire  à  ce  qui  précède.  Ce  qui 
démoniro  la  première  partie  du  théorème  9^.  Comme  !\jt(A)  =  '^  est  un  nombre  de  k 
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et,  par  suite,  N4(5ï)  =  "Si' =  (a)  est  un  idéal  principal  de  k,  nous  avons  la  démons- 
tration complète  du  théorème  94. 

Les  théorèmes  92  et  94  sont  vrais  aussi  pour  1=2,  si  l'on  fait  la  restriction 
indiquée  à  la  fin  du  §  55. 

11  n'y  a  pas  de  grandes  difficultés  de  principe  lorsqu'on  veut  étendre  le  théo- 
rème 94  à  des  corps  abéliens  relatifs  K  de  différente  relative  égale  à  i  et  dont  le 
degré  relatif  est  un  nombre  composé. 

Les  rapports  étroits  du  corps  K  avec  certaines  classses  d'idéaux  du  corps  k,  mis  à 
jour  par  le  théorème  94,  ont  fait  appeler  ce  corps  K  un  corps  de  classes  du  corps  k. 


-0"»ûeSSa=!>=*T>- 


TROISIÈME  PARTIE. 

LE  CORPS  DE  NOMBRES  QUADRATIQUE. 


CHAPITRE  XVI. 
La  décomposition  des  nombres  dans  le  corps  quadratique. 

§  59.  —  La  base  et  le  discriminant  du  corps  quadratique. 

Soit  m  un  entier  rationnel  positif  ou  négatif  différent  de  i,  et  qui  n'est  divisible 
par  le  carré  d'aucun  nombre  autre  que  i  ;  l'équation  du  second  degré 

X*  —  m  =  o 

est  irréductible  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  y/m  la  racine  positive  de  cette  équation 
lorsque  /??>>o  et  lorsque  /77<<o  sa  racine  imaginaire  positive.  Le  nombre  algé- 
brique ym  ainsi  bien  fixé  détermine  un  corps  réel  ou  imaginaire  suivant  les  cas. 
Nous  le  désignerons  par  k[\/m)  ou,  plus  simplement,  par  A:;  ce  corps  est  toujours  un 
corps  de  Galois.  En  remplaçant  +  ym  par  —  y  m,  on  passe  d'un  nombre  à  son  con- 
jugué ou  d'un  idéal  à  son  conjugué.  Nous  continuerons  à  employer  la  notation  s  pour 
indiquer  cette  transformation. 

Le  premier  problème  qui  se  présente  à  nous  est  la  recherche  d'une  base  du  corps 
quadratique  ainsi  que  de  son  discriminant.  [Dedekind^] 

Théorème  96.  —  Les  nombres  i,  w,  forment  une  base  du  corps  quadratique  k,  si 
l'on  pose 

I  -\-\/m 


ou         (0 


y/m 


suivant  que  m  ^  i  (4)  ou  m  e|z  i  (4). 

Le  discriminant.de  k  est,  suivant  les  deux  cas, 

d=m,         d^=lim. 
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Déinonslraiion.  —  Le  nombre  w  est  toujours  un  nombre  entier,  car  il  satisfait 

toujours  soit  à 

<  m  —  I  .    ,        , 

(21)  X  — X ■■ —  =  0,     soit  a    X  — m  =  o. 

4 

soit  a)'  =  sco  le  nombre  conjugué  de  m,  le  discriminant  de  m  est  d^^^iia  —  m')*. 
D'après  le  paragraphe  3,  tout  nombre  entier  du  corps  k  est  de  la  forme 

Il  +  fw 

'  =  —1-' 
où  u,  V  sont  des  entiers  rationnels. 

Dans  le  cas  où  m^i(4),  la  congruence  2am=  211 -f  y  +  yym^o  suivant  m 
nous  apprend  que  2a  +  u  est  divisible  par  y  m ,  et,  par  suite,  2a  +  u  ^  o,  (m).  Cette 
dernière  congruence,  en  tenant  compte  de  la  première  yy/n^o, (m),  c'est-à-dire 
que  V  est  divisible  par  s/m  et,  par  suite,  par  m.  Les  deux  nombres  u  et  y  sont  donc 
tous  les  deux  divisibles  par  d  =  m,  et  l'on  peut  débarrasser  le  nombre  a  de  son 
dénominateur. 

D'autre  part,  soit  mE\s  i  (4),  la  congruence 

4 aw  =  u  4-  vym ^  o,  (m) 

nous  montre  comme  précédemment  que  it  et  y  sont  divisibles  par  ni  et  que,  par 
suite,  m  est  contenu  dans  le  numérateur  et  dans  le  dénominateur  de  l'expression  qui 
donne  a  et  qu'on  peut  simplifier  par  m. 

Nous  aurons  donc   a  = où  u'  et  v'  sont  des  entiers  rationnels.  Il  est 

4 

facile  de  voir,  en  formant  la  norme  a. sa,  que  pour  m^2,  aussi  bien  que  pour 
m  ^  3  suivant  4 ,  une  expression  de  la  forme  u'  +  v'\/m  avec  u'  et  v'  entiers  et  ration- 
nels ne  peut  être  divisible  par  2  que  si  u'  et  v'  sont  tous  les  deux  pairs.  Si  on  applique 
ce  résultat  d'abord  à  lix,  puis  à  2a,  on  voit  que  aussi  dans  le  cas  de  m^\i  i  (4)  tout 
entier  du  corps  k,  s'écrit  u  +  tn.)  avec  a  et  y  entiers  et  rationnels. 
La  seconde  partie  du  théorème  résulte  de  la  formule 


d  = 


I  ,     Cl) 

I  ,   (.) 


=  (a)  —  m'y 


qui,  d'après  le  paragraphe  3,  définit  le  discriminant  du  corps. 

§  60.  —  Les  idéaux  premiers  dl  corps. 

Le  problème  de  la  décomposition  des  nombres  premiers  rationnels  en  idéaux 
premiers  du  corps  k  est  complètement  résolu  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  96.  —  Tout  nombre  premier  rationnel  /  facteur  de  d  est  le  carré  d'un 
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idéal  premier  de  k.  Tout  nombre  premier  impair  rationnel/)  qui  ne  divise  pas  d  ou 
bien  se  décompose  dans  k  en  un  produit  de  deux  idéaux  premiers  conjugués  du  pre- 
mier degré  p  et  p'  ou  représente  un  idéal  premier  du  second  degré,  suivant  que  d  est 
reste  quadratique  de  p  ou  non  reste.  Le  nombre  premier  2  est,  dans  le  cas  dem^i  (4), 
le  produit  de  deux  idéaux  conjugués  distincts  du  premier  degré  de  k,  ou  est  lui-même 
un  idéal  premier  suivant  que  m  ^  i  ou  m  ^  5  suivant  8. 

Démonstration.  —  La  première  partie  de  la  proposition,  celle  qui  a  rapport  aux 
facteurs  premiers  /  de  d,  est  une  conséquence  du  théorème  général  3i.  Soit  /  un  fac- 
teur premier  impair  de  d,  nous  trouvons 

l  =  V, 

où  l:=[l,\/m)  est  un  idéal  premier  du  premier  degré,  qui  est  égal  à  son  conjugué. 
Si  2  divise  rf,  on  a 

2  =  (2,v//n)        ou      2^(2,  i+vm) 

suivant  que  m ^2  ou  m^3  suivant  4- 

La  décomposition  des  nombres  premiers  non  contenus  dans  d  s'opère  en  tenant 
compte  du  théorème  33  et  de  la  remarque  qui  s'y  rapporte  faite  au  paragraphe  i3. 

D'après  ces  considérations,  tout  nombre  premier  p  qui  ne  divise  pas  d  se  décom- 
pose dans  le  corps  k  en  deux  idéaux  premiers  distincts  ou  est  lui-même  un  idéal 
premier,  suivant  que  le  premier  membre  de  l'équation  correspondante  (2 1)  est  réduc- 
tible ou  irréductible  dans  le  sens  de  la  congruence  suivant  p . 

Si  p  est  impair,  nous  trouvons  que  la  congruence 

{2x — i)* — m^o       ou       X'' — m^o  (p) 

n'est  résoluble  que  si  m  est  reste  quadratique  de/)  et  qu'elle  est  irrésoluble  si  m  est 
non-reste  quadratique  de  p . 

Posons  dans  le  premier  cas  m  ^  a*  suivant  p  ;  il  vient 

p=[p,a  +  \/m){p;a  —  \/m)=ip.p'. 

Les  deux  idéaux  premiers  p  et  p'  sont  bien  distincts  à  cause  de 

(/) ,  a  +  y  m ,  a  —  y  m)  =  i . 

m  —  I 

Dans  le  cas  de  m^  i(/i),  la  congruence  x*  —  x ^o  suivant  2  est  évi- 

4 

demment  résoluble  ou  irrésoluble  suivant  que ^o  ou^i  suivant  2,  c'est- 

4 
à-dire  m^\  ou  ^5  suivant  8. 

Dans  le  premier  cas,  on  trouve 


Fac.  de  T.,  3«  S.,  II.  33 
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Les  deux  idéaux  de  droite  sont  différents,  car 

I  +  y  m      I  —  \/m 


Nous  pouvons  prendre  comme  nombres  de  bases  des  idéaux  que  nous  venons  de 
trouver,  soit 

/  +  v/m  .,  ,    ./- 

/. —  soit/,v^'. 

a 

a  +  v  m  .                   /— 

p, —  soit />,  «  +  V  "^' 


— —    soit  2 ,  y  /n  ou  3 ,  i  +  y  m , 


suivant  que  m  ^  2,  3(4). 

On  reconnaît  facilement  ce  fait  par  une  réciproque  du  théorème  19,  si  l'on  forme 
le  déterminant  obtenu  en  adjoignant  à  chacun  de  ces  couples  de  nombres  le  couple 
conjugué.  Dans  la  deuxième  ligne  du  petit  tableau  que  l'on  vient  d'établir,  «désigne 
un  nombre  satisfaisant  à  la  congruence 

a*  ^  m        (p) 

et  qui,  de  plus,  est  supposé  impair  dans  le  cas  de  w  ^  i  (4). 


fa 
§  61.  —  Le  symbole     — 

Pour  pouvoir  donner  un  énoncé  résumé  et  complet  des  résultats  acquis,  nous 
introduirons  le  symbole  suivant  :  Soit  a  un  entier  quelconque  rationnel  et  w  un 

nombre  premier  rationnel  impair,  le  symbole  [  —  ]  a  la  valeur  +  i,  —  i  ou  o  suivant 

que  a  est  reste  quadratique  ou  non-reste  quadratique  de  p  ou  qu'il  est  divisible 

par/);  de  plus,  admettons  que  (  -  j  égale  +1,  —  r  ou  o  suivant  que  a  impair  est  reste 

quadratique  ou  non-reste  de  2^  =  8,  ou  suivant  qu'il  est  divisible  par  2. 
On  peut  alors  donner  au  théorème  96  l'énoncé 

Théorème  97.  —  Un  nombre  premier  rationnel  quelconque  p  (=  2  ou  =|=  2)  se 
décompose  dans  le  corps  k  en  deux  idéaux  premiers  distincts,  est  lui-même  un  idéal 
premier,  ou  est  le  carré  d'un  idéal  premier  suivant  que 


\pj 


ou     o. 


[Dedekind^] 


THÉORIE  DES  CORPS  D!î  NOMBRES  ALGEBRIQUES.  269 

Ceci  nous  amène  à  considérer  trois  espèces  d'idéaux  premiers  : 

1°  Les  idéaux  premiers  du  premier  degré  p  distincts  de  leurs  conjugués  p'. 

2°  Les  idéaux  du  second  degré  (p)  représentés  par  les  nombres  premiers  qui  ne 
se  décomposent  pas  dans  k. 

3°  Les  idéaux  du  premier  degré  ï  dont  les  carrés  sont  des  nombres  premiers  con- 
tenus dans  d. 

D'après  les  définitions  des  paragraphes  89  et  4i.  le  corps  k  est  le  corps  de  décom- 
position des  idéaux  premiers  p  de  la  première  espèce,  il  est  le  corps  d'inertie 
pour  les  idéaux  premiers  p  de  la  seconde  espèce  et  enfin  le  corps  de  ramification 
pour  les  idéaux  I  de  la  troisième  espèce. 

§  62.  —  Les  unités  du  corps  quadratique. 

Pour  ce  qui  concerne  les  unités  de  k,  le  tliéorème  ^7  nous  apprend  que  nous 
avons  à  considérer  deux  cas,  suivant  que  k  est  un  corps  imaginaire  ou  un  corps  réel. 

Dans  le  premier  cas,  k  ne  peut  contenir  d'autres  unités  que  celles  qui  sont  des 
racines  de  l'unité,  et  comme  le  corps  quadratique  ne  peut  contenir  que  les  racines 
primitives  de  la  racine  cubique,  quatrième  ou  sixième  de  l'unité,  les  seuls  corps  qua- 
dratiques imaginaires  qui  peuvent  contenir  d'autres  unités  que  —  i  et  -f  i  sont  les 
deux  corps /f(\/ —  r)  et  k[\/ — 3j.  Le  premier  corps  contient  les  unités  ±i;  le  second, 

les  quatres  unîtes  ± •  Les  discnmmants  de  ces  deux  corps  sont  — a 

et  — 3;  d'après  le  théorème  5o,  il  y  a  dans  toute  classe  d'idéaux  de  ces  corps  un 
idéal  dont  la  norme  -^  2  pour  le  premier,  <^3  pour  le  second.  Comme  d'ailleurs 
dans  le  corps  k\\/ —  i  j,  le  nombre  2  est  la  norme  de  l'idéal  principal  (i  +  /);  il  en 
résulte  que  chacun  de  ces  deux  corps  ne  possède  qu'une  classe  d'idéaux.  Ces  corps 
ne  renferment  donc  que  des  idéaux  principaux,  et  tout  nombre  positif  entier  ra- 
tionnel qui  peut  être  pris  pour  norme  d'un  idéal  de  Ar(v —  i  )  ou  de  kyy  —  3)  est  aussi 
la  norme  d'un  entier  algébrique  dans  le  corps  correspondant,  d'où  résultent  les 
théorèmes  connus  sur  la  représentation  des  entiers  rationnels  sous  les  formes  x'  4- J^ 
ou  X*  +  xy  -\-  y* ,  x  et  y  étant  des  entiers  rationnels. 

Par  contre,  si  Ar  est  un  corps  réel,  le  théorème  47  nous  apprend  qu'il  existe  tou- 
jours une  unité  fondamentale  e  différente  de  zti,  et  au  moyen  de  laquelle  toute 
unité  du  corps  peut  être  mise  d'une  seule  façon  sous  la  forme  +  î".  où  a  est  un  entier 
rationnel. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  la  norme  de  cette  unité  fondamentale  est  égale 
à  4- 1  ou  à  —  I  n'ont  été  découvertes  que  dans  certains  cas  particuliers.  [Arndt  ', 
Dirichlet*,  Legendre',  Tano'.]  —  Comparez  à  ce  que  nous  venons  de  dire  la  pre- 
mière partie  de  la  démonstration  du  lemme  i3. 
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§  63.  —  Les  classes  d'idéaux. 

Les  calculs  du  paragraphe  24  permettent  d'établir  toutes  les  classes  d'idéaux  du 
corps  quadratique  k  pour  chaque  valeur  particulière  de  m.  11  a  été  construit  des 
tables  basées  sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  réduites  et  qu'il  faudrait  citer 
ici.  [GaussS  Cayley'.] 


CHAPITRE  XVII. 
Les  genres  dans  le  corps  quadratique  et  leurs  systèmes  de  caractères. 


fn,  m 
§  o/j.  —  Le  symbole     

\  w 

Pour  la  répartition  des  classes  d'idéaux,  nous  introduirons  dans  les  développe- 
ments de  la  théorie  du  corps  quadratique  un  nouveau  symbole.  Soient  n  et  m  deux 
entiers  rationnels,  où  ?n  n'est  pas  un  carré  et  où  w  est  un  nombre  premier  rationnel 

quelconque;  nous  donnerons  au  symbole  (  — —  j  la  valeur  -f  i,  dès  que  le  nombre  n 

est  congru  à  la  norme  d'un  entier  du  corps  algébrique  k{\/m),  et  si,  de  plus,  il 
existe  pour  toute  puissance  plus  élevée  de  w  dans  k{\/m)  un  nombre  entier  dont  la 
norme  est  congrue  à  n  suivant  cette  puissance  de  w,  dans  tout  autre  cas,  nous  pose- 

/n,  m\                 ^              -                 -,    /n,  m\  ,.     , 

rons  1  1  =  —  I .   Les  nombres  pour  lesquels  ( 1  r=  4-  i  seront  dits  les  restes 

normiques  du  corps  k[\/m)  suivant  iv,  les  nombres  n  pour  lesquels  f  — —  j  = —  i 
seront  les  non-restes  normiques  du  corps  k[\/m)  suivant  w. 

Lorsque  m  est  carre  pariait,  ( J  sera  toujours  pris  égal  a  i. 

Le  théorème  suivant  nous  indique  les  propriétés  du  symbole  f  — —  j  qui  nous 
permettront  de  le  calculer. 

Théorème  98.  —  Soient  n  et  m  deux  entiers  rationnels,  qui  ne  sont  pas  divisibles 
par  ly  ;  on  a  les  règles  suivantes  : 
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Pour  les  nombres  premiers  impairs  w,  on  a 

«      (^  =  +  ■• 


(«•) 


n,  w\       /w,  n\       fw 


w    J       \   w    J       \  n 


'n     m\  n-lm—l 

(6')  (:L^)  =  (_x)^- 


pour  ti;  =  2 


De  plus,  pour  des  nombres  entiers  rationnels  quelconques  n,  n' ,  m,  m!  par  rap- 
port à  tout  nombre  premier  w,  on  a  les  formules 

/  „  f—m.  n\ 


{c"") 


n,  m\       fm.  n 


w    y        \    w 
nn,  m\       fn,  m\  [h,  m 


w      J        \    w    /  \    lU 
n,  mni'\       fn,  m\  (n,  m' 


w      J       \    w   y  \   w 


Démonstration.  —  D'abord  il  est  évident  que  si  n  est  la  norme  d'un  entier  de  k , 


■n,  m\ 

on  a  1 )  =  +  I . 

w 


De  plus,  comme  — m  est  la  norme  de  y  m,  on  en  conclut  l'exactitude  de  (c').  De 
plus,  si  n  et  n'  sont  deux  entiers  rationnels  =|-o,  dont  le  quotient  est  la  norme  d'un 
entier  ou  d'une  fraction.de  lî{\/m),  l'égalité 


n,  m\       fn  ,m 


w   y       \  w 

est  évidente  d'après  la  définition  du  symbole. 

Si  —  est  le  carré  d'un  nombre  rationnel,  il  en  résulte  en  particulier  ce  fait  très 
n 

simple  que  la  valeur  du  symbole  [  — —  j  ne  change  pas  si  l'on  multiplie  n  ou  si  on 

le  divise  par  le  carré  d'un  nombre  rationnel  entier.  Nous  admettrons,  pour  plus  de 
simplicité,  que  ni  n  ni  m  ne  contienne'  le  carré  d'un  nombre  premier. 

Pour  reconnaître  l'exactitude  de  notre  système  de  formules,  nous  traiterons  dans 
l'ordre  les  trois  cas  particuliers  suivants  : 
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i)  Soit  ly  un  nombre  premier  impair  qui  divise  m. 
Si  n  n'est  pas  aussi  divisible  par  w,  la  congruence 

(a  2)  lin^{2X  -\-  yY  —  my^    ou     n^x' — m  y'      (w), 

n'admet  de  solution  entière  en  a;  et  y  que  si  (  —  j  =:  +  i.  Réciproquement,  si  la  der- 
nière condition  est  satisfaite,  la  congruence  n^^x^  admet  des  solutions  suivant 
toutes  les  puissances  de  w,  et  il  en  est  évidemment  de  même  de  la  congruence  (22). 
Donc,  en  vertu  des  hypothèses  admises, 


n,  m\       /  n 


w   y       \iv 

D'autre  part,  si  n  est  divisible  par  w, 

I —  nm 
n,  m\^       / — nm,  m\  10* 


J 


w   J       \       w        J        \       w 


2)  Soit  w  un  nombre  premier  impair  qui  ne  divise  pas  m.  Si  n  aussi  n'est  pas 
divisible  par  w,  la  congruence 


admet  toujours  des  solutions,  car  le  second  membre  de  cette  congruence  donne  tous 
les  restes  quadratiques  suivant  w,  lorsqu  on  fait  x=^i,  2 ,  .... ,  y  =  o  ;  et,  dans 

le  cas  de  ( j  =  —  i,  elle  donne  tous  les  restes  non  quadratiques  suivant  w,  pour 


w  —  I 
o,  y=i,  2,  ....  


Par  contre,  soit  ( j  =  -[- 1,  désignons  par  a  le  plus  petit  non-reste  quadra- 
tique du  nombre  premier  w,  et  soit  y=6  une  racine  de  la  congruence  —  my^^a —  i{iv) 
qui  a  certainement  des  solutions  ;  comme  a^  i  —  mb"-  suivant  iv,  la  forme  x^      m(bxy 

w  —  I  ,  ,      . 

représente  pour  £c=  i,  2 ,  .... tous  les  non-restes  quadratiques  suivant  w. 

2 

Comme  la  congruence  n^x*  —  my*  suivant  lu  admet  des  solutions,  on  en  conclut 

qu'elle  en  admet  aussi  suivant  toutes  les  puissances  de  w,  c'est-à-dire  qu'avec  nos 

hypothèses 

'n,  m' 


lU 


+  T. 


Admettons  maintenant  que  n  est  divisible  par  w,  mais  qu'il  ne  l'est  pas  par  lu^; 
conformément  aux  hypothèses  du  début,  une  solution  de  n^x^  —  my^  suivant  ly*  : 

a^x —  y m y 
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représenterait  un  nombre  du  corps  kym,  dont  la  norme  a  .  s%  =  n{oi)  contiendrait 
en  facteur  w  et  non  pas  m;',  c'est-à-dire  que  w  se  décomposerait  dans  le  corps  kiym) 
en  deux  idéaux  premiers  distincts  tt)  et  ip',  ce  qui  exige  comme  condition  nécessaire 

et  suffisante,  d'après  le  théorème  97,  (  —  j  =  +  i. 

Réciproquement  donc,  si  cette  condition  est  remplie,  w  est  dans  le  corps  k\\/ m) 
un  produit  n)W)'  de  deux  idéaux  premiers  distincts.  Si  l'on  désigne  alors  par  a  un 
nombre  entier  de  k\\/m)  divisible  par  to,  mais  non  par  to*  ou  par  tt)', 

n  .  n  (a) 

, — ,  m 

n,  m\       fn .  n(y.),  m\        \      w  ,  

n,  m\       /^m\ 
IV  J 


w  /       \        w        /        \        w 


c'est-à-dire  qu'avec  les  hypothèses  actuelles,  on  a  toujours  (  — —  j 


Les  résultats  acquis  établissent  immédiatement  l'exactitude  des  formules  (a') 
et  (a");  de  plus,  ils  donnent  pour  des  nombres  premiers  impairs  les  formules  (c') 
et  (c"),  et  ils  les  donnent  complètement  si  l'on  examine  dans  l'ordre  les  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter  en  tenant  compte  de  la  divisibilité  ou  de  la  non-divisibilité 
des  nombres  n .  n' ,  m  par  w. 

3)  Dans  le  cas  de  w^2,  nous  ferons  d'abord  les  considérations  suivantes.  Soit 
/(xy)  une  fonction  homogène  du  second  degré  à  coefficients  entiers  de  x  et  de  y,  et  n 
un  nombre  entier  rationnel  impair;  si  la  congruence  n^f(xy)  suivant  2'  admet 
des  racines,  elle  en  admet  aussi  suivant  toute  puissance  supérieure  de  2,  2*"^'(e^3). 
Nous  le  démontrerons  en  concluant  de  e  à  e  -f- 1.  Soient  a,  b  deux  entiers  rationnels, 
tels  que/(a,  6)^n  suivant  3^.  où  e^3;  si  l'on  n'a  pas  n^f(a,  b)  suivant  2*"*"', 
mais  bien  mieux  n^f(a,  h)  -\-  2"  suivant  2*"',  nous  déterminerons  un  nombre  c, 
tel  que  c*^  i  -|-  2*  suivant  3"^',  ce  qui  est  possible  à  cause  de  e^  2;  et  alors 

f(ca,  cb)  =  c'-f(a,  b)=f{a,  b)  +  2j{a,  b)=f(a,  b)  -f-  2' =  n     (2^-^'); 

c'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Dès  lors,  si  nous  voulons  établir  la  valeur  de  |  — —  j  pour  n  impair,  il  nous  faut 

chercher  quelles  sont  les  valeurs  de  n  et  de  m  qui  se  correspondent  de  manière  à 
rendre  possibles  les  congruences 

(33)  n^x'  -{-  xy ; —  y*    ou     n^x*  —  my*      (3'). 

4 

[m  =  1.  (4)]  [m  =  2,  3  (4)] 

Un  calcul  très  court  nous  fournit  la  table  suivante  : 
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Dans  cette  table,  nous  a\ons  mis  dans  la  colonne  des  m  les  six  restes  suivant  3*  à 
considérer,  et,  dans  la  colonne  des  n,  les  restes  impairs  suivant  2'  qui  leur  corres- 
pondent et  rendent  possible  la  congruence  28  : 


m 

n 

I 

3, 

5, 

7 

2 

7 

3 

5 

5 

3, 

5, 

7 

6 

3 

7 

5 

Cette  table  nous  montre  que  pour  n  et  m  impairs  l'égalité  (6')  est  vraie  ;  elle  montre 
aussi  que  pour  n  impair,  m  pair=  2m';  on  a  : 


n,  2W 


m2 — 1       n  —  i     m' — 1 


D'autre  part,  si  n  est  pair  =^  2n'  et  m  impair,  il  faut  distinguer  les  deux  cas  m^i 
et  m^3  suivant  4- 

Dans  le  premier  cas,  il  faut  que  2  soit  dans  le  corps  k[\/m)  le  produit  de  deux 
idéaux  premiers  distincts  dès  que  n  =  2/1'  est  reste  normique  de  2  dans  k{\/m),  c'est- 
à-dire  que  f  —  j  doit  être  égal  à  4- 1-  Si  cette  condition  est  remplie,  on  peut  toujours 

trouver  un  nombre  a  dans  k{\/m)  dont  la  norme  n(a)  est  divisible  par  2  et  non  par  4  ; 
on  a  alors 

n' .  /i(a) 
an  ,  m\       /2n' .  n(7.),  m^ 


,  m 


et  ce  dernier  symbole  suivant  (6')  est  égal  à  +  i  ;  on  a  donc 


2n',  m\       f  m\       ,         "'-* 
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Dans  l'autre  cas  m ^3 (4),  la  valeur  du  symbole  en  question  dépend  de  la  possi- 
bilité de  la  congruence  2n'^x^  —  my'  suivant  une  puissance  quelconque  de  2,  2*. 
Une  pareille  congruence,  comme  on  le  voit  aisément,  n'est  possible  que  s'il  en  est 

ainsi  de 

m^x* — 2/i'y* 

suivant  la  même  puissance  2*;  c'est-à-dire  que 

2n',  m\       fm,  in 


2      /        \      2 
Enfin,  si  n  et  m  sont  tous  les  deux  divisibles  par  2,  n=:2n' ,  ni^^^m' ,  on  a 


Les  résullats  obtenus  ont  pour  conséquence  immédiate  la  formule  (6"),  et  nous 
reconnaissons  en  même  temps  que  les  formules  (c")  et  (c"')  sont  exactes  pour  w^2. 
La  formule  c""  se  déduit  d'une  combinaison  de  (c")  et  (c'"). 

Le  théorème  98  est  complètement  démontré. 

Des  formules  (a'),  (a"),  {b'),  (6")  du  théorème  98,  on  déduit  ce  qui  suit  : 

Si  l'on  considère  un  système  complet  de  nombres  premiers  avec  w  et  incongrus 
suivant  w^,  où  e^i  et  même  e>>2  dans  le  cas  dew  =  2,  tous  ces  nombres  sont  des 
restes  normiques  du  corps  k[\/ni)  suivant  m,  ou  bien  ils  forment  la  moitié  de  ces 
restes,  suivant  que  w  est  premier  avec  le  discriminant  de  /i(y/m)  ou  qu'il  ne  l'est  pas. 


S  65.  —  Les  systèmes  de  caractères  d'uj*  idéal. 

Soit  t  le  nombre  des  diviseurs  premiers  rationnels  des  discriminants  de  kyy/m), 
désignons-les  par  l^,  l^,  ... ,  l^. 

A  chaque  nombre  entier  rationnel  correspondent  alors  des  valeurs  parfaitement 
déterminées  (+1  ou  —  i)  des  /  symboles 

'a,  m\  fa,  m' 


dont  le  sens  est  déterminé  par  le  paragraphe  précédent;  ces  t  unités  +  i  prendront 
le  nom  de  système  des  caractères  du  nombre  a  dans  le  corps  k\\/m).  Pour  pouvoir 
attribuer  aussi  à  tout  idéal  a.  du  corps  /t'(\/m)  un  système  de  caractères  bien  déter- 
miné, nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  k  est  un  corps  imaginaire  ou  un  corps 
réel.  Dans  le  premier  cas,  les  normes  des  nombres  de  k{\/rn)  sont  toujours  positives; 
nous  poserons  r=  ^,  n  =  +  n{<i),  et  nous  dirons  que  les  r  unités 

(24)  fn^\  /n^: 
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forment  le  système  des  caractères  de  l'idéal  a,  il  est  parfaitement  déterminé  par 
l'idéal  a.  Dans  le  second  cas,  nous  formerons  d'abord  le  système  des  caractères  du 
nombre  —  i  : 

/— I.  m\  /— I,  m' 

'''^  [-^)-  ■■■  {-T 

Si  toutes  ces  unités  sont  égales  à  +  i,  nous  poserons,  comme  dans  le  premier  cas, 
n^n(a),  r  =  t,  et  nous  dirons  encore  que  le  système  24  est  le  système  des  carac- 
tères de  a.  Par  contre,  si  parmi  les  /  caractères  (a5)  se  trouve  l'unité  —  i,  soit  par 

/ —  I,  m\  _ 

exemple  ( j  ^= —  i,  nous  poserons  /'=/ —  i  et  n  =  +  /î(a)  en  choisissant  le 

.     ,  /7ï,  in\  ,,  . 

signe  de  iaçon  que  (  — - —  j  =  -|-  i,  et  nous  désignerons  les  r  unîtes  (24)  résultant  de 

ces  hypothèses  sur  /'  et  sur  lï  le  système  des  caractères  de  l'idéal  a. 

Les  conventions  que  nous  venons  de  faire  nous  permettent  d'énoncer  le  théorème 
suivant  : 

S  66.  —  Le  système  de  caractères  d'une  classe  d'idéaux  et  la  notion  de  genre. 

Théorème  99.  —  Tous  les  idéaux  d'une  même  classe  du  corps  k{\/m)  admettent 
le  même  système  de  caractères. 

Démonslration.  —  Soient  a  et  a'  deux  idéaux  de  kiym)  appartenant  à  la  même 
classe;  il  existe  un  nombre  a  entier  ou  fractionnaire  de  k\ymj,  tel  que  a!  =^y.a.  Par 
suite,  n{a.')  =  ztLn{<x)n{a),  où  ±  désigne  le  signe  de  n{%),  et,  par  suite, 

'n(a'),  in\       f±n{a),  nf 


l      J       \         l 

pour  1=1,,  ••■,  If  En  tenant  compte  des  conventions  du  paragraphe  65,  on  obtient 
le  théorème  99. 

De  cette  façon,  à  chaque  classe  d'idéaux  correspond  un  système  de  caractères. 
Nous  rangerons  dans  le  même  genre  toutes  les  classes  d'idéaux  qui  ont  le  même  sys- 
tème de  caractères,  et,  en  particulier,  nous  définirons  genre  principal  l'ensemble  de 
toutes  les  classes  dont  les  systèmes  de  caractères  est  formé  d'unités  toutes  positives. 
Comme  le  système  de  caractères  de  la  classe  principale  a  évidemment  cette  propriété, 
la  classe  principale  appartient  au  genre  principal.  De  la  formule  c",  paragraphe  C/i, 
nous  déduirons  facilement  ce  fait,  que  la  multiplication  des  classes  d'idéaux  de  deux 
genres  fournit  la  classe  d'idéaux  d'un  genre,  dont  le  système  de  caractères  s'obtient 
par  la  multiplication  des  caractères  correspondants  des  deux  genres.  Il  en  résulte  en 
particulier  que  le  système  des  caractères  du  carré  d'une  classe  d'idéaux  d'un  genre 
quelconque  ne  contient  que  des  unités  positives,  et,  par  suite,  le  carré  de  toute  classe 
d'idéaux  appartient  au  genre  principal. 

Tout  genre  contient  le  même  nombre  de  classes. 
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§  67.   —  Théorème  fondamental  relatif  aux  genres  du  corps  quadratiqi  e. 

Une  question  se  pose  :  Un  système  quelconque  de  r  unités  ±  t  peut-il  être  le  sys- 
tème de  caractères  d'un  genre  du  corps  k\\/m)^  La  solution  de  cette  question  est 
d'une  importance  capitale  pour  la  théorie  du  corps  quadratique;  elle  est  contenue 
dans  un  théorème  dont  la  démonstration  nous  occupera  jusqu'au  paragraphe  78  et 
qui  s'énonce  : 

Théorème  100.  —  La  condition  nécessaire  et  sufïisahte  pour  qu'un  système  quel- 
conque de  r  unités  +  i  soit  le  système  des  caractères  d'un  genre  du  corps  k{\/m)  est 
que  le  produit  des  r  unités  soit  égal  à  +  i-  C'est  pourquoi  le  nombre  des  genres  du 
corps  k[\/m)  est  égal  à  a*""'.  [Gauss*.] 

§  68.  —  Un  lemme  s'appliquant  aux  corps  quadratiques  dont  le  discriminant  ne 

CONTIENT    qu'un    DIVISEUR    PREMIER. 

Pour  nous  rapprocher  du  but  indiqué  au  théorème  100,  nous  démontrerons 
d'abord  le 

Lemme  i3.  —  Lorsque  le  discriminant  d'un  corps  lx=zzk[\^m}  ne  contient  qu'un 
diviseur  premier  rationnel  /,  le  nombre  des  classes  d'idéaux  de  le  est  impair.  Le  sys- 
tème des  caractères  se  compose  d'un  caractère  unique  relatif  à  /;  ce  caractère  est 
toujours  égal  à  +  i.  c'est-à-dire  que  dans  le  corps  il  n'y  a  qu'un  genre  :  le  genre 
principal. 

Démonstration.  —  Désignons  par  s  la  substitution  qui  transforme  un  nombre  du 
corps  k  en  son  conjugué.  Désignons  encore,  lorsque  m^o,  par  s  une  unité  fonda- 
mentale du  corps  k,  —  z,  — , représentent  des  unités  du  même  genre;  nous  dé- 
montrerons tout  d'abord  que  l'hypothèse  du  lemme  nous  donne  n(c)  =  e.5i  =  —  i. 
En  effet,  admettons  que  n(z.)=^-\-  i,  on  pourrait  trouver,  d'après  le  théorème  90,  un 

entier  a  du  corps  tel  que  £^-^;  il  en  résulte  a^E.sy.,  c'est-à-dire  que  tout  fac- 

S(a) 

teur  idéal  premier  contenu  dans  a  le  serait  dans  sa.  Mais  d'après  l'hypothèse  faite 
dans  l'énoncé,  lorsque  m^o  y  m  est  le  seul  facteur  premier  de  k,  qui  est  égal  à 
son  conjugué  et  qui  n'est  pas  rationnel,  on  a  ou  bien 

(x  =  't]a       ou         a  =  Y,  \/m  a , 

7)  étant  une  unité  et  a  un  entier  rationnel  positif  ou  négatif;  il  en  résulterait 
£  =  zb  t/~*  =  + 'i\  et  £  ne  serait  pas  une  unité  fondamentale,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse. 
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Démontrons  maintenant  la  première  partie  du  lemme.  Si  le  nombre  h  des  classes 
du  corps  k  était  pair,  il  y  aurait,  suivant  le  théorème  57,  un  idéal  \  n'appartenant 
pas  à  la  classe  principale,  tel  que  î*'^i  ;  mais  comme  \s\'-*^\,  on  en  conclurait  \^*^s\. 
Posons  j  =  a5.j,  c'est-à-dire  i'~*  =  a;  g  est  un  nombre  de  k  dont  la  norme  /i(a)=-l- 1 . 
Dans  le  cas  où  le  signe  serait  +,  posons  [i  =  a;  le  secr  nd  n'est  évidemment  possible 
que  pour  un  corps  réel  ;  faisons  6  =  £7. ,  t  désignant  comme  tout  à  l'heure  l'unité  fon- 
damentale de  k.  Avec  ces  hypothèses,  on  aurait  à  chaque  fois  n([j)  =  4-  i,  et,  par 

suite,  d'après  le  théorème  90,  -  =  y'~%  ovi  y  est  un  entier  de  k.  De  !x  =  j'~*  résulte- 
rait (yj)'~*=i,  c'est-à-dire  (Y)j  =  .ç(Yi),  et  on  conclurait  comme  précédemment  que 
l'idéal  (y)i  est  ou  bien  =(a)  ou  (a)I,  où  a  est  un  nombre  entier  rationnel  et  I  le 
seul  nombre  premier  de  k  égal  à  son  conjugué  et  non  rationnel.  Or,  lorsque  m  -\-  —  i , 
ce  facteur  premier  i  =  \/m,  et,  pour  m  =  — i.  ï^i  -\-\/ — i,  c'est-à-dire  qu'on  a 
toujours  ï  '■^-^  I,  et,  par  suite,  j  ^^  i,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Lorsque  k  est  un  corps  réel,  n{z)  =  —  i  nous  indique  de  suite  que 

I,  m' 


/ 

et  alors,  d'après  le  paragraphe  65,  le  système  du  caractère  d'un  idéal  \  est  consti  ué 

par  l'unité r-^ — ;  ce  caractère  unique  est  égal  à   +  i  pour  chaque  idéal  j  du 

corps  k ,  sans  quoi  l'ensemble  des  classes  d'idéaux  de  k  se  répartirait  en  deux  genres 
et  le  nombre  des  classes  h  serait  pair. 

Ce  lemme  i3  nous  montre  que  le  théorème  fondamental  100  est  vrai  dans  le  cas 
le  plus  simple,  c'est-à-dire  le  cas  du  corps  quadratique  dont  le  discriminant  d  ne 
contient  qu'un  diviseur  premier  rationnel. 


§  69.  —  Le  théorème  de  réciprocité  pour  les  restes  quadratiques. 


Un  lemme  relatif  au  symbole 


w 


Théorème  ioi.  —  Soit/j  et  q  deux  nombres  premiers  rationnels  impairs  positifs 
différents  l'un  de  l'autre  ;  on  a  la  règle 


P\  ((i 


p— 1     q—\ 


,  .    .      (-0  ^     ^ 

dite  loi  de  réciprocité  des  restes  quadratiques.  On  a,  de  plus, 

dits  théorèmes  complémentaires  à  la  loi  de  réciprocité  quadratique.  [Gauss*.] 
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Démonstration.  —  Soit  k{\/m)  un  corps  dont  le  discriminant  ne  contient  qu'un 
diviseur  premier  /,  et  désignons  par  n  la  norme  d'un  idéal  de  ce  corps  k;  d'après  le 

lemme  i3  on  a  toujours  [  ^— J  =  +  i-  Mais  d'après  les  théorèmes  96  et  97,  on  voit, 
qu'en  particulier,  tout  nombre  premier  positif  impair  qui  ne  divise  pas  m  et  dont  m 
est  reste  quadratique  est  la  norme  d'un  idéal  de  k{\/m).  Nous  utiliserons  ce  fait 
pour  dresser  le  tableau  suivant  :  nous  désignerons  par />  et  p'  deux  nombres  premiers 
rationnels  distincts  congrus  à  i  suivant  h,  par  q  et  q'  deux  nombres  premiers  dis- 
tincts congrus  à  3  suivant  l\,  tandis  que  r  représentera  un  nombre  premier  rationnel 
impair  dont  nous  ne  préjugeons  pas  le  reste  par  4- 

Si  :  On  a  : 


m 

l 

n 

(^) 

=  +  I 

^  n,  m  \^ 

=  +  I 

\   i   ) 

—  I 

2 

r 

{^) 

=  +  I 

/r.-,X 

r— 1 

=  4-  I 

l  =  ; 

2 

2 

r 

(^) 

=  +  I 

("  '■•  M 

=  (-l)    « 

"=+  I 

l  .  ) 

3. 

P 

P 

p' 

(^) 

=  +  I 

i-^) 

=  (f) 

=  +  I 

4. 

P 

P 

q 

(  p\ 

V    q   J 

=  +  I 

(  q>p  \ 
\    p    J 

-(f) 

=  +  1 

5. 

—  Q 

q 

P 

V  p  J 

=  +  I 

(P'  -  ^^ 

V      q      J 

-(i) 

=  +  I 

6. 

—  Q 

q 

q' 

(-q\ 
V  q'  ) 

=  +  I 

M^-q\ 

V      q      J 

=  œ 

=  +  I 

Dans  un  corps  k\\J p) ,  n{i)=^—\   nous  apprend  que  [ '-  )^-|-i;  ajoutons 


cette  remarque  à  la  ligne  i ,  il  en  résulte  que,  d'une  façon  générale,  (  — ^  )  ^  ( —  ')  '   ' 
Appliquons  la  proposition  citée  au  début  de  cette  démonstration  au  nombre  pre- 
mier n=2,  et  remarquant  que  2  est  toujours  la  norme  d'un  idéal  dans  k\\Jp),  ou 

k\\J — q),  dès  que  (—1)   >*    =  +  i  ou  (—  i)   «    =  -f  i,  il  en  résulte  que,  si 


ces  con- 


2,/) 


2, 


+  I,    c'est-à- 


ditions  sont  satisfaites,  ( j  =  (  -  j  =  4- 1,    ou 

dire  que  si  ( —  i)  **   =  +  i,  on  a  (  -  j  =  +  i.  Ajoutons  ce  résultat  à  la  ligne  2 .  on  a, 


d'une   façon  générale,    (-)  =  (— i)  »    .    Le   contenu  de   la   ligne   3   montre  que 
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Les  lignes  4  et  5  nous  apprennent  que 

(S) -(S) 

et  la  ligne  6  que  f  —  j  =  —  (  ~"  )  »  ^^  ^^  ^^^^  tenir  compte  du  caractèredu  restede  —  i, 

qui  a  été  trouvé  d'abord. 

Il  reste  à  démontrer  que  si  (  — j  =  -f  i,  on  a  nécessairement  f  —  j  =  —  i.    Le 

théorème  de  réciprocité  pour  deux  nombres  premiers  rationnels  q  et  q',  qui  tous 
deux  ^  3  suivant  (4),  s'obtient  le  plus  simplement  en  considérant  le  corps  kiyqq')  , 

car  comme  [ '- )= — i,  la  norme  de  l'unité  fondamentale  e  de  ce  corps  est 

et 

certainement  =  -f  i,  et  il  y  a  un  entier  a  (voir  théorème  90),  tel  que  s  =  a'~'  = , 

s .  X 

où  Sx  est  le  nombre  conjugué  de  a.  Nous  en  conclurons  facilement  que  l'idéal  pre- 
mier q  contenu  dans  q  est  un  idéal  principal.  Par  suite,  en  choisissant  convena- 
blement le  signe, 

donc 


7     /        \    Q 
et  en  tenant  compte  de  la  formule  (c')  du  théorème  ^8  : 


©-(f) 


Lemme  i4.  —  Soient  n  et  m  deux  entiers  rationnels  quelconques  qui  ne  sont  pas 
tous  deux  négatifs;  on  a 


où  le  produit  II  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers  rationnels. 

Démonstration.  —  Soient  p  et  q  deux  entiers  rationnels  distincts  impairs  et  tous 
deux  premiers;  les  règles  (a"),  (6'),  (6")  du  paragraphe  64  et  le  théorème  101  nous 
permettent  d'écrire  : 


2      /  \      2      /  \      p 
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et  grâce  à  la  règle  (a')  du  paragraphe  6Z|.  le  lemme  i4  subsiste  pour  le  cas  où  les 
nombres  n  et  m  égalent  Hz  i  ou  ne  contiennent  qu'un  nombre  premier.  Les  for- 
mules (c™)  et  (c"")  montrent  que  le  lemme  il\  est  général. 

De  ( '- )  =  —  I,   il  résulte  que  si  n  et  w  sont  tous  deux  négatifs,  le  pro- 
duit   I  I   est  égal  à — i. 
(«■) 
On  peut  exprimer  plus  simplement  la  proposition  contenue  dans  le  lemme  i^  et 

celle  que  nous  venons  d'énoncer  en  employant  le  nouveau  symbole  (  - 


en  lui  donnant  la  valeur  +  i,  si  l'un  des  nombres  n  ou  ru  est  négatif,  et  la  valeur  —  i 
lorsqu'ils  le  sont  tous  les  deux. 


§  70.  —  Démonstration  des  rapports  entre  l'ensemble  des  caractères  d'in 

GENRE    énoncés    DANS    LE    THÉORÈME    FONDAMENTAL    lOO. 

Appliquons  le  lemme  i^-  Soit  51  une  classe  d'idéaux  du  corps  k{\/m),  et  soit  a  un 
idéal  de  cette  classe  premier  avec  2  et  avec  d,  et  soit  n  =  ^n(a)  la  norme  de  l'idéal  a 
pourvue  du  signe  prévu  au  paragraphe  65;  le  produit  de  tous  les  caractères  de  la 
classe  3C  est  donné  par 

n,  m\  /n,  m^ 


Comme  n(o)  est  la  norme  d'un  idéal,  tout  nombre  premier  rationnel  p  contenu 
dans  n  se  décompose  dans  le  corps  k\\/m)\  et,  par  suite,  d'après  le  théorème  96, 
m  est  reste  quadratique  de  tout  pareil  nombre. 

Du  lemme  i^,  et  en  tenant  compte  des  formules  (c'"),  (a'),  (a")  du  théorème  98, 
on  a 

n,  m 
w 


("•» 


nR;F  =+■• 


lorsque  w  prend  les  valeurs  des  nombres  premiers  impairs  contenus  dans  d,  ainsi 
que  la  valeur  2. 

Si  donc  le  discriminant  d  du  corps  kys/m)  contient  le  nombre  premier  2,  il  est 
démontré  déjà  que  pour  toute  classe  de  k\\/m)  le  produit  de  tous  les  carac- 
tères =  -f-  I  . 

Par  contre,    si   2  n'est   pas  contenu   dans  d,    comme  m^i    suivant  k,  on  a 

(  — —  j  =r  4- 1 ,  et  lé  théorème  est  aussi  démontré  dans  ce  cas. 
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Ayant  démontré  que  le  produit  des  caractères  est  égal  à  +  i,  nous  reconnaissons 
de  suite  que  le  nombre  des  genres  dans  le  corps  quadratique  lî{\/m)  est  au  plus  égal 
à  la  moitié  de  tous  les  systèmes  de  caractères  imaginables,  c'est-à-dire  au  plus 
égal  à  3'^*. 


CHAPITRE  XVIII. 
L'existence  des  genres  dans  le  corps  quadratique. 

§  71.  —  Le  théorème  scr  les  normes  des  nombres  d'un  corps  quadratique. 

Il  reste  à  faire  voir  que  la  seconde  partie  du  théorème  100  est  vraie,  c'est-à-dire  à 
démontrer  que  la  condition  que  nous  avons  reconnue  nécessaire  pour  qu'un  système 
de  r  unités  it:  i  forme  le  système  de  caractères  d'un  genre  dans  k[\/in)  est  aussi  suf- 
fisante. On  peut  y  arriver  par  deux  voies  bien  distinctes  :  la  première  est  de  nature 
purement  arithmétique,  la  seconde  a  des  moyens  transcendants.  La  première  dé- 
monstration résulte  des  raisonnements  suivants  : 

Théorème  102.  —  Si  n,  m  sont  deux  entiers  rationnels,  m  n'étant  pas  un  carré 
parfait,  qui  remplissent  pour  tout  nombre  premier  w  la  condition 

n,  m\ 


w 

le  nombre  n  est  toujours  la  norme  d'un  nombre  entier  ou  fractionnaire  1  du 
corps  k[\/m). 

Démonstration.  —  La  condition   1  I  [ '- —  ]  exige,  comme  il  résulte  de  la  re- 

marque  faite  à  la  fin  du  paragraphe  69,  que  l'un  des  nombres  n  ou  m  au  moins  soit 
positif.  Nous  pouvons  admettre  que  n  et  m  ne  renferment  pas  de  facteur  rationnel  au 
carré.  Soit  alors  p  un  facteur  premier  de  n  qui  divise  aussi  le  discriminant  d  du 
corps  k[\/m);  p  est  la  norme  d'un  idéal  de  k[\/m).  De  plus,  si  p  est  un  nombre 

....                                            fn,  m\       /m\ 
premier  impair  qui  divise  n  et  m  ou  m,  comme  I )^^\  —  )  =  +  i,  p  est  aussi  la 

norme  d'un  idéal  de  k[\/m).  Enfin,  si  2  divise  n  et  ne  divise  pas  le  discriminant  du 

,  f  /—\                  fn,  m\       fi,  m\       ,       ,E^ 
corps  k\y  m),  comme  (  1  =^  \ 1  =( —  i)   **    =  +  i,  2  est  encore  la  norme 

d'un  idéal  de  k\\jni),  et,  ^ar  suite,  k\\l m)  contient  certainement  un  idéal  j,  tel 
qvie  |n|  =  n(t).  Choisissons  dès  lors  dans  la  classe  d'idéaux  déterminée  par  \  un 
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idéal  y,  dont  la  norme  n{i')^  ^\/d\  ou  d  est  le  discriminant  du  corps  k{\/m).  Ceci, 
d'après  le  théorème  5o,  est  toujours  possible.  Nous  poserons  i'  =  y4  et  n'  =  n.niy), 
où  X  est  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  de  k\\/m);  on  aura  n'  =  H::n(j)  avec  le 
signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  «(•/,)  est  positif  ou  négatif.  Le  nombre  entier  ra- 
tionnel n'  est  donc  en  particulier  sûrement  positif  lorsque  m  est  négatif.  Comme  (/  a 
pour  valeur  m  ou   [\m,   on  a   |n'| -^  2|v/rj|,   et   il  en   résulte    |n'|<^|m|   dès  que 

2  |v/m|  «<;  |/n| ,    c'est-à-dire    (/«|  >  4-    D'autre  part,    comme   n' =  n  .  n(v.),    on   a 

n,  m\       /n',  m\ 

1  =  (  )  =  -!-],  et,  par  suite,  a  cause  de  la  formule  (c  )  du  théorème  98, 

m,  n' 


w 


=  +  I 


pour  tout  nombre  premier  w . 

Admettons  que  le  théorème  102,  que  nous  voulons  démontrer,  soit  vrai  pour  tout 
corps  kyym)  pour  lequel  le  nombre  m',  qu'il  soit  positif  ou  négatif,  satisfait  à 
|m'|  <;  \m\ .  Le  nombre  n'  que  nous  venons  de  trouver  satisfait  à  |n'|  <C  |w|  et  n'est 

.      ,       fm,  n'\ 
pas  un  carre,  et  comme  on  a  de  plus  (  1  =  +  i  pour  tout  nombre  premier  w,  il 

faut,  grâce  à  notre  hypothèse,  que  le  nombre  m  soit  la  norme  d'un  nombre  x'  dans 

le  corps  kyyn'j,  c'est-à-dire  qu'il  existe  deux  nombres  entiers  ou  fractionnaires  ra- 
tionnels tels  que 

m  =  a*  —  n'b*  ; 

d'autre  part,  si  n'  est  un  carré,  la  possibibilité  de  cette  égalité  est  évidente.  Comme 
il  faut  que  b  soit  =[=  o,  on  voit  que  n'=  f  j  j  —  ^»  (  t  )  =^n(X),  c'est-à-dire  que  n'  est 

la  norme  d'un  nombre  X  dans  le  corps  k{\/m).  En  rapprochant  ce  fait  de  n'=^n.n{'A), 
on  voit  que  n  =  n(x),  où  a  =  —  est  encore  un  nombre  de  k{\/m). 

La  démonstration  complète  du  théorème  102  sera  accomplie  dès  que  nous  aurons 
montré  que  le  théorème  est  vrai  pour  |m|  -^4  avec  \n\<^  \\/d\.  En  restreignant  ainsi 
les  nombres  n  el  m,  les  conditions  du  théorème  102  ne  sont  remplies  que  dans 
huit  cas. 

Les  égalités 

i=n(\/-~i),  _2  =  ^(y/2), 

2  =  n(2  +  s/2),  —  2  =  n(i  -\- \/ï), 

—  ï  =Ai(i  +  v/2),  — 3  =  /i(v/3) 

montrent  que  dans  ces  huit  cas  le  théorème  102  est  vrai. 

Fac.  de  T.,  3<»  S.,  II,  35 
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On  reconnaît  que  le  théorème   loa  est  encore  vrai  si  on  en  modifie  l'énoncé  en 

,.  .       (  n,  m\  ...  ,  , 

exigeant  que  la  condition     :=  4- 1  ne  soit  remplie  que  pour  tous  les  nombres 

\,  w   / 

premiers  impairs  w;  mais  il  faut  alors  ajouter  cette  condition  que  l'un  des  nombres 
n  et  m  au  moins  est  négatif.  [LagrangeS  Legendre*,  Gauss'.]  Et,  en  effet,  d'après  le 

lemme  i4,  l'égalité  (  — —  }  ==  i  est  alors  satisfaite  d'elle-même. 


S  72.  —  Les  classes  du  genre  principal. 

A  la  fin  du  paragraphe  66  nous  avons  montré  que  le  carré  d'une  classe  d'idéaux 
appartient  toujours  au  genre  principal.  Le  théorème  103  du  paragraphe  71  nous 
permet  de  montrer  la  réciproque. 

Théorème  io3.  —  Dans  un  corps  quadratique,  toute  classe  du  genre  principal  est 
le  carré  d'une  classe.  [Gauss*.] 

Démonstration.  —  Soit  H  une  classe  du  genre  principal  du  corps  k[\/m)  et  \)  un 
idéal  de  cette  classe  première  avec  le  d  du  corps  k[\/m),  soit  n  la  norme  de  l'idéal  if 
précédée  du  signe  prévu  au  paragraphe  65.  Ce  nombre  n  remplit  alors,  quel  que  soit 

le  nombre  premier  iv,  la  condition  f  — —  j  =  +  i ,  et  par  suite  on  a  /î^n(ot),  où  x 

est  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  du  corps  k{\/m).  Posons  donc-  =  — ,  ^  et 

ft'  étant  des  idéaux  premiers  entre  eux;   il  en  résulte  que  — ; — ,^i  et,  par  suite, 
fj'r=5fi.  Comme  ^s^'-^  i.  il  en  résulte  que  ^  ^^  ff. 

Cette  propriété  caractéristique  des  idéaux  du  genre  principal  a  un  rapport  étroit 
avec  une  autre  propriété  également  caractéristique  de  ces  idéaux  et  qui  est  exprimée 
par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  io/j.  —  Soient  w^,  w^  deux  nombres  de  base  du  corps  quadratique  k  et 
y;,,  T|,  deux  nombres  de  base  d'un  idéal  ff  appartenant  au  genre  principal  de  k,  et 
enfin  soit  N  un  nombre  entier  rationnel  quelconque  donné;  on  peut  toujours  trouver 
quatre  nombres  rationnels  /\,,  i\^,  ^\^,  r^^  dont  les  dénominateurs  sont  premiers 
avec  N ,  dont  le  déterminant  /\,/*„  —  /\,/'„  =  +  i ,  et  tels  que 

Démonstration.  —  Déterminons  un  idéal  ï)'  équivalent  à  ^;  î>'=|8^  premier 
avec  No?. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  utilisé  dans  la  démonstration  du  théorème  io3, 
n  =  +'î(^')  est  égal  à  la  norme  d'un  nombre  oc  entier  ou  fractionnaire  du  corps  k, 
si  l'on  choisit  le  signe  +  ou  le  signe  —  d'après  les  conventions  du  paragraphe  65. 
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L'idéal  a^'=  ap^  admet  les  nombres  de  base 

oùa^j,  a,,,  ttjj,  a,,  sont  des  entiers  rationnels.  Comme  n(a^')  =  7ïS  le  déterminant 
a^^a^^  —  a,j«„  =  it:^*,  et  par  suite  les  quatre  nombres 

r    =^      r    =^     r    =^     r    ='-^ 
"        7ï  '      *'        n  '      *'        n  '-     "        n 

ont  les  propriétés  indiquées  dans  l'énoncé. 


§  78.  —  Les  idéaux  ambiges. 

Nous   dirons   qu'un    idéal  a  du    corps  A:  est   un    idéal   ambige  si    l'opération 

5=(\/m  ;  —  s/m)  le  laisse  inaltéré  et  s'il  ne  contient  pas  d'autre  facteur  entier 
rationnel  que  +  i  (voir  §  37).  On  a  le 

Théorème  io5.  —  Les  /  idéaux  premiers  I,,  ï^,  ...,  i,  distincts  contenus  dans  le 
discriminant  d  du  corps  k  sont  des  idéaux  ambiges  premiers  du  corps  k,  et  il  n'y 
en  a  pas  d'autres.  Les  2'  idéaux  i,  ï,,  ï^,  ...,  ï^  I^,  ...,  ï,  I^  ...  \^  forment  l'ensemble 
de  tous  les  idéaux  ambiges  du  corps  k . 

Démonstralion.  —  Que  les  idéaux  premiers  ï^,  ....  I^  sont  ambiges  et  qu'il  n'y  en 
a  pas  d'autres,  cela  résulte  du  théorème  90.  Soit  maintenant  a  =  p.q...r  un  idéal 
ambige  quelconque  décomposé  en  idéaux  premiers;  comme  (i  =  s(i,  il  faut  que  les 
idéaux  conjugués  à  p,  q,  ....  r,  sp,  5q,  ....  st,  abstraction  faite  de  leur  ordre, 
soient  égaux  à  :p,  q,  ...,  r.  Si  on  avait,  par  exemple,  5p  =  q,  a  contiendrait  le  fac- 
teur psp,  qui  est  un  entier  rationnel;  comme  ceci  est  contraire  à  la  définition  d'un 
idéal  ambige,  il  faut  que  p:^=sp ,  q  =  5q,  ... ,  c'est-à-dire  que  tous  les  idéaux  soient 
ambiges.  Gomme  les  carrés  des  idéaux  I,  ...,  \^  sont  des  entiers  rationnels,  nous  en 
concluerons  que  p,  q.  ...,  r  sont  nécessairement  distincts,  et  la  dernière  partie  du 
théorème  io5  est  démontrée. 

S  74.  —  Les  classes  ambiges  d'idéaux. 

Soit  a  un  idéal  de  la  classe  A;  nous  désignerons  par  ^A  la  classe  à  laquelle  appar- 
tient sa.  Et,  en  particulier,  si  A  =  sA,  la  classe  d'idéaux  A  est  dite  une  classe  ambige 
d'idéaux.  Comme  le  produit  asa  -^  i,  A.5A=  i  ;  et  par  suite,  le  carré  de  toute  classe 
ambige  est  égal  à  la  classe  principale  1.  Réciproquement,  lorsque  le  carré  d'une 

classe  A  égale  i,  A=:  — =  sA,  et  par  suite  la  classe  A  est  ambige. 

iV 


276  D,    HFLBERT. 


§  75.  —  Les  classes  amdiges  d'idéaux  déterminées  par  les  idéaux  ambiges. 

Il  s'agit  maintenant  d'établir  les  classes  ambiges  de  k .  Comme  tout  idéal  ambige 
a  détermine  une  classe  ambige  en  vertu  de  sa  propriété  a  =  sa,  il  nous  faut  d'abord 
rechercher  combien  de  classes  ambiges  distinctes  résultent  des  2'  idéaux  ambiges. 
Nous  dirons  que  plusieurs  classes  d'idéaux  sont  classes  d'idéaux  indépendantes 
lorsqu'aucune  d'elles  n'est  égale  à  la  classe  i  et  lorsqu'elle  n'est  pas  non  plus  égale  à 
un  produit  de  puissances  des  autres  classes.  Nous  énoncerons  alors  le 

Théorème  106.  —  Les  /  idéaux  premiers  ambiges  déterminent  toujours  t —  i  classes 
ambiges  indépendantes  dans  le  cas  d'un  corps  imaginaire;  dans  le  cas  d'un  corps 
réel,  elles  déterminent  /  —  2  ou  / —  i  classes  indépendantes,  suivant  que  la  norme 
de  l'unité  fondamentale  s  du  corps  /?(:)=-f-  i  ou  —  i.  L'ensemble  des  2'  idéaux 
ambiges  détermine,  dans  le  cas  d'un  corps  imaginaire  2'"*  et  dans  le  cas  d'un  corps 
réel  2'"*  ou  2'""'  classes  indépendantes,  la  distinction  entre  2'"*  ou  2'""'  se  faisant  par 
le  signe  de  n(=). 

Démonstration.  —  Le  produit  de  tous  les  idéaux  premiers  facteurs  de  m  est  égal 
à  \/m;  il  est  donc  un  idéal  principal  de  k.  Soit  d'abord  m  négatif,  mais  différent  de 
—  I  et  de  — 3,  et  soit  (a)  un  idéal  principal  ambige  de  k  :  on  a  nécessairement 
a'~*=:( —  i)^,  car  a'"*  est  une  unité,  e  ne  pouvant  être  égal  qu'à  o  ou  à  i.  Il  en  résulte 
que 

\x{\/my\'-'=i     ou     ^{\/my  =  s\a{s/my], 

c'est-à-dire  que  a(ym)''  est  un  entier  rationnel.  Ce  qui  démontre  que  dans  un  corps 
imaginaire,  k[\/ —  i)  et  k[\/ — 3)  exceptés,  il  ne  peut  y  avoir  d'autre  idéal  principal 

ambige  que  i  et  y  m.  Les  deux  exceptions,  traitées  en  particulier,  donnent  immé- 
diatement le  résultat  énoncé  au  théorème  106. 

Soit  un  corps  réel,  pour  lequel  n(e)=^  +  i  ;  d'après  le  théorème  90,  £  =  a'~\  où  a 
est  un  nombre  de  k  que  nous  avons  le  droit  de  supposer  dégagé  de  tout  facteur 
rationnel  différent  de  +  i.  Comme  a  =  £.S7. ,  (a)  est  un  idéal  principal  ambige.  Cet 
idéal  principal  (a)  est  distinct  de  i  et  de  y  m,  car  si  l'on  avait  x  =  ±^^  ou 
=  +  s'vm,  où  /est  un  entier  rationnel,  on  aurait 

a'-'=(-ir3ro=(-ov^   (e=oou  I), 

mais  ce  nombre  est  toujours  différent  de  z.  Si.  d'autre  part,  a'  est  un  idéal  principal 
ambige  quelconque  du  corps  k,  on  a  nécessairement  a"~*  =  ( —  i)*£^  où  e  et  /  sont 

des  entiers  rationnels.  Posons  y."  =^-, — =rT —  ;  on  voit  que  !x"'~*=  i,  c'est-à  dire  que 

Wn^y.^ 
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a"  est  un  nombre  rationnel,  et  par  suite,  outre  i,  y  m  et  a,  il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
idéal  principal  ambige  obtenu  en  débarrassant  le  produit  ym.x  de  tout  facteur 
rationnel  différent  de  H-  i. 

D'autre  part,  si  n(e)  =  —  i,  il  n'y  a  pas  dans  k  d'idéal  principal  ambige  différent 
de  I  et  de  y  m  ,  car,  soit  a  un  idéal  ambige  quelconque  de/f,  on  aurait  nécessairement 

a*-*=(— i)V 

avec  e  et  /  entiers  rationnels,  et  comme  n(a*~*)=+  i,  (n(î)y=  +  i,  c'est-à-dire 
que /est  pair.  Posons 


-S[\/m) 


e+Ç 


nous  trouvons  a"  *=  +  i,  c'est-à-dire  que  a'  est  un  nombre  rationnel. 

Nous  exprimerons  donc  un  des  /  idéaux  premiers  ambiges  de  k  approprié  au 
moyen  de  y  m  et  des  /  —  i  autres  idéaux  premiers  ambiges,  et  lorsque  le  corps  est 
réel  et  que  n(t)  ^  -|-  i,  nous  choisirons  parmi  ces  /  —  i  idéaux  premiers  ambiges  un 
idéal  approprié  que  nous  exprimerons  au  moyen  de  a  et  des  /  —  3  autres.  Ceci  nous 
montre  que  la  deuxième  partie  du  théorème  106  est  exacte. 


S  76.  —  Les  classes  ambiges  d'idéaux  qui  ne  contiensent  pas  d'idéal  ambige. 

Théorème  107.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  corps  quadra- 
tique k  contienne  une  classe  ambige  qui  ne  contienne  pas  elle-même  d'idéal  ambige 
est  que  le  système  de  caractères  de  —  i  soit  composé  d'unités  toutes  positives  et  que 
la  norme  de  l'unité  fondamentale  n(e)=  -f  i.  Lorsque  ces  conditions  sont  remplies, 
les  classes  ayant  cette  propriété  s'obtiennent  en  multipliant  l'une  quelconque  d'entre 
elles  successivement  par  chacune  des  classes  provenant  des  idéaux  ambiges. 

Démonstration.  —  Lorsque  le  corps  k  est  réel  et  que  le  système  des  caractères  de 
—  i  n'est  composé  que  d'unités  positives,  il  y  a  toujours  dans  k,  d'après  le  théo- 
rème 102,  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  a  dont  la  norme  égale  —  i.  Si,  de  plus, 
la  norme  de  l'unité  fondamentale  n(e)^  +  i,  ce  nombre  ot  est  nécessairement  frac- 
tionnaire. Posons  a  =  — ,  où  j  et  î'  sont  des  idéaux  premiers  entre  eux;  il  en  résulte 
î 
\s\ 
que  -, — ;=  i,  et  par  suite  j'  =  sj;  par  suite,  i^^sj  eij  détermine  une  classe  ambige. 
j'sj' 

Cette  classe  ambige  ne  contient  pas  d'idéal  ambige,  car  si  un  idéal  de  cette  classe 
a=jS,  où  p  est  un  nombre  de  k  entier  ou  fractionnaire,  était  ambige,  on  en  con- 
cluerait  que  a'"' =  5 fî*~*,  et  par  suite  a[i'~*  serait  une  unité,  par  exemple  =( —  i)*î^ 
et  par  suite  n(a)=  -|-  i ,  ce  qui  est  contraire  à  la  façon  dont  y.  a  été  obtenu.  Ceci 
nous  prouve  que  la  classe  j  ne  contient  pas  d'idéal  ambige. 
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Soit  maintenant  A  une  classe  ambige  quelconque  donnée  et  j  un  de  ses  idéaux  ; 
j'"*  est  égal  à  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  a  du  corps  k  et,  de  plus,  n(a)=  -f  i 
ou  —  I .  Le  premier  cas  est  le  seul  possible,  lorsque  le  corps  est  imaginaire  ou  lorsque 

,            ,  ,                -,                   .        ,                 ,         / —  I,  m\  ,     ,  , 

le  corps  k  est  réel  et  que  1  un  au  moins  des  caractères  (  1  est  égal  a  —  i. 

Comme  n{%)^=+  i,  il  résulte  du  théorème  90  que  -  =  &'"',  8  étant  un  nombre 

a 

entier  de  /c,  et  alors  (jjj)'~*=  i,  c'est-à-dire  que  jfi  est  le  produit  d'un  idéal  ambige 
par  un  nombre  rationnel  et  la  classe  A  contient  un  idéal  ambige.  D'autre  part,  si 
rt(a)  =  —  I  avec  n(£)  =  —  1,  n(i(x)=  +  i,  et  nous  démontrerons  comme  précédem- 
ment que  la  classe  A  contient  un  idéal  ambige.  Ceci  nous  montre  que  toute  classe 
ambige  contient  un  idéal  ambige  dans  le  cas  où  le  corps  est  imaginaire  ou  bien  dans 
le  cas  où  le  corps  est  réel  et  que  l'un  des  caractères  de  —  i  égale  —  i,  ou  encore  que 
n(t)  =  -i. 

Admettons  maintenant  que,  dans  le  cas  où  aucune  de  ces  circonstances  ne  se 
produit,  il  y  ait  dans  k  plusieurs  classes  ambiges  d'idéaux  qui  ne  contiennent  pas 
d'idéal  ambige,  et  prenons  dans  l'une  d'elles  un  idéal  j,  dans  une  autre  un  idéal  j'; 
les  développements  qui  précèdent  montrent  que  les  normes  des  deux  nombres 

a  =  j'~*,  (x.'^i"~'  sont  égales  toutes  deux  à  —  i,  et  par  suite  n(  —  ]  =  -{-  i.  Le  théo- 
rème 90  nous  permet  de  mettre  —  =  [i*~*,  fi  im  nombre  convenablement  choisi  de  k. 

i'H 
Posons  — !-  =  6a,  où  b  est  rationnel  et  a  un  idéal  sans  facteur  rationnel  rb-h  i. 
î 

(  -7-  j  =1  entraîne  a^sa,  c'est-a-dire  que  a  est  un  idéal  ambige,  et  on  a  j  =aj. 
Ce  qui  démontre  la  dernière  partie  du  théorème  107. 


S  77.  —  Le  nombre  de  toutes  les  classes  ambiges. 

Les  théorèmes  106  et  107  permettent  d'énumérer  toutes  les  classes  ambiges. 

Théorème  108.  —  Dans  tous  les  cas,  le  corps  k  contient  exactement  /' —  i  classes 
ambiges  indépendantes,  r  étant  le  nombre  des  caractères  qui  détermine  le  genre 
d'une  classe.  Le  nombre  total  des  classes  ambiges  distinctes  est  par  suite  a'"*. 

Démonstration.  —  Soit  encore  /  le  nombre  des  entiers  premiers  rationnels  con- 
tenus dans  le  discriminant  cl  du  corps  k.  Considérons  d'abord  le  cas  où  k  est  un 
corps  imaginaire.  Il  résulte  des  théorèmes  106  et  107  qu'il  y  a  exactement  2'^'  classes 
ambiges  dans  k;  elles  résultent  toutes  d'idéaux  ambiges.  Supposons  le  corps  k  réel  : 
si  le  système  des  caractères  de  —  i  dans  k  ne  contient  que  des  unités  positives,  il  y  a 
exactement  2'^'  classes  ambiges  dans  k\  ces  2'"'  proviennent  toutes  d'idéaux  ambiges 
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OU  la  moitié  d'entre  elles  proviennent  d'idéaux  ambiges  suivant  que  «(£)  =  —  i  ou 
/i(£)=4-  I-  Toutefois,  si  — i  a  au  moins  un  caractère  négatif,  n(c)=4-  i,  et  les 
théorèmes  106  et  107  nous  affirment  qu'il  n'y  a  alors  que  2'"*  classes  ambiges  dans  k, 
provenant  toutes  d'idéaux  ambiges.  Mais  le  nombre  des  caractères  =t —  i  lorsque  le 
corps  est  réel  et  que  le  nombre  —  i  a  au  moins  un  caractère  négatif;  on  a  r  =  /  dans 
tous  les  autres  cas.  Le  théorème  108  est  démontré. 


§  78.  —  La  démonstration  arithmétique  de  l'existence  des  genres. 

Les  résultats  acquis  nous  permettent  d'évaluer  le  nombre  des  genres  et  de  ré- 
pondre à  la  question  posée  au  théorème  100;  car  il  nous  est  facile  de  démontrer,  que 
ce  nombre  est  égal  à  a"""*  et,  par  suite,  que  tous  les  systèmes  de  caractères  qui  satis- 
font aux  conditions  du  théorème  100  sont  représentés  parmi  les  genres.  Nous  dési- 
gnerons par  g  le  nombre  des  genres  et  par/le  nombre  des  classes  du  genre  principal. 
D'après  le  paragraphe  66,  tous  les  genres  renferment  le  même  nombre  de  classes, 
par  suite  le  nombre  des  classes  h  =  gf.  Désignons  par  H,,  ...,  H^  les  /  classes  du 
genre  principal;  le  théorème  io3  nous  apprend  que  nous  pouvons  écrire  Hj  =  R^,  ... , 
H^=H^,  où  Kj,  ...,  K^  représentent /certaines  classes  du  corps. 

Soit  alors  C  une  classe  quelconque  du  corps;  comme  C*  appartient  au  genre  prin- 
cipal, C^=:Kf, ,  où  K„  représente  une  classe  bien  déterminée  parmi  les /classes  K,, 

... ,  R^  que  nous  venons  de  définir.  Alors  la  classe  —,  c'est-à-dire  la  classe  A  parfai- 

tement  déterminée  pour  laquelle  C  =  AKa,  est  une  classe  ambige  et  par  suite  l'expres- 
sion AK,  où  A  représente  successivement  toutes  les  classes  ambiges  et  où  K  prend 
toutes  les  valeurs  K,.  ... ,  K^,  fournit  toutes  les  classes  du  corps  et  ne  donne  chacune 
d'elles  qu'une  fois.  Mais  d'après  le  théorème  108,  le  nombre  des  classes  ambiges 
est  a*""';  par  suite  A  =  2'"'/,  et  comme  h=zgf,  on  voit  que  g=!i''~\  Le  théorème 
fondamental  loo  est  complètement  démontré.  [Gauss*.] 


S  79.  —  La  représentation  transcendante  du  nombre  des  classes;  elle  permet 
d'établir  que  la  limite  d'un  certain  produit  infini  est  positive. 

La  deuxième  démonstration  de  l'existence  des  a*""'  genres  s'appuie  sur  des  consi- 
dérations transcendantes. 

Théorème  109.  —  Le  nombre  h  des  classes  d'idéaux  du  corps  k  de  discriminant  d 
est  déterminé  par  la  formule 

vJi  =  L  n 
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le  produit  du  second  membre  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers/)  rationnels  et  le 
symbole  (  -  j  a  le  sens  fixé  au  paragraphe  6i.  Le  facteur  y.,  suivant  que  A-  est  ima- 
ginaire ou  réel,  c'est-à-dire  suivant  que  d  est  négatif  ou  positif,  a  la  valeur 

2-  2  loge 


w 


Wd\         ■    \sfdV 


w  a  la  valeur  6  pour  </=  —  3,  pour  d=  —  4  la  valeur  4;  il  est  égal  à  2  pour  toute 
autre  valeur  négative  de  d;  d'autre  part,  pour  tout  corps  réel  £  sera  celle  de  ses 
quatre  unités  fondamentales,  qui  est  >  i,  et  log  e  sera  la  partie  réelle  du  logarithme 
de  cette  unité  fondamentale  e.  [Dirichlet*»^.] 

Démonstration.  —  D'après  le  paragraphe  27,  on  a,  tant  que  s  est  réel  et  >>  i  : 


(1)«(J)         (»)  ^—n{p) 

le  produit  s'étendant  à  tous  les  idéaux  premiers  du  corps  k.  Ordonnons  ce  produit 
d'après  les  nombres  premiers  rationnels  p  d'où  proviennent  ces  idéaux  premiers  p; 
on  voit,  d'après  le  théorème  97,  qu'à  tout  nombre  premier  rationnel  p  correspond 
dans  ce  produit  le  facteur 

III 

ou       — -       ou       — ., 


suivant  quel  -  =+  i.  = —  i>  =0.  iMous  écrirons  ces  trois  expressions  sous  une 
forme  qui  leur  est  commune 


I  — 

p~ 

-X    ' 

I 

-(!)-■■  ■ 

m-- 

=  n 

(p) 

I  - 

I 

-p~ 

■"-©-■ 

et  nous  obtenons 


où  les  deux  produits  du  second  membre  s'étendent  à  tous  les  nombres  premiers 
rationnels  p.  En  vertu  de 


«=1  (  (p)    I   —  P       1  «=l  (  (n)  "    ) 

où  n  prend  toutes  les  valeurs  entières  rationnelles, 

L  \(s-i)m\=  L  n- 


•         -MP)    ,         ^fj^ 
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Notre  théorème  109  va  résulter  du  théorème  56,  si  nous  évaluons  y.  d'après  le 
paragraphe  aS.  Pour  trouver  w,  il  faut  remarquer  que  le  corps  k[\/ — s)  contient 

six  racines  de  l'unité  zh  i>  ±  — — et  que  le  corps  k{\/ —  i)  contient   les 


quatre  racines  de  l'unité  ±1,  ±i;  par  contre,  tout  autre  corps  imaginaire  k  ne  con 
tient  que  les  deux  racines  de  l'unité  ±  i.  (Comparez  §  62.) 

La  conséquence  la  plus  importante  que  nous  en  tirerons  est  le 

Théorème  i  10.  —  Soit  a  un  nombre  entier  rationnel  quelconque  positif  ou  négatif, 
non  carré  parfait;  la  limite  de 

I 


L  11 

«=i  (p) 

f  a\     * 

I  — 

-  )P 

\PJ 

est  toujours  une  grandeur  finie  différente  de  o.  [Dirichlef*-".] 

Démonstration.  —  Soit  a  =  b*m,  b*  étant  le  plus  grand  carré  contenu  dans  a; 
soit,  de  plus,  d  le  discriminant  du  corps  déterminé  par  y  «  •  Pour  tout  nombre  pre- 
mier impair  p  qui  ne  divise  pas  6 ,  on  a  (  -  j  =  (  -  j  les  deux  produits  infinis 

II -, et         II î 

(p)  /  «  \    _.  ip)  f  « 


ne  peuvent  différer  que  d'un  nombre  fini  de  facteurs.  Le  premier  produit  restant  fini 
pour  s ^i,  d'après  le  théorème  109,  il  s'ensuit  que  le  second  tend  vers  une  limite 
finie. 


S  80.  —  Il  y  a  lme  ixfimté  de  nombres  premiers  ration>els  par  rapport  auxquels 

LES  CARACTÈRES  DE  RESTES   QUADRATIQUES  DES  NOMBRES  DOXNÉS  SO>T  DO>>"ÉS. 

Le  théorème  1 10  va  nous  permettre  de  démontrer  les  propositions  suivantes  : 
[Dirichlet^,  Kronecker'".] 

Théorème  m.  —  Soient  a^,  a^,  ...,  a^,  t  nombres  entiers  rationnels  quelconques 
positifs  ou  négatifs,  mais  tels  qu'aucun  des  2' —  i  nombres  a,,  a^,  ...,  a,;  a^a^, 
...,  af_^a^;  ...,  a^a^,  ... ,  a^  ne  soit  un  carré,  et  désignons  parc^,  c^,  ...,  c^,  l  unités 
quelconques  4-1  ou  — i,  il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  rationnels/),  tels 
que 

^)  =  -  (f)-^ (^)-- 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  36 
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Démonstration.  —  Tant  que  s^i, 

log  S  -^  rzr  V  log L_  =  s  -îj  +  S , 

(n)  n  (p)  I  —  />    '  {P)  p 

(P)  P  U')  P 

L'expression  S,  on  l'a  montré  au  paragraphe  5o,  reste  finie  pour  5  =  1;  il  en 
résulte  que  la  somme  étendue  à  tous  les  nombres  premiers  rationnels  p 

(26)  2  -L 

(p)P 

croît  au  delà  de  toute  limite  lorsque  s  tend  \ers  l'unité.  Soit,  de  plus,  a  un  nombre 
entier  rationnel  quelconque  ;  on  a  pour  s  >>  i 


.r^u 


log   II -^ =  V  /    Z  )  _  +  S„. 

"     '\p)\pj  p"  '  \p)\py  p' 

Lorsque  a  n'est  pas  carré  parfait,  nous  savons  (théorème  1 10)  que  log  II  

est  fini  pour  5  =  1,  et,  comme  on  peut  en  dire  autant  de  S„,  il  en  résulte  que  la 
somme 

tend  vers  une  limite  finie  pour  5=1.  Remplaçons  dans  (27) 

a  =  a"'  a"',  ...,  a'!', 

et  donnons  à  chacun  des  /  exposants  a^,  «,,  ... ,  o,  la  valeur  o  ou  i,  en  exceptant  tou- 
tefois le  système  de  valeurs 

u^^o,     «^  =  0,     ...,     «^^o. 

Multiplions  ensuite  chacune  des  sommes  déduites  ainsi  de  (27)  par  le  facteur  cor- 
respondant c"'c*^'cl'^,  et  additionnant  les  2'  —  i  expressions  à  (26),  il  nous  vient 

<->         .S(' -■©)(■-•©)•■■  (■--©)?• 

Cette  somme,   tout  comme  la  somme  26,  croîtra  indéfiniment  quand  s  tend 
vers  1.  Faisant  abstraction  des  nombres  premiers  p  contenus  dans  a,,  a^,  ... ,  a^,  et 

qui  sont  en  nombre  fini ,  la  somme  (28)  égale  2'n  -;j,  où  p'  ne  prend  que  les  valeurs 

{p')P 

des  nombres  premiers  p  qui  remplissent  toutes  les  conditions  de  l'énoncé  du  théo- 
rème III.  Et  comme  cette  somme  croît  elle  aussi  au  delà  de  toute  limite,  il  faut  que 
les  nombres  premiers  p'  existent  en  nombre  infini.  Le  théorème  m  est  démontré. 
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§  8i,  —  L'existence  d'une  infinité  d'idéaux  premiers  de  caractères  donnés  dans  un 

CORPS  quadratique. 

Théorème  112.  —  Soient 

f±n(i),tn\  f±n(i).m 


les  r  caractères  qui  déterminent  le  genre  d'un  idéal  j  de  k,  et  soient  c^,  ...,  c,,. 
r  unités  quelconques  ±1  satisfaisant  à  la  condition  c, ...c^.=  +  i  ;  il  y  a  une  infinité 
d'idéaux  premiers  p  du  corps  k  pour  lesquels 

yjp)  =  c,,     ■■■,     ■/Ap)  =  c,.- 

Démonstration.  —  Supposons  que  le  discriminant  du  corps  contienne  les  t  nom- 
bres premiers  rationnels  t^,   ...,   l^;  t:^r  ou   =r-\-i,  dans  ce  dernier  cas,   soit 

—  i,m\  ,  ,.  .        /'±n(i),m\  .      ,    ,,          .        ,      . 

'  :^ —  I,  et  la  condition  ( :=  +  i  servira  a  déterminer  le  signe 


devant  n(j).  Nous  écrirons  dans  ce  cas  c^  =  c,.^,=  +  i.  Nous  démontrerons  d'abord 
qu'il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  rationnels  p  pour  lesquels 

p,  m\  / p,  m 


i.  j    ' {—)  =  ''• 

et  nous  distinguerons  pour  cela  trois  cas,  suivant  que 

m^i         m^3        ou        m  =  2  suivant  4- 
Dans  le  premier  cas,  nous  partirons  de  l'hypothèse 

Le  théorème  1 1 1  nous  apprend  qu'il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  p  qui 
satisfont  à  ces  conditions.  Comme  la  première  condition  revient  à  p^i  suivant  4.  on 
a  pour  ces  nombres  premiers  p 

pour  i=i,  ...,  t. 

Dans  le  second  cas,  désignons  par  /^  celui  des  nombres  premiers  l^,  ... ,  /^,  qui  est 
égal  à  2.  Soit  alors  0.=  -f  1  ;  nous  prendrons  comme  point  de  départ  l'hypothèse 

=^)=  +  ,,    (i)  =  ,.„=.....,=-.,. 0. 
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et  il  résulte  du  théorème  m  qu'il  existe  une  infinité  de  nombres  premiers  p  satis- 
faisant à  ces  conditions.  La  première  égalité  nous  apprend  que  (— —  ]  ^  -{-  i  z=c., 

et,  de  plus, 

p,  m\  _  fp\  _  //,  ,   _ 


pour  f=i,   z  —  i,~-(-i,  ...,/. 

Par  contre,  si  c.  =  —  i ,  nous  admettrons  que 

^)  =  --'  g)  =  (-)'^o- — 

et  les  nombres  premiers  (en  nombre  infini)  qui  remplissent  ces  conditions  satisfont 
aussi  à 

pou  r/=i,   ...,  z  —  I,  z  -\-  i ,  ...,  t. 

Dans  le  troisième  cas,  nous  considérerons  en  particulier  /.  =  2.  Nous  admettrons 
que 

)  =:  4-   I  ,       (-]zzzzC,,      (  -!-]z=C,  («=!,...,  4-1,  î+1,  ...,  (). 

P  y  \pJ     '    \pJ 

le  théorème  1 1 1  nous  montre  qu'il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  satisfaisant 
à  ces  conditions  et  pour  lesquels 


2   y  \p 

et,  de  plus, 

''■"'^=m=ril=o,. 


pour  /  =  I ,  ... ,  z  —  I ,  z  -\-  r ,  . . . ,  /. 

Soit  alors  p  l'un  quelconque  des  nombres  premiers  rationnels  p,  tels  que 

"fh^ •e-r)-^.- 

D'après  le  lemme  il\,  on  a 

Il  f p,  m\       f p,  m\  f p,m\         f p,  m 


(IV) 


et,  par  suite. 


w    J       \    p    J  \    h    J         \    l, 


m\  f  m 


+  I, 


•  c'est-à-dire  que  p,  dans  le  corps  h,  se  décompose  en  deux  idéaux  premiers  p  et  ^'. 
Chacun  de  ces  idéaux  ;j)  et  :p'  répond  aux  conditions  du  théorème  112;  c'est  ce  que 
nous  voulions  démontrer. 
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S  82.  —  La  démonstration  transcendante  de  l'existence  des  genres  et  des  résultats 

ÉNONCÉS  DU  s  71  AU  §  77. 

Le  théorème  112  démontre  l'existence  des  2''"'  genres,  mais  il  nous  fait  découvrir 
aussi  un  fait  plus  profond. 

Théorème  i  rS.  —  Parmi  les  idéaux  d'un  genre  quelconque  du  corps  quadratique, 
il  y  a  une  infinité  d'idéaux  premiers. 

Lorsqu'on  a  démontré  l'existence  des  2'''"*  genres  par  ces  moyens  transcendants  et 
indépendamment  des  théorèmes  103,  io3  et  108,  il  est  facile  d'en  déduire  aussi  ces 
théorèmes.  Il  suffît  de  savoir  que  le  nombre  a  des  classes  ambiges  de  A:  est  tou- 
jours -^  2'~'.  Ce  fait  se  déduit  du  théorème  106  relatif  au  nombre  des  classes  am- 
biges qui  proviennent  d'idéaux  ambiges,  en  tenant  compte  des  conclusions  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  partie  du  théorème  107;  ces  déductions  sont  tout  à  fait 
indépendantes  du  théorème  102. 

Soit  alors,  comme  avant,  /le  nombre  des  classes  du  genre  principal,  g  le  nombre 
des  genres  et/ le  nombre  de /classes  du  genre  principal  qui  sont  des  carrés  de  classes. 
Il  en  résulte,  comme  au  paragraphe  78,  que  gf^af,  et  comme,  d'autre  part, 
<7=  2*""',  de  plus  a<^  2''"*,  il  faut  que  f  -^f,  et,  par  suite,  f  =f,  a  =  2*""'. 

I.a  première  égalité  démontre  le  théorème  io3;  la  seconde,  le  théorème  108,  et, 
par  suite,  le  théorème  102  pour  n  =  —  i. 

Le  théorème  102  résulte  complètement  de  io3  et  des  derniers  résultats.  Car  le 
nombre  n  en  question,  en  vertu  des  conditions  qui  lui  sont  imposées,  est  alors  la 
norme  d'un  idéal  ^  du  genre  principal,  précédé  du  signe  prévu  au  paragraphe  65. 

Désignons  par  ^  un  idéal  tel  que  ^^o^^*;  il  faut  que  a^ — \- ,   soit  un  nombre 

entier  ou  fractionnaire  du  corps  k,  ot  l'on  a  n{'x)^^±n,  d'où  le  théorème  102,  si 
l'on  considère  qu'il  est  vrai  pour  n^ —  i. 

Nous  voyons,  en  somme,  que  la  méthode  transcendante  nous  permet  de  démon- 
trer les  résultats  des  paragraphes  71-78  dans  l'ordre  inverse  où  les  avons  trouvés  par 
la  voie  arithmétique. 

S  83.  —  Le  sens  plis  étroit  de  l'équivalence  et  du  concept  de  classes. 

Si  nous  prenons  pour  base  de  l'équivalence  de  deux  idéaux  le  sens  plus  étroit 
exposé  au  paragraphe  24 ,  les  théorèmes  établis  aux  chapitres  XVII,  XVIII  subissent 
de  légères  modifications  faciles  à  trouver. 

II  est  tout  d'abord  évident  que  le  sens  plus  étroit  de  l'équivalence  coïncide  avec  le 
sens  ordinaire  dans  tous  les  cas  pour  un  corps  imaginaire  k,  et  pour  un  corps  réel  k 
lorsque  la  norme  de  l'unité  fondamentale  c,  n{t)=z —  i.  Mais  lorsque  dans  un  corps 
réel  n{{)  =4-1,  une  classe  idéale  au  sens  de  la  répartition  primitive  se  répartit  ici  en 
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deux  classes  ;  en  particulier,  la  classe  des  idéaux  principaux  se  décomposera  ici  en 
deux  classes  représentées  par  l'idéal  principal  (i)  et  par  l'idéal  principal  {\/m). 
Soit  h'  le  nombre  des  classes  d'idéaux  avec  le  sens  plus  étroit  de  l'équivalence;  on  a, 
dans  les  circonstances  actuelles,  h'^^h.  [Dedekind*.] 

§  8Z|.  —  Le  théorème  fondamental  pour  le  nouveau  concept  de  classe  et  de  genre. 

Au  sens  nouveau  de  classe  correspond  un  sens  nouveau  de  genre.  Le  genre  d'un 
idéal  j  du  corps  kyym)  sera  dorénavant  défini  dans  tous  les  cas  par  les  i  unités  : 


Ici,  la  norme  de  \  sera  constamment  prise  avec  le  signe  +•  Pour  un  corps  imagi- 
naire, ce  sens  nouveau  de  l'équivalence  coïncide  totalement  avec  l'ancien.  On  peut  en 
dire  autant  d'un  corps  réel  A- ,  dans  le  cas  où  le  système  de  caractères  de  —  i  n'est 
composé  que  d'unités  positives.  Cette  dernière  circonstance  se  présente  toujours 
lorsque  dans  le  corps  la  norme  de  l'unité  fondamentale  est  égale  à  — i.  Supposons 
donc  Ar  réel  et  la  norme  de  l'unité  fondamentale  égale  à  +  i  ;  il  faut  distinguer  deux 
cas,  suivant  que  le  système  de  caractères  de  —  i  se  compose  uniquement  d'unités 
positives  ou  non. 

Dans  le  premier  cas,  les  idéaux  (i)  et  a^:=^\\/m)  appartiennent  tous  deux  au 
même  genre,  car 

n(a),  m\       /+  tn,  m\       f  -\r  m,  m\  / —  i ,  m\       / —  m,  ni\ 


h      J       \       h       J       \       l,       J\       l,       J       \       h 
pour  i=i,  ...,  t.    • 

Les  nouveaux  genres  comprennent  les  mêmes  classes  que  les  anciens,  et  le 
nombre  des  genres  est  a'"'. 

Dans  le  second  cas,  les  deux  classes  d'idéaux  représentés  par  l'idéal  (i)  et 
l'idéal  a  =  (vw)  appartiennent  à  deux  genres  différents  des  genres  nouveaux.  Le 
nombre  des  genres  nouveaux  est  double  de  celui  des  anciens;  mais  en  ce  qui  con- 
cerne ce  cas,  le  nombre  des  caractères  au  sens  primitif  du  genre  était  /  —  i,  et  le 
nombre  de  ces  genres  a'"*,  tandis  que  le  nombre  des  nouveaux  genres  est  comme 
dans  les  autres  cas  a'"'.  Et  comme  dans  tous  les  cas  le  produit 

I.  m\  ( —  1,  m' 

•  =  +1, 


le  théorème  fondamental  loo  est  vrai  aussi  en  tenant  compte  du  s€ns  nouveau  de 
classes  et  de  genre  à  la  condition  d'y  écrire  t  au  lieu  de  /'. 

Les  autres  propositions  et  démonstrations  des  chapitres  XVII  et  X\  111  se  modi- 
fient de  même  sans  difficulté,  et  même  quelques  théorèmes  s'énoncent  plus  sim- 
plement. 
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CHAPITRE  XIX. 

La  détermination  du  nombre  des  classes  d'idéaux  du  corps  quadratique. 


§  85.  —  Le  symbole  (  -  )  pour  vy  >'Ombre  composé  n. 

On  obtient  une  expression  remarquable  du  nombre  h  des  classes  d'idéaux  du 
corps  quadratique  k  par  la  formule  du  théorème  109,  en  transformant  par  le  calcul 
le  nombre 

LU-      ■ 


*=i  (P)    ,         I  ^\p-» 


en  un  nombre  fini. 

Pour  cela,  il  nous  faut  d'abord  définir  le  symbole  (  -  ) .  aussi  pour  le  cas  où  n  est 

un  nombre  entier  positif  rationnel  composé.  Soit  n=pq  ...  w,  où  p,  q,  ...,  w  sont 
des  nombres  premiers  rationnels  égaux  ou  distincts  ;  nous  définirons 


i)<m-{^ 


de  plus,  soit  [  -  )  =  +  i  ;  on  a,  pour  5  >>  i , 


n ^ -v"^' 


(P)    ^_l  ^\p-»        <")  \^/  ^* 

où  la  somme  s'étend  à  tous  les  entiers  positifs  rationnels.  Le  calcul  de  la  limite  de 
cette  somme  pour  s  =  i  nous  donne  un  nombre  fini  pour  le  nombre  des  classes  h. 
Le  résultat  est  donné  par  le  théorème  suivant. 

S  86.  —  L'expressio>{  fii<ie  donkant  le  >iombre  de  classes  d'idéaux. 

Théorème  \\[\.  —  Le  nombre  h  des  classes  d'idéaux  du  corps  kiym)  est 

—  w      f  d\ 
h  =  —r-r,  ^  [  -  ]n,  pour  m << o , 

/    bir.  bir.\ 

losr  — ; : — ,        pour  m  >  r , 


\osi  (  "Jl  _^\ 

(a) 
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OÙ  la  somme  H  s'étend  aux  \d\  entiers  rationnels  n=  i,  2,  ...  \d\  et  où  les  produits 

(n) 

n,  n  s'étendent  à  tous  les  nombres  a  et  6  parmi  ces  \d\  nombres  satisfaisant  à 

-\  =  +ietfj\=—i.  [Dirichlet«'»;  Weber*.] 

Démonstration.  —  Soient  n  et  n'  deux  nombres  positifs.  Lorsque  n  et  d  ont  un 
diviseur  commun,  -1=+  M  ~  )  ^^  °-  ^^^  contre,  lorsque  n  est  premier  avec  d,  on 

voit  facilement  que  (  -  )  =  II  (  — —  |,  où  le  produit  s'étend  à  tous  les  nombres  pre- 

\nj       ,„,)\  w  J 

miers  w  qui  divisent  n.  D'après  le  lemme  1I4,  II  (  -^  )   représente  la  même  unité 

il)  \    l   J 

lorsque  /  parcourt  toutes  les  valeurs  des  nombres  premiers  contenus  dans  d.  Soit 
n'  ^n  suivant  d 

d'où 

De  plus,  on  a 

car  nous  pouvons  déterminer  un  nombre  b  tel  que  (  -  j  ^ —  i  et  on  a,  en  tenant  compte 


(/)   \    t    /        (/) 


t    J       ii\   \    l 


de  (29)  : 


o-(^)+-^a)=-i'-'+'-'+-+'-' 


La  formule 


n        I  (s)  Jo 


donne,  en  tenant  compte  de  la  règle  29, 

.,=1  („)  \nj  n       ,=iJo       I  —  e 
où  l'on  a  posé 

L'égalité  3o  nous  montre  que  F(a;)  admet  le  facteur  i  — £C,  et  la  fonction  ration- 

F(e-') 
nelle ^^^  est  finie  pour  /  =  0. 
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,=1  yo       I  —  e  Jo      1  —  e  "■' 

faisons  le  changement  de  variable  x  =  e~',  on  a 

'1     F(x) 


Jo 


dx. 


'0    x(  I  —  x^) 
et  la  décomposition  en  fractions  simples  donne 

Y{x)  I  ^  Y\e~) 


Xil—X")  f/,„)  -"'^ 


X  —  e  <* 
où  la  somme  s'étend  à  n=  i,  2,  ...  |rf|,  et,  d'après  un  théorème  de  Gauss,  FVe~^j, 


c'est-à-dire 


^y-^Osf. 


n'  prend  encore  les  valeurs  i,  3,   ...,  \d\,  et  yd  est  positif  pour  (/positif,  imagi- 
naire positif  pour  d  négatif  [voir  §  124].  Comme,  de  plus. 


/ 


ni-  nir- 

1       dx  ,       eW  —  e~'w        ir.  , 

=  log : („_irf). 


0  ^  "  ^  \d\ 

X  —  e  <* 

où  il  faut  prendre  la  valeur  réelle  du  logarithme,  on  en  tire  sans  difficulté  le  résultat 
du  théorème  11 4- 

La  forme  de  ce  résultat  est  essentiellement  différente,  suivant  que  le  corps  est  imagi- 
naire ou  réel.  Dans  le  premier  cas,  h  peut  être  déduit  de  la  formule  indiquée  sans  plus. 
Dans  le  second  cas,  il  faut  d'abord  connaître  l'unité  fondamentale  £;  le  quotient  des 
deux  produits  El  et  II  est,  on  le  montrera  au  paragraphe  121,  une  certaine  unité 

(a)  (ft) 

du  corps  quadratique  provenant  de  la  théorie  de  la  division  du  cercle. 

Prenons  comme  exemple  le  cas  d'un  corps  imaginaire,  soit  m  =  —  p,  cl  p  un 
nombre  rationnel  premier  positif  ^  3  suivant  4  et  >  3  ;  on  a 

h  = ; 

P 

ici,  Za,  mb  désigne  l'un  la  somme  des  restes  quadratiques  suivant/),  l'autre  la  somme 
des  non-restes  compris  entre  o  et/>.  Une  transformation  simple  permet  de  faire  dispa- 
raître le  dénominateur  p  de  cette  expression.  On  voit  alors  que  le  nombre  des  classes 

h  est  égal  à  l'excès  du  nombre  des  restes  quadratiques  de  p  situés  entre  o  et  —  sur  le 

2 

nombre  des  non-restes  compris  entre  les  mêmes  limites,  ou  au  tiers  de  cette  diffé- 
rence, suivant  que p^-j  ou  ^ 3  suivant  8.  Le  premier  nombre  excède  donc  le  second, 
ce  qui  n'a  pas  encore  été  démontré  par  une  voie  purement  arithmétique. 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  87 
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§  87.  —  Le  corps  de  nombres  biquadratiques  de  Dirichlet. 

Le  problème  suivant  est  une  généralisation  de  la  théorie  du  corps  quadratique 
qui  vient  d'être  développée.  Au  lieu  de  prendre  comme  base  le  domaine  de  ratio- 
nalité formé  par  tous  les  nombres  naturels  rationnels,  nous  prendrons  comme  base 
le  domaine  de  rationalité  formé  par  un  corps  quadratique  k:  et  nous  examinerons 
les  corps  K  quadratiques  relatifs  par  rapport  à  k,  c'est-à-dire  les  corps  biquadra- 
tiques R  qui  admettent  le  corps  donné  k  comme  sous-corps. 

Lorsque  le  corps  A:  est  déterminé  par  l'unité  imaginaire  y —  i,  le  corps  K  sera 
dit  le  corps  biquadratique  de  Dirichlet.  On  possède  des  recherches  étendues  pour  ce 
corps.  [Dirichlet'"'"*-,  Eisenstein  *'".  Bachmann*'*,  Minnigerode',  Hilbert^.]  Le 
théorème  100  s'applique  encore  à  la  répartition  correspondante  des  idéaux  du  corps  K 
en  genres;  ce  théorème  s'applique  avec  une  transformation  appropriée  et  les  deux 
mélliodes  de  démonstration  du  chapitre  XVIIl  peuvent  être  employées  dans  le 
corps  K.  de  sorte  que  ce  théorème  fondamental  pour  le  corps  quadratique  de  Diri- 
chlet peut  être  établi  aussi  bien  sur  une  base  purement  arithmétique  [Hilbert*]  qu'au 
moyen  de  la  méthode  transcendante  de  Dirichlet  [Dirichlet'"-  "'-,  Minnigerode*]. 

Si  le  corps  K  contient,  outre  le  corps  quadratique  y —  i'  deux  autres  corps  qua- 
dratiques k{\/-{-m)  et /i(v/ — m),  présente  un  intérêt  particulier.  Pour  un  pareil 
corps  spécial  de  Dirichlet  K ,  on  a  le  fait  suivant,  auquel  on  parvient  encore  par  la 
voie  transcendante  ou  par  la  voie  purement  arithmétique. 

Théorème  116.  —  Le  tiombre  des  classes  d'idéaux  d'un  corps  spécial  biquadra- 
tique de  Dirichlet  K(\/+  m,  y  —  'n)  est  le  produit  du  nombre  des  classes  dans  les 
corps  quadratiques  k[\/ +  m)  et  /i(v  —  m  ou  la  moitié  de  ce  produit,  suivant  que 
la  norme  relative  par  rapport  à  k\\/ —  i)  de  l'unité  fondamentale  du  corps  R  est 
égale  à  +  i  ou  à  +  I.  Dirichlet  désigne  ce  théorème  comme  l'un  des  plus  beaux  de 
la  théorie  des  imaginaires  et  il  le  trouve  surprenant,  parce  qu'il  révèle  un  rapport 
entre  les  deux  corps  quadratiques  déterminés  par  la  racine  de  deux  nombres  opposés. 
La  démonstration  arithmétique  de  ce  théorème  permet,  et  cela  d'une  façon  très 
simple,  de  distinguer  au  moyen  de  certaines  conditions  remplies  par  les  caractères 

du  genre  les  classes  d'idéaux  des  corps  biquadratiques  R(\/ +  m,  y  —  m)  qui  peu- 
vent être  considérées  comme  le  produit  d'une  classe  d'idéaux  de  k\\/ -\-  m)  et  d'une 
d'une  classe  d'idéaux  de  k[s/ — m).  [Hilbert*.] 


THEORIE  DES  CORPS  DE  NOMBRES  ALGEBRIQUES.  2(JI 

CHAPITRE  XX. 

Les  anneaux  de  nombres  et  les  modules  du  corps  quadratique. 

S  88.  —  Les  anneaux  de  nombres  du  corps  quadratique. 

La  théorie  des  anneaux  et  des  modules  d'un  corps  quadratique  s'obtient  rapide- 
ment en  particularisant  les  théorèmes  généraux  du  chapitre  IX.  On  s'aperçoit  faci- 
lement que  tout  anneau  du  corps  est  obtenu  au  moyen  d'un  seul  nombre  de  la 
forme  /w,  où  (o  est  le  nombre  défini  au  paragraphe  ôg,  celui  qui  forme  avec  i  une 
base  du  corps  k,  où /est  un  certain  nombre  entier  rationnel,  le  conducteur  de  l'an- 
neau. Si,  de  plus,  d  est  négatif  et  <C —  4,  le  théorème  66  nous  apprend  que  le  nombre 
h^.  des  classes  régulières  de  l'anneau  r  est  donné  par  la  formule 


^-^^îi(-(p-)p-) 


où  le  produit  s'étend  à  toutes  les  valeurs  des  entiers  rationnels  premiers  p  contenus 
dans/.  [Dedekind '•  ^] 


S  89.  —  Un  théorème  relatif  aux  classes  de  modules  du  corps  quadratique. 
LÉS  formes  quadratiques  binaires. 

Théorème  116.  —  Dans  une  classe  de  modules  du  corps  quadratique  Ar,  il  y  a 
toujours  des  idéaux  d'anneaux  réguliers.  [Dedekind'.] 

Démonstration.  ■ —  Soit  [^.^,  \t.^]  un-module  quelconque  du  corps  /f,  où  jx^  et  p.,  sont 
des  nombres  entiers,  et  soit  ^=f*d  et  le  discriminant  de  la  classe  de  modules  déter- 
minée par  [ij,j,  [jL J  ;  de  plus,  désignons  par  m  =  ([j.,,  p.J  l'idéal  déterminé  par  les 
nombres  p.,  et  [j.,,  et  soit  sm  =  tn'  l'idéal  conjugué  de  m.  Déterminons  un  entier  du 

corps  k,  X,  divisible  par  m'  et  tel  que  — ;  soit  premier  avec  t».  Posons  alors 

m 


'      «(m)  '         *      n(m)  " 

alors  [a,,  aj  sera  un  module  équivalent  à  [ij.^,  [xj,  alors  que  l'idéal  a  =  (a, ,  aj  est 
premier  avec  c) . 
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Supposons  r*  pair,  nous  considérerons  d'abord  les  trois  entiers  a,,  a^,  a^  +  a^;  parmi 
ces  nombres,  l'un  au  moins  est  premier  avec  2,  sans  quoi,  parmi  ces  trois  nombres, 
deux  au  moins  auraient  un  diviseur  idéal  commun  avec  2 ,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse  que  l'idéal  a  est  premier  avec  c>.  Soit  a^  premier  avec  2.  Désignons  par 
p,  q,  r,  ...,  w  les  facteurs  premiers  rationnels  impairs  de  I).  Comme  a  est  premier 
avec/),  il  faut  que  l'un  au  moins  des  trois  nombres  a^ ,  a^  +  a^,  a,  +  27.^  soit  premier 
avec  p.  Supposons  a,  +  xx,  premier  avec  /),  a,  4-  ya,  premier  avec  q,  où  x,  y,  ...  sont 
des  entiers  rationnels.  Il  en  résultera  facilement  l'existence  d'un  entier  rationnel  a, 
tel  que  a,  +  ar^  soit  premier  avec  ^ . 

Posons  alors 

^_|n(a,  4-aï,)|  ^_a,(a/  +  aa;) 


n(a)  '  n{a) 

où  a/,  a^'  sont  les  nombres  conjugués  de  a, ,  a^;  alors  b  est  un  entier  rationnel  positif 
et  ,S  un  entier  algébrique,  et  le  module  [a^,  aj  =  [a,  +  ax^,  7.J  est  équivalent  au  mo- 

dule  [h,  fi],  et,  en  même  temps,  comme  {b,  [i)=-' -, — -,  la  norme  N(6,  ri)  =  6. 

Le  niodu/e  [b,  fi]  est  évidemment  un  idéal  d'anneau  régulier  de  l'anneau  /•  déterminé 
par  le  nombre  ,8,  r:=^{^;i);  le  théorème  116  est  complètement  démontré. 
A  cause  de 


^=- 


n{b,  [i)P 


b,  fi 
b,  fi' 


I,   fi 


le  discriminant  de  l'anneau  r  est  égal  au  discriminant  de  la  classe  de  module  consi- 
dérée. L'anneau  r  est  le  seul  qui  offre  parmi  ses  idéaux  d'anneau  réguliers  des  modules 
équivalents  à  []j.^,  aj.  Le  théorème  1 16  nous  montre  que,  pour  le  corps  quadratique, 
cela  revient  au  même  de  considérer  les  classes  de  modules  ou  les  classes  d'anneaux 
réguliers. 

D'après  les  raisonnements  des  paragraphes  3o  et  35,  on  voit  qu'à  chaque  classe 
de  modules  d'un  corps  quadratique  k{\/Tn)  correspond  une  classe  de  formes  binaires 
quadratiques  à  coefficients  entiers  et  rationnels,  et,  réciproquement,  à  chaque  pareille 
classe  de  formes  dont  le  discriminant  n'est  pas  un  carré,  correspond  une  classe  de 
modules  d'un  corps  quadratique,  où  les  classes  de  modules  et  les  formes  ont  même 
discriminant.  Nous  avons  complètement  terminé  les  recherches  sur  les  corps  quadra- 
tiques de  discriminant  donné  t*. 


S  90.  —  La^  théorie  inférieure  et  la  théorie  supérieure  du  corps  quadratique. 

Les  recherches  faites  dans  la  troisième  partie  de  ce  livre  forment  la  théorie  infé- 
rieure du  corps  quadratique  ;  je  désigne  par  théorie  supérieure  les  propriétés  du  corps 
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quadratique  qui  nécessitent,  pour  les  établir,  l'emploi  de  corps  auxiliaires  de  degré 
plus  élevé.  On  trouvera  un  chapitre  relatif  à  cette  théorie  dans  la  quatrième  partie. 

Pour  construire  la  théorie  d'un  corps  de  classe  relatif  à  un  corps  imaginaire 
quadratique  et  du  corps  relatif  abélien  correspondant,  il  faut  le  secours  de  la  multi- 
plication complexe  des  fonctions  elliptiques,  et  ceci  est  un  obstacle  qui  m'a  empêché 
d'introduire  cette  étude  dans  mon  rapport. 
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QUATRIÈME  PARTIE. 

LES  CORPS  CIRCULAIRES. 


CHAPITRE   XXI. 

Les  racines  de  l'unité  d'indice  premier  1  et  le  corps  circulaire 
qu'elles  définissent. 

S  91.  —  Degré  du  corps  circulaire  des  /'*'"•'*  racines  de  l'unité  et  décomposition 

DU  nombre  PRE'>  1ER  /  DANS  CE  CORPS. 

iir. 

Soit  /  un  nombre  premier  impair  et  Z  =  e  '  .  L'équation  de  degré  / 

x'  —  1=0 
a  les  /  racines 

■t»      -5    >      •   •    •    .     S  >     S     I    • 

Ces  nombres  sont  les  racines  /''"*"  de  Viinité.  Le  corps  qu'elles  définissent,  €{1),  s'ap- 
pellera le  corps  circulaire  des  racines  /''"''''  de  l'unité.  On  a  d'abord  la  proposition 
suivante  : 
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Théorème  117.  —  Le  degré  du  corps  c(Z)  est  / —  i.  Le  nombre  premier  /  admet 
dans  c(l)  la  décomposition  /^l'"',  I  étant  l'idéal  premier  du  premier  degré  (i  — l). 

Démonstration.  —  Le  nombre  Z  vérifie  l'équation 
x'—  I 

f(x)=- =  x'-'  +  £C'"*+  ...  +   I  =0, 

X  —    I 

le  degré  du  corps  est  donc  au  plus  /  —  1  ;  Z,  l*.  ... ,  C'  '  étant  les  / —  i  racines  de  cette 
équation,  on  a  identiquement  en  a;  : 

x'-'  +  x'-*-\-  ...  +  i=ix  —  -0(x—l')...(x—-C-'). 

D'où,  pour  £C=:  I, 

(3i)  /=(i-o(i-r).-(i-r'-). 

Soit  maintenant  g  un  entier  quelconque  >  i  non  divisible  par  /,  et  soit  g'  un 
entier  positif  tel  que  gg'  ^  i  mod  /.  Alors  les  quotients 

I  —  C" 


1   —  C 

et 


I  +  ç  +  ^  +  ...4- 


I  —  C"      I  —  C"       I  —  c 

sont  deux  entiers  algébriques,  et  par  suite 

I 


+  :''  +  r  +  ...4-c" 


est  une  unité  du  corps  c{'C).  Si  nous  posons  de  plus  X=i  — ^  et  Ï  =  (À),  la  for- 
mule (3i)  prend  la  forme 

(32)  /=a'-..s3. ..£,_.  =  !'-'. 

On  conclut  immédiatement  du  théorème  33  qu'un  nombre  premier  rationnel  ne 
peut,  dans  un  corps  donné,  être  le  produit  d'un  nombre  d'idéaux  premiers  supérieur 
au  degré  du  corps.  Le  degré  du  corps  ci^Ç)  doit  donc,  vu  la  formule  (32),  être  au 
moins  égal  à  / —  i  ;  d'après  ce  qui  précède,  il  est  donc  exactement  égal  à  / —  i. 
D'autre  part,  pour  la  même  raison,  l'idéal  I  doit  être  indécomposable  dans  c(Q  et, 
par  suite,  c'est  un  idéal  premier.  [Dedekind^] 

Ce  résultat  montre  en  même  temps  que  le  polynôme  F(x)  est  irréductible  dans  le 
domaine  des  nombres  rationnels. 
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§  92.  —  Base  et  discriminant  du  corps  circulaire. 
Théorème  118.  —  Dans  le  corps  c(Q  les  nombres 

,       y      y*  yl—t 

ï,    Q,    i,  .    •  •  •  »    i» 

forment  une  base.  Le  discriminant  du  corps  est 

Démonstration.  —  La  différente  du  nombre  Ç  dans  le  corps  c(l)  est 


De 

on  tire 


(x— I)F(£C)  =  X'—  I 

,  dF(x)      ,.,  ,       ,  ,  .     ,        .  f^' 

(x—  i)  —^  +  F(£c)  =  lx'-\  donc  0  — 


dx  '  I  —  C  ' 

d'après  la  remarque  faite  au  paragraphe  3,  le  discriminant  du  nombre  l,  est  alors 

Comme  le  discriminant  d(k)  du  nombre  X  a  certainement  la  même  valeur  rf(Ç),  la 
remarque  faite  pour  la  formule  (i)  dans  la  démonstration  du  théorème  5,  paragra- 
phe 3,  montre  que  tout  entier  a  du  corps  c(Ç)  peut  être  mis  sous  la  forme 


(33) 


/' 


a,,  Oj,  ,..,  aj_j  étant  des  entiers  rationnels. 

Les  nombres  a^,  a,,  ... ,  «,_,  doivent  alors  nécessairement  être  tous  divisibles  par 
le  dénominateur  /'~*.  Pour  montrer  d'abord  qu'ils  sont  divisibles  une  fois  par  /,  sup- 
posons qu'il  y  en  ait  de  non  divisibles  par  /  et  soit  a^  le  premier;  de  /'~*a^o,  mod  / 
résulterait  alors,  vu  /=I'~',  Ugl^^o,  mod  F^S  c'est-à-dire  cP^o,  mod  I,  et  par  suite 
aussi  mod  /  contrairement  à  l'hypothèse.  On  peut  donc  supprimer  un  facteur  /  au 
numérateur  et  au  dénominateur  de  (33).  En  poursuivant  cette  simplification,  on  voit 
finalement  que  tout  entier  a  du  corps  c(Q,  dans  ses  représentations 

a  =  «„  +  a.À  +  ...  +  a,_.À'-*  =  6„  +  6.;-  -f  ...  +  6,_,;''-* 

avec  des  coefficients  rationnels  a,,  a, a^_^  ou  6^,  6,,  ....  h^_^,  admet  pour  tous 

ces  derniers  des  valeurs  entières. 

Puisque  les  puissances  i,  Z,,  ...,  ^'~*  du  nombre  1^  forment  donc  une  base  du 
corps  c(Q,  le  discriminant  d{Q  du  nombre  Ç  est  en  même  temps  le  discriminant  du 
corps. 

Fac.  de  T.,  3-»  S.,  II.  38 
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§  98.    —  DÉCOMPOSITION  DES  NOMBRES  PREMIERS  DIFFERENTS  DE  /. 

La  décomposition  du  nombre  premier  /  dans  c('Ç)  a  été  donnée  dans  le  théo- 
rème 1 17.  Pour  celle  des  autres  nombres  premiers,  on  a  la  règle  suivante  : 

Théorème  119.  — p  étant  un  nombre  premier  différent  de  /et /le  plus  petit  expo- 
sant positif  pour  lequel  jo^^^  1,  mod  /,  si  l'on  pose  / —  i  =^/.  on  a  dans  c(u)  la 
décomposition 

où  pj.  ...,  p"  sont  des  idéaux  premiers  distincts  de  degré /de  cÇÇ).  [Kummer^-^.] 

Démonstration.  —  Soit  a  =  a  4-  a,^  4-  ...  -j-  a^_,^'~*  un  entier  arbitraire  de  c(^); 
on  a  les  congruences 

aP  =  (a  +  a/C        +  . . .  -f  «,_,  '^'-y         =  a  +  a/f  +  . . .  4-  a,_, 7^'''^  (mod  p) , 

^/>=  =  («  +  a^  ^p      +  . . .  +  a^_^  :^pi''y      =a  +  a/r+...+  a,_,  :^^<'-*'  (mod  />) , 

aP^  ={a-\-  a^  Çp^-*  +  . . .  +  a/_,  ^''^-V/-»))"  =  a  +  a,  r^^  +  . . .  +  a,_^  '^d-*)  =  a    (mod  p) . 

Si  maintenant  :p  est  un  idéal  premier  divisant  p,  la  congruence  a^^^^a  (mod/))  est 
vérifiée  a  fortiori  mod  |),  c'est-à-dire  la  congruence 

est  vérifiée  par  n'importe  quel  entier  de  c(Ç).  Le  nombre  des  racines  de  oette  con- 
gruence incongrues  mod  p  est  par  suite  égal  au  nombre  des  entiers  de  c  incongrus 
mod  p,  c'est-à-dire  à  n{p)=p'^ ,  f  désignant  le  degré  de  l'idéal  premier  p;  mais  le 
degré  de  la  congruence  (34)  est  p^ .  On  a  donc  (théorème  26)  p^  ^p^,  c'est-à-dire 

/</• 

D'autre  part,  vu  le  théorème  de  Fermât  généralisé  (théorème  ik),  on  a  sûrement 

(35)  C"^-^!,         {p). 

Comme,  vu  la  formule  (3i),  pour  un  exposant  g  non  divisible  par  /  le  nombre 
I  —  ^^  est  toujours  premier  à  ip,  il  résulte  de  la  congruence  (35)/)^ —  i  ^o,  mod  /, 
ot  par  suite  /'^/.  Donc  /'=/,  c'est-à-dire  que  tout  idéal  premier  diviseur  de/)  est 
de  degré  / 

Comme  p  ne  divise  pas  le  discriminant  du  corps  c(Ç),  il  résulte  du  théorème  3i 
que  p  se  décompose  en  idéaux  premiers  tous  distincts.  En  posant /)  =  $)^  ...  p^',  on  a 
n(/))  =/)'"' =/)*'/^,  c'est-à-dirè  / —  i  =e/,  e'^^e.  La  démonstration  du  théorème  119 
est  ainsi  complète. 
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Pour  obtenir  effectivement  les  idéaux  premiers  p^,  ...,  p^,  appliquons  le  théo- 
rème 33,  en  ayant  égard  à  la  remarque  faite  à  ce  sujet  paragraphe  i3.  On  a,  d'après 
cela,  la  décomposition  identique  mod  p 

F[x)^F.(a;)F,(x)  ...  F,(x),         (/>), 

où  F,(a?),  ...,  F/x)  sont  des  polynômes  entiers  de  degré /à  coefficients  entiers,  irré- 
ductibles et  incongrus  mod  p.  Ces  fonctions  une  fois  déterminées,  on  obtient  la 
représentation  cherchée  par  les  formules 

^  =  (p.F.G)),.-.,?.  =  (p,F,(r))('). 


CHAPITRE  XXII. 

Racines  m'*™"  de  l'unité,  m  étant  composé,  et  corps  circulaire 

correspondant. 

S  94.  —  Le  coups  des  racines  m'^""'*  de  l'umté. 

2ir. 

Soit  m  un  nombre  entier  positif  quelconque  et  posons  Z::=e'«  .  L'équation  de 

degré  m 

x""  —  I  =  o 

a  les  racines 

z,   z^  .   ,   z"'-s   z"'=i 

Ces  nombres  sont  les  racines  m''"'"^'*  de  Vanilé;  elles  définissent  un  corps  c{Z),  appelé 

le  corps  circulaire  des  racines  m''™*'*  de  l'unité. 

Si  m  est  composé,  on  a 

m=:l\'ll^ 

/, ,  /,,  ...  étant  les  facteurs  premiers  distincts  de  m,  et  l'on  peut  décomposer  —  en 


fractions  simples  : 


I  a,       a^ 


où  flj,  ttj,  ...  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs  et  où  a,  est  premier  h  l^,  a^k  l^.  etc. 

(1)  N.  T.  —  Dans  le  cas  particulier  (ie/=:  i,  c'est-à-dire  de  />  =  m/  +  i ,  on  a,  en  désignant 
par  ff  une  racine  primitive  mod  p  : 

F{x)  =  (x  —  g'")  (x  —  g"")  . . .  (x  —  j/*'-'"")         (mod  p), 
et,  par  suite. 
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De  là  résulte 
en  posant 


2tr 


/?'         7^P^ 


Le  corps  c(Z)  résulte  donc  de  la  combinaison  des  corps  c(Z,)  des  racines  /^ 'i'™es  jg 
l'unité,  c(Zj).  etc.  Nous  commencerons  donc  par  traiter  le  cas  le  plus  simple,  où 
m^=t  ne  contient  qu'un  nombre  premier. 


S  95.  —  Degré  du  corps  circulaire  des  /*'•''"''«  racines  de  l'umté  et  décomposition 
DU  nombre  premier  /  dans  ce  corps. 

Théorème  1  ao.  —  Que  /  soit  égal  à  2  ou  à  un  nombre  premier  impair,  le  degré  du 

2/1: 

corps  c(Z).  Z  =^'  '  est  égal  à  /''"'(/ —  i).  Le  nombre  premier  /  se  décompose  dans 
c(Z)  en  /=8'      ""'',  8  étant  un  idéal  du  premier  degré  du  corps. 

Démonstration.  —  Z  "vérifie  l'équation  de  degré  /*"'(/ —  i) 

.1" 


œ'"-*  —   I 


Y{x)  =  J,_,     \  =  x'"-*<'-'  +  0^'     "-*'  +  ...4-1=0. 


Si  l'on  désigne  par  g  un  entier  non  divisible  par  /  et  r(  un  entier  tel  que  gg'^  i 
mod  /*,  on  voit,  comme  au  paragraphe  91,  que 


i-Z 

ainsi  que  l'inverse 

I  — Z  _  1  —  Z"'" 

sont  des  entiers  du  corps;  par  suite  E„  est  une  unité.  On  en  déduit,  comme  au  para- 
graphe 91,  les  égalités 

F(i)  =  /=n(i-r)=A'''~'"-''nE,=s'''-'"-", 

(e)  (ff) 

OÙ  A=i — Z,  8  =  (A)  et  où  les  produits  doivent  être  étendus  à  tous  les  entiers 
positifs  premiers  à  /  et  <;  /". 

On  en  conclut,  comme  paragraphe  91,  que  le  degré  du  corps  est  au  moins  égal 
à  l'^~\l —  i)  et  a,  par  suite,  exactement  cette  valeur. 
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S  96.  —  Base  et  discrimikant  du  corps  circulaire  des  1'''^^°'^  racines  de  i. 

Sir 

Théorème  121.  —  Dans  le  corps  circulaire  c(2),  Z  =^'''.  une  base  est  formée 
par  les  nombres 

Le  discriminant  du  corps  est 

(/  =  +/'""""-*-". 
avec  le  signe  —  pour  /*  =  /|  ou  /^  3  mod  4.  avec  le  signe  +  dans  les  autres  cas. 

Théorème  122.  —  p  étant  un  nombre  premier  différent  de  /  et /étant  le  plus  petit 
exposant  positif  pour  lequel  p^^i,  mod  /*,  si  l'on  pose  /*"'(/ —  i)z=ef,  on  a  la 
décomposition 

P  =  %\    ■■     ^^e' 

OÙ  ^^ ^^  sont  des  idéaux  premiers  distincts  de  degré  y. 

Démonstration  analogue  à  celle  des  théorèmes  1 1 8  et  11 9. 


S  97.  —  Le  corps  circulaire  général.  Degré,  discriminant,  idéaux  premiers. 

Soit  maintenant  m  un  produit  de  puissances  de  nombres  premiers  distincts 
m^zl'l^  11=  ...  .  Le  corps  c(Z)  des  m'^'"*''  racines  de  l'unité  est,  comme  on  l'a  vu,  le 
résultat  de  la  composition  des  corps  cfZ,)-  ^(2^)'  •  ••  des  racines  /J-,  /^,  ...  èmes  de 
l'unité.  Comme  les  discriminants  de  ces  derniers  sont  premiers  entre  eux,  on  déduit 
immédiatement  du  théorème  87  (S  Sa)  la  proposition  : 

Théorème  128.  —  Le  degré  du  corps  c(Z)  des  racines  m^/J-  /*>  ...  '^"'^*  de  l'unité 
est 

En  appliquant  la  deuxième  partie  du  théorème  88  et  ayant  égard  au  théorème  121, 
on  obtient  la  proposition  : 

Théorème  i24-  —  Le  corps  circulaire  c(Z)  des  w'*"''  racines  de  l'unité  a  pour  base 

I,    z,    z'.    •...    z*""'"'- 

Le  discriminant  du  corps  c(Z)  s'obtient  par  l'application  de  la  première  partie  du 
théorème  88. 

Enfin,  on  peut  réaliser  la  décomposition  d'un  nombre  premier  p  dans  le  corps 
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c(Z)  en  s'appuyant  sur  le  théorème  88  et  les  propriétés  des  corps  de  décomposition 
et  d'inertie. 

On  obtient  ainsi  le  théorème  : 

Théorème  i25.  —  p  étant  un  nombre  premier  non  diviseur  de  m=^V[^  /*»  .,., 
y  le  plus  petit  exposant  positif  pour  lequel  jd^^  i,  mod  m,  si  l'on  pose  ^{pi)  =  ef, 
p  se  décompose  dans  c(Z)  en 

?  =  '».     •••     ^e, 

^, >  ...,  '^^  étant  des  idéaux  premiers  distincts  de  degré/de  c(Z)- 

Si  l'on  pose  m*=p'^m,  on  a  dans  le  corps  c(Z*)  des  /n*'^"""^  racines  de  l'unité  la 
décomposition 

p=\^:  ...  ^.t""''"-', 

'^*,  ...,  sp/ étant  des  idéaux  premiers  distincts  de  degré  /  de  c(Z*)-  [Kummer*'', 
Dedekind  *.  Weber  *.] 

Démonstration.  —  Supposons,  pour  abréger,  m  =  l'^<ll',  et  désignons  alors  par 
c'*',  c'*'  les  corps  circulaires  des  racines  /Js  /^a'^'n^s  de  l'unité. 

Soit  p  un  nombre  premier  distinct  de  l^,  l^  et  soient  p^^\  f)'*'  deux  facteurs  pre- 
miers idéaux  de  p  dans  c***  et  c'*'  respectivement;  nous  désignerons  les  corps  de 
décomposition  de  :p*''  dans  c*''  et  de  ^'*'  dans  c'*'  par  c^^\  c^^'.  Soient/,,  f^  les  plus 
petits  exposants  pour  lesquels  pf>  ^  i  mod  l\^ ,  />^»  ^  i  mod  /^»,  et  posons 

alors  e,,  e,  sont  les  degrés  des  corps  éa,  c^a  et  /, ,  /,  les  degrés  relatifs  de  c*''  par 
rapport  à  c^  et  de  c'*'  par  rapport  à  Cd'.  D'après  le  théorème  88,  le  nombre  premier 
p  se  décompose  en  e^e^  idéaux  dans  le  corps  q'  composé  de  q  et  Cd  ;  ces  idéaux 
sont  donc  tous  premiers  du  premier  degré  dans  cj,'  '  .  Nous  considérons  en  particulier 
l'idéal  premier  p  =  (p*'*,  p*'')  et  nous  désignons  par  ^  un  facteur  premier  de  p  dans 
le  corps  c  composé  de  c***  et  c"';  soit  c^  le  corps  de  décomposition  de  l'idéal  premier 
^  dans  c.  11  résulte  d'abord  de  la  définition  d'un  corps  de  décomposition  que  Ca 
doit,  ou  bien  coïncider  avec  c^,  ou  en  faire  partie  comme  sous-corps.  Le  groupe 
relatif  du  corps  compose  de  c'",  câ  par  rapport  a  q  est  cyclique  de  degré/,;  le 
groupe  relatif  du  corps  composé  de  cl  ,  c**'  par  rapport  à  é^  *■*  est  cyclique  de  degré  /. 
Nous  en  concluons  que,  /  étant  le  plus  petit  commun  multiple  de  /  et/,  le  groupe 
relatif  de  c  par  rapport  à  Ca  ne  peut  contenir  aucun  sous-groupe  cyclique  de  degré 
supérieur  à  /.  Comme  c,  corps  d'inertie  de  l'idéal  premier  ^,  doit  avoir  un  groupe 
relatif  cyclique  par  rapport  à  c^  et  que  c^  contient  c^a  ,  il  en  résulte  que  ce  groupe 
relatif  cyclique  de  c  par  rapport  à  c^  est  au  plus  de  degré/. 

D'autre  part,  faisons  les  remarques  suivantes.  Les  deux  corps  c''*  et  c^  ont  comme 
sous-corps  commun  le  corps  Ca  ,  mais  aucun  autre  de  degré  supérieur,  car  autrement 
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f>*''  devrait  encore  être  décomposable  dans  c*''.  De  même  les  deux  corps  c***  et  c^  ont 
Cd  pour  plus  grand  sous-corps  commun.  Prenons  alors  q"  pour  domaine  de  ratio- 
nalité; Cj  est  alors  un  corps  relatif  par  rapport  à  c^''  ,  qui  n'a  ni  avec  c''*,  ni  avec  c***, 
aucun  sous-corps  commun  relatif  par  rapport  à  é^'. 

Nous  en  concluons  facilement  que  c^  ne  peut  avoir  un  degré  relatif  par  rapport 

à  Cd      supérieur  à  -^ •  Le  corps  c^  est  donc  au  plus  de  degré    '  *.*  ',  c'est-à-dire 

que  le  groupe  relatif  de  c  par  rapport  à  c^  est  au  moins  de  degré  /.  Ceci,  joint  au 
théorème  démontré  plus  haut,  montre  que  le  degré  du  groupe  relatif  de  c  par  rap- 
port à  c^  doit  être  égal  à/,  ce  qui  montre  l'exactitude  du  théorème  laô  dans  notre 
cas  particulier. 

Ht. 

D'après  le  théorème  128,  2  =  ^^  satisfait  à  une  équation  irréductible  Y{x)=^o 
de  degré  <î>(m)  à  coefficients  entiers,  et  d'après  la  démonstration  du  théorème  87,  cette 
équation  F(£c)  =  o  reste  même  irréductible  si  l'on  prend  pour  domaine  de  rationalité 
n'importe  quel  corps  dont  le  discriminant  soit  premier  à  m.  [Rronecker^-'.] 

Voici  comment  on  forme  le  polynôme  F(ic).  Posons,  pour  abréger,  x"'  —  i  =  [m] 
et 


on  a 

IIJIJI,  ... 


Y{x) 


11.11,11. 


[Dedekind',  Bachmann-.] 

Si  a  est  un  entier  rationnel  et  /;  un  facteur  premier  de  F(a;)  premier  à  m,  on  voit 
que  d'après  le  théorème  i25  on  a  toujours/)^  i  mod  a«  .  Il  y  a  par  suite  évidem- 
ment une  infinité  de  nombres  premiers  vérifiant  cette  congruence. 


;(e'"j. 


S  98.  —  Unités  du  corps  c\e'"  j.  Définitiox  des  «  unités  circulaires  ». 

Théorème  126.  —  m  étant  une  puissance  du  nombre  premier  l  et  g  un  nombre 
non  divisible  par  /,  l'expression 

i-Z 

,    ■        {      -\ 

représente  toujours  une  unité  du  corps  c\Z  =  e"'  J . 
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Si  le  nombre  m  contient  plusieurs  facteurs  premiers  et  si  g  est  premier  à  m, 
l'expression 

représente  toujours  une  unité  dans  le  corps  défini  par  2  =  e^. 

Démonstration.  —  La  première  partie  de  ce  théorème  126  a  déjà  été  établie  dans 
les  démonstrations  des  théorèmes  117  et  120.  Pour  démontrer  la  seconde,  posons 
m  =  11' II' l^'...,  et 

g        a  b 

où  a  est  un  entier  premier  à  /,  et  6  un  entier  premier  à  /,,  /, On  a 

itng  

(36)  I  _2''=i— e~=  I  — e'î'e'"''*'-. 
Or,  on  a 

^(I-e'^e'^'^■•j=I_e'^'^■•■, 

(r) 

le  produit  étant  étendu  à  x  =  o,  i ,  2 /J»  —  i ,  ou 

2JitW*i 
/  iir.x'         iir.b     \ 

(37)  II  ~"     ~~~ 

le  produit  étant  étendu  seulement  a  x'  =  1,  2,  ... ,  l'^^  —  i. 

Distinguons  maintejiant  deux  cas,  suivant  qu'il  y  a  dans  m  deux  facteurs  premiers 
/, ,  /^,  ...,  ou  davantage  :  Dans  le  premier  cas,  le  second  membre  de  (37)  est  une 
unité  d'après  la  première  partie  du  théorème  126.  Dans  le  second  cas,  nous  pouvons 

admettre  que  le  théorème  126  ait  été  démontré  pour  les  corps  c\e'"'/,  dont  le 
nombre  m*  a  moins  de  facteurs  premiers  que  m.  Le  théorème  s'applique  donc  au 

m 
corps  formé  des  racines  -—  èmes  de  l'unité.  Par  suite,  le  numérateur  et  le  dénomina- 

11' 

teur  de  la  fraction  du  second  nombre  de  (37)  sont  des  unités.  L'expregsion  (36)  est 
un  facteiir  du  produit  du  premier  membre  de  (37),  et,  par  conséquent,  dans  tous  les 
cas,  c'est  une  unité.     C.  q.  f.  d. 

Une  unité  quelconque  du  corps  circulaire  c\e"^}  est  le  produit  d'une  racine  de 
l'unité  et  d'une  unité   réelle.    La  racine   de   l'unité  n'appartient  pas   toujours  au 

corps  c\e~^),  mais  peut,  si  m  contient  plusieurs  facteurs  premiers  différents,  être, 
dans  le  cas  de  m  pair,  une  racine  2m'^"'®  de  l'unité,  et,  dans  le  cas  de  m  impair,  une 
racine  4'«'''"'*-  [Kronecker '.]  On  a  en  particulier  le  théorème  suivant  déjà  trouvé  par 
Kummer. 


]-'- 

_  e  2  * 

I  - 

imb 
-e  Va 
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Théorème  127.  —  /étant  un  nombre  premier  impair,  si  l'on  considère,  dans  le 

—                                          _                    ,   ^ —  I 
corps  c(u)  défini  par   ^=:e  '  ,  le  sous-corps  c(u  +  C  ')  de  degré  défini  par 

^  +  ^~',  un  système  quelconque  d'unités  fondamentales  de  ce  corps  réel  c(^  +  'Ç~') 
est  en  même  temps  système  d'unités  fondamentales  de  c(Ç). 

£(r) 

Démonstration.  —  e(Z)  étant  une  unité  quelconque  de  c(c),  ',.  en  est  une  autre, 
ayant  ainsi  que  ses  conjuguées  pour  valeur  absolue  i ,  et  c'est  par  suite,  d'après  le  théo- 

rème  l\S,  une   racine  de  l'unité;    posons         "  ,  ^  H-  T^  (/) ,   où   g  est   un  entier. 

£(s) 

L'unité  r;(Q  =  £(u)^~^  possède  alors  la  propriété 

(38)  ïï^  =  ±-- 

Dans  cette  formule  (38),  le  signe  +  est  seul  possible.  Autrement  r(L)  serait  une 
vmité  purement  imaginaire;  alors,  posons  t,*  =  j,  où  j  est  une  unité  du  sous-corps 
réel  c(Z  +  ^~').  La  différente  relative  du  nombre  t,  =  v/ aj  par  rapport  au  sous-corps 
réel  c(Ç  +  w~')  est  2r,.  et,  par  suite,  première  à  /.  Par  suite,  la  différente  relative  du 
corps  c(Q  par  rapport  à  c(s  -|-  ^~')  devrait  être  première  à  /.  Or,  si  l*  désigne  un  fac- 
teur idéal  premier  quelconque  de  /  dans  le  corps  réel  c(Z  -f  s~').  cet  idéal  ne  serait 
donc  pas,  d'après  le  théorème  98,  égal  au  carré  d'un  idéal  premier  du  corps  c(ç). 

,            .              /— I 
Mais  comme  I*  entre  au  plus  a  la  puissance dans  /,  cette  dernière  conséquence 

serait  contraire  au  théorème  117  sur  la  décomposition  du  nombre  /dans  c(Q;  donc, 
le  second  membre  de  (38)  a  bien  le  signe  +  .  De  r,ÇÇ)  =  r^(l^~')  suit  que  y,(u)  est  réel. 
C.  q.  f.  d. 

Les  unités  données  au  théorème  126  sont  imaginaires. 

Pour  en  obtenir  de  réelles,  formons,  suivant  que  m  est  une  puissance  d'un  nombre 
premier,  ou  contient  plusieurs  facteurs  premiers  différents,  les  expressions 


'        ^/(i-Z)(i-Z-*)' 


e,  =  v/(i-z'')(i-z-''), 

où  g  est  premier  à  m  et  où  les  y  sont  pris  avec  le  signe  +  .  Ces  unités  s'appelleront 
simplement  unités  circulaires.  Comme  i  —  Z""^  —  Z~''(i  — Z~0.  on  reconnaît  que, 
dans  le  premier  cas,  ces  unités  appartiennent  au  corps  c(Z)  lui-même,  tandis  que, 
dans  le  second,  ce  sont  des  produits  d'unités  du  corps  c(Z)  par  des  racines  2  m'^™*'  ou 
^^iènifs  (jg  l'unité,  suivant  que  m  est  pair  ou  impair. 


(ï)  N,  T.  —  On  peut  prendre  un  exposant  pair,  car  on  peut  ajouter  à  Texposaot  un  multiple 
quelconque  de  /,  qui  est  impair. 

Fac.  de  T.,  3«  S.,  II.  89 
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CHAPITRE  XXIII. 
Propriétés  du  corps  circulaire  comme  corps  abélien. 

§  99.  —  Le  groupe  du  corps  circulaiue  des  racines  m'*'"'^^  de  l'unité. 

Le  corps  circulaire  des  racines  m''""^''  de  l'unité  est  toujours  abélien  et  l'on  a  les 
théorèmes  plus  spéciaux  ci-après. 

tir. 

Théorème  128.  —  /étant  premier  impair,  le  corps  circulaire  défini  par  2  =  ^^ 

est  un  corps  cyclique. 

lit 

Le  corps  circulaire  défini  par  Z  =  ^-''(^^2)  est  composé  du  corps  quadratique 

/  il       _'Ji\ 
imaginaire   c{l)   et  du   corps   réel   c\e-''  -\-  e    -"•/.    Ce   corps    réel   est  cyclique   de 

degré  2''"'. 

Démonsirallon.  —  La  première  partie  du  théorème  128  résulte  de  l'introduction 
de  la  substitution  s  =  (Z  !  ZO'  o"  ^  ^st  une  racine  primitive,  mod  /".  Il  est  alors 
évident  que  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  c(Z)  sont  des  puissances  de  s. 

Pour  démontrer  la  deuxième  partie  ('),  considérons  les  substitutions  : 

s  =  {Z:r),     s'  =  {z:z-')=={i:-i). 

Il  en  résulte  aisément  que  les  puissances  de  s  et  leurs  produits  par  s'  représentent 
toutes  les  substitutions  du  corps  c(Z)- 

Le  théorème  128  conduit  immédiatement  au  groupe  d'un  corps  circulaire  des  ra- 
cines m'*'"""  de  l'unité,  m  étant  composé. 

l^a  détermination  des  corps  de  décomposition,  d'inertie  et  de  ramification  pour 

un  idéal  premier  donné  de  c^e  '"  /  peut  se  faire  facilement  avec  l'aide  des  théorèmes 
démontrés  paragraphes  96.  96  et  97,  sur  la  décomposition  d'un  nombre  premier  dans 
un  corps  circulaire.  On  obtient  ainsi  en  particulier  ce  résultat  : 

Théorème  129.  —  /  étant  premier  impair,  dans  le  corps  circulaire  c(Z)  des  /*■'""«' 
racines  de  l'unité,  l'idéal  premier  C  =  (i  —  Z)  contenu  dans  /  a  pour  corps  de  rami- 
fication le  corps  c(Z)  lui-même,  et  l'ensemble  des  nombres  rationnels  est  à  la  fois 
corps  de  décomposition  et  corps  d'inertie.  ^  étant  un  idéal  premier  de  degré  /de  c{Z), 
différent  de  8,  c(Z)  est  le  corps  d'inertie,  et  le  corps  de  décomposition  de  ^  est  le 

sous-corps  de  degré  e  = correspondant  aux  substitutions 

s%  s'%  ...,  /% 

s  désignant  une  substitution  Z  !  Z"^  dont  les  puissances  engendrent  complètement  le 

groupe  de  c(Z)- 

(')  N.  T.  —  Il  n'existe  pas  en  effet  de  racines  primitives,  mod  2''+^  pour  A  ^2. 
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S  loo.  —  Généralisation.  —  Théorème  fondamental  sur  les  corps  abéliens. 

Généralisons  maintenant  la  notion  de  corps  circulaire;  désignons  sous  le  nom  de 

corps  circulaire  tout  court  non  seulement  tout  corps  c\e  ">  )  défini  par  des  racines  de 

l'unité  d'indice  m  quelconque,  mais  aussi  n'importe  qviel  sous-corps  du  corps  c\e^}. 

Comme  le  corps  c\e  "'  )  est  toujours  abélien,  et  que  m  et  m'  étant  des  exposants  quel- 
conques, le  corps  des  racines  m'^'""  et  celui  des  racines  m''^'"^^  de  l'unité  sont  tous  les 
deux  des  sous-corps  du  corps  des  racines  m.m''^'^^^ ,  on  a  pour  les  corps  circulaires 
plus  généraux  qu'on  vient  de  définir  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  i3o.  —  Tout  corps  circulaire  est  abélien.  Tout  sous-corps  d'un  corps 
circulaire  est  un  corps  circulaire.  Tout  corps  composé  de  corps  circulaires  est  aussi 
circulaire  : 

Voici  maintenant  une  proposition  fondamentale  qui  fournit  la  réciproque  de  la 
première  partie  du  théorème  précédent. 

Théorème  i3i.  —  Tout  corps  abélien  dans  le  domaine  de  rationalité  des  nombres 
rationnels  est  un  corps  circulaire.  [Rronecker-- '^,  Weber ',  Hilbert^.] 

Pour  nous  préparer  à  démontrer  ce  théorème  fondamental,  rappelons-nous  que, 
d'après  le  théorème  48,  tout  corps  abélien  se  compose  de  corps  cycliques  dont  les 
degrés  sont  des  nombres  premiers  ou  des  puissances  de  nombres  premiers.  Nous 
construisons  alors  les  corps  cycliques  particuliers  suivants.  Soit  u  un  nombre  premier 
impair  et  u''  une  de  ses  puissances  d'exposant  positif;  alors  le  corps  déterminé 

par  e"  ^    est  un  corps  cyclique  de  degré  u''(u —  i).  Désignons  par  U^  le  sous-corps 

il!  — iz 

cyclique  de  degré  u*  de  ce  corps.  Le  nombre  e'-  -\-  e-  détermine  un  corps  cycli- 
que réel  de  degré  2*.  Soit  II,,  ce  dernier  corps.  Enfin,  soit  /''  une  puissance  d'un 
nombre  premier  quelconque  /  (égala  2  ou  non)  et  soit,  en  outre,  /)(')  un  nombre 

premier  ^  i,  mod  /";  alors  le  corps  circulaire  c\e  p/  de  degré  p —  i  a  évidemment 
un  sous-corps  cyclique  de  degré  /''.  Soit  P^  ce  corps  cyclique  de  degré  /'*.  Les  corps 
U^,  11;^,  P^  sont  des  corps  circulaires  de  degrés  u*,  2*,  /'';  les  discriminants  de  ces 
corps  sont,  vu  les  théorèmes  89  et  121,  des  puissances  de  u,  de  2  et  de  p  respecti- 
vement. 

Nous  montrerons  dans  les  paragraphes  suivants  que  tout  corps  abélien  est  un 
sous-corps  d'un  corps  composé  de  c{i)  et  de  corps  appropriés  U^,  11^,  P^^.  Il  faut  pour 
cela  une  série  de  considérations  auxiliaires. 

(')  Voir  la  dernière  remarque,  §97. 
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S  loi.  —  Lemme  général  sur  les  corps  cycliques. 

Lemme  i5.  —  Si  un  corps  cyclique  C^  de  degré  /"  (/  étant  premier  quelconque  =2 
ou  =1=2)  ne  contient  pas  comme  sous-corps  le  corps  correspondant  U,  ou  11^,  on 

obtient,  en  composant  C^  avec  le  corps  c{Z)  déterminé  par  Z  =  e ''' »  un  corps 
c(Zf  CJ  de  degré  r''~\l —  i).  et  il  y  a  toujours  dans  c{Z)  un  nombre  •/.  ayant  les  pro- 
priétés  suivantes  :  le  corps  c(Z.  CJ  est  aussi  déterminé  par  les  nombres  Z  et  yx;  si 
r  est  un  entier  quelconque  non  divisible  par  /,  et  5  =  (Z  !  TJ),  la  substitution  corres- 
pondante du  corps  c(Z),  y-*"'^  est  la  /''''"'«  puissance  d'un  nombre  de  c(Z)- 

Démonstraiion.  —  L'assertion  relative  au  degré  du  corps  c(Z,  C^)  est  une  consé- 
quence immédiate  de  ce  que  c(Z)  et  C^  n'ont  aucun  sous-corps  commun  en  dehors 
du  corps  des  nombres  rationnels.  Soit  alors  a  un  nombre  générateur  du  corps  C^,  tel 
qu'aucune  de  ses  puissances  ne  soit  contenue  dans  un  sous-corps  de  C^,  ;  soit,  de  plus. 
t  une  substitution  qui.  avec  ses  puissances,  engendre  le  groupe  C^, .  Posons,  a  et  6 
étant  des  exposants  quelconques, 

K(a",  z*)  =  ^"  +  Z* •  (/ît)"  +  T'.iûo)'  +  ...  +  Z*'"-"* •  (^"'-'a)«. 

Les  expressions  K(a,  Z).  K.(a%  Z)'  •••.  K(7.'''~',  Z)  ne  peuvent  s'annuler  ensemble, 
car  autrement,  comme  K(a*,  Z)  =  o,  le  déterminant  suivant 


I ,  I ,  • . . ,       I 

a. 


tx,  ....       /'"-'a 

'"-',      (/a)"'-^      ...,       (<"'-'a)'*-' 

devrait  également  s'annuler,  et,  vu  la  remarque  du  paragraphe  3,  le  nombre  a  ne  serait 
pas  un  nombre  générateur  du  corps  C^.  Soit  a*=a"  une  puissance  de  a,  pour  la- 
quelle K  =  K(a*,  Z).  soit  =1=0.  Comme  K(/a»,  Z*)=Z"*K(a»,  Z*).  '1  en  résulte  que 

le  nombre  K'''  et  aussi  tous  les  nombres -^ —  sont  des  nombres  du  corps  c(Z)- 

K 

Comme  on  a 

a*  =  -^  {  R(a*,  Z)  +  K(a*,  r  +  . . .  +  K(a*,  Z'")  j 

et  que  a*  est  un  nombre  générateur  du  corps  C^,  nous  voyons  que  le  corps  défini  par 
K  et  Z'  de  degré  au  plus  égal  à  /**"'(' — 0-  contient  le  corps  c(Z,  C^,)  de  degré 
r"~'(/  —  i)  ;  le  premier  corps  et  le  dernier  sont  donc  identiques  et  le  nombre  x=  K''' 
possède  la  propriété  indiquée  dans  le  lemme  i5. 

Faisons  encore  la  remarque  suivante.  Le  corps  détermine  par  Z  et  y  y,  est,  on  le 
voit  aisément,  cyclique  relatif  de  degré  relatif  /*  vis-à-vis  de  c(Z),  et  possède,  par 


THIiORIE  DES  CORPS  DE  NOMBRES  ALGEBRIQUES.  3o9 

suite,  un  seul  sous-corps,  qui  contient  c(Z)  et  qui  est  cyclique  relatif  de  degré  /  vis- 
à-vis  de  c(Z)-  Si  alors  C,  désigne  le  sous-corps  de  degré  /de  C^,  le  corps  formé  de 
c(Z)  et  Cj  doit  être  identique  avec  le  corps  formé  de  7  et  y-/,. 


S   I02.  —   Sur  certains  factelrs   premiers   du    DiscRiMiisArsT   d'un   corps  cyclique 

DE    DEGRÉ    /*. 

Lemme  i6.  —  Si  C^  est  un  corps  cyclique  de  degré  /",  /  étant  premier  quelconque 
(=2  ou  =1=3),  et  si  C,  est  le  sous-corps  de  degré  /  de  C^,  les  facteurs  premiers  p  dif- 
férents de  /  du  discriminant  de  C,  sont  toujours  ^  i,  mod  t . 

Démonstration.  —  Considérons  d'abord  le  cas  où  /  est  premier  impair  et  où  A  ^  i . 
et  supposons  que.  contrairement  au  théorème,  le  discriminant  de  C,  contienne  un 

facteur  premier /)=|e  I  mod  /.  Soit  Z^e}  ,  r  un  nombre  primitif  mod  /,  et  pre- 
nons dans  le  groupe  du  corps  c(^)  la  substitution  s  =  (Z'.  Z'').  Si  p  est  un  facteur  idéal 
premier  de  p  dans  le  corps  c('^),  il  est,  vu  le  théorème  119,  comme  p^\=i  mod  /, 
d'un  degré />  i  ;  donc,  vu  le  théorème  129,  le  degré  e  du  corps  de  décomposition  de 
l'idéal  premier  f)  est  <C  / —  i  ;  les  autres  facteurs  premiers  de  p  sont  alors 

p'  :z^  Sp,    ...,   p^^~'^  =iS^'*p, 

tandis  que  s^p^^p,  c'est-à-dire 

(39)  r^-^  =  I . 

On  a  de  même,  pour  les  idéaux  premiers  conjugués  de  p  :  p' .  p" ,  etc.,  les  égalités 
correspondantes 

(4o)  ^'^^-'  =  1.     p"*«-'=i,... 

D'après  le  lemme  i5,  il  y  a  dans  c('l)  un  entier  a.  tel  que  les  deux  nombres  Z  et 
v/y.  engendrent  le  corps  c(^,  C,)  composé  de  c(Ç)  et  de  C,.  et  que  %'"''  est  égal  à  la 
/iéme  puissance  d'un  nombre  de  c(Q.  Comme  s  —  /'  et  .<?*— i  sont  deux  polynômes 
entiers  à  coefficients  entiers  en  s.  qui  n'ont  mod  /  aucun  facteur  commun,  il  existe 
trois  polynômes  entiers  à  coefficients  entiers  ç(s),  -[(5),  -/(s),  tels  que 

I  =  (5«  -  i)^(s)  +  {s-  r)4  (s),  +  ly{s). 
et  de  là  résulte 

'/,  =  y(S<'-\)o(s)Ms-r)m  +  hM)  =.  y>-«-l)ç(s)  a', 

OÙ  a  est  un  nombre  de  c(w).  Vu  les  égalités  (89)  et  (^o),  a**-'  est  un  nombre  entier  ou 
fractionnaire,  tel  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  contiennent  aucun  facteur 
premier  p,  p' ,  ...,  et  sont,  par  suite,  premiers  à  />;  il  en  est  donc  de  même  de 
y(se_i)ç(s)     ]\fQyg  posons  yj»*-!'?'"'  =^_,  de  façon  que  p  soit  un  entier  de  c(Q  premier  à  p 
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et  a  un  entier  rationnel.  Le  corps  c(u,  CJ  est  alors  aussi  engendré  par  les  deux  nom- 
bres ^  et  y  p.  Le  discriminant  relatif  du  nombre  y/p,  par  rapport  à  c(Q,  est  ±  /y~*  ; 
et  comme  p  est  premier  à  /),  le  discriminant  relatif  de  cil,  CJ,  par  rapport  à  c(Q,  est 
aussi  premier  à  p.  Comme,  d'autre  part,  le  discriminant  de  c(l)  n'est  pas  non  plus 
divisible  par  p,  le  discriminant  de  c{l,  CJ  est,  vu  le  théorème  89,  premier  à  p,  et 
par  suite  aussi  (théorème  85)  le  discriminant  du  corps  C,,  contrairement  à  notre 
hypothèse. 

l  étant  encore  impair,  soit  /i>  i.  Soit  2  =  e  '* ,  /'un  nombre  primitif  mod  /",  et 
soit,  dans  le  corps  c(Z).  la  substitution  ^  =  (2  ;  2')-  Soit  p  un  facteur  premier  =|=/ 
du  discriminant  de  C,  et  p  un  facteur  idéal  premier  de  p  dans  c(Z)- 

Si  nous  supposons/)^  i  mod  /,  mais  =Ie  i  mod  t,  l'idéal  premier  p  appartient 
toujours  au  sous-corps  c(Z')  du  corps  c(Z),  c'est-à-dire  que 


,/i— î 


et  de  même  pour  les  conjugués 

Comme  r  est  nombre  primitif  mod  /'',  r'      *'"*'  e|e  i  mod  /",  et  on  peut,  par  suite, 
déterminer  trois  polynômes  à  coefficients  entiers  ^{s),  '\{s),  '/(s),  tels  que 

/"-  =  (/-'<'-'_  i)cp (5)  +  {s-ry^{s)  +  tyXs); 

on  en  déduit,  ■/.  étant  déterminé  comme  au  lemme  i5, 

où  a  est  un  nombre  de  c{Z)-  Vu  les  propriétés  déjà  démontrées  des  idéaux  premiers 
p,  p' ,  p" ,  ...,  y.*'  ('-''-1^  et,  par  suite,  ■/>'  "-''-i)t(»)  sont  des  nombres  dont  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  sont  premiers  à  p.  Aous  pouvons  donc  mettre  le  der- 

nier  nombre  sous  la  forme  -^,  de  façon  que  p  soit  un  entier  de  c(Z)  premier  a  p  et  a 

un  entier  rationnel.  Alors  v/y.  ^=  -  y/p ,  d'où  on  tire  p  ^=  s'*"* ,  z  étant  aussi  dans  c(Z). 

a 

Comme  le  corps  c\Z,  s/v.)  est,  ainsi  qu'on  l'a  remarqué  à  la  fin  du  paragraphe  loi, 

identique   au  corps  composé  de  c(Z)  et  de  C,   et  que  le   discriminant   relatif  du 

nombre  y  c  vis-à-vis  de  c(Z)  a  la  valeur  +  /'g'~'  première  à  p,  le  discriminant  relatif 

du  corps  c(Z,  CJ  vis-à-vis  de  c(Z)  est  premier  à  p.  D'autre  part,  le  discriminant  de 

c(Z)  n'est  pas  davantage  divisible  par  p,  et  il  en  est  donc  de  même  du  discriminant 

de  c(Z,  CJ  et  par  suite  aussi  de  celui  du  corps  C^.  Mais  ceci  est  contraire  à  notre 

hypothèse. 

Pour  le  cas  de  /=2,  supposons  d'abord  /j  =  2  et  appliquons  alors  le  lemme  i5 

au  corps  cyclique  C^  du  quatrième  degré.  Posons  Z  =^  ^  -  =i  et  considérons  la  subs- 
titution de  c(Z)  «'  =  («,  — i).  Soit  C,  le  sous-corps  quadratique  de  C,  et  supposons 
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qu'il  y  ait  dans  le  discriminant  de  C,  un  facteur  premier  p  impair  ^=  i,  mod  4.  Vu  la 
dernière  propriété,  p  est  indécomposable  dans  c(i).  Si  le  nombre  y.  du  lemme  i5  est 
divisible  par/),  posons  p  =  a''~'.  Comme  d'autre  part,  d'après  le  lemme  i5,  on  doit 
avoir  ■/.''+'  =  a*,  a  étant  dans  c(/),  il  en  résulte  y.'^p^'a*,  c'est-à-dire  \/y.  =  avp~'. 

Donc  p  est  le  carré  d'un  nombre  de  c(i);  nous  pouvons  poser  p  =^  de  façon  que  i 

soit  un  entier  de  c(i)  premier  à  p  et  a  un  entier  rationnel.  Comme  le  corps  c{i,  C,) 
coïncide  avec  c[i,  y-)  et  que,  d'autre  part,  le  discriminant  relatif  du  nombre  y- 
vis-à-vis  de  c{i)  est  premier  à  p,  le  discriminant  relatif  du  corps  c(i,  C,)  vis-à-vis  de 
C(0  est  aussi  premier  à  p;  d'où  il  suit  que  le  discriminant  de  C,  n'est  pas  divisible 
parp,  contrairement  à  l'hypothèse. 

Si,  /  étant  égal  à  3,  ^  est  >>  2,  posons  Z  ==^*  •  Supposons  que  le  discriminant 
de  C,  contienne  un  facteur  premier  p^  i  mod  4  et  e|e  i  mod  2",  et  soit  p  un  facteur 
premier  idéal  de  p  dans  c(Z)'<  p  resterait  invariant  dans  une  substitution  si      ,  où 5^ 

est  soit  (Z  '.  Z').  soit  (Z  '.  Z~')  ;  on  aurait  donc  p'I  =  i .  Comme  (±5)*  e]e  i  mod  3*, 
on  aurait,  comme  plus  haut,  une  égalité  de  la  forme 

2''-'=(^r"'-  o?(o  +  (^.=F5)-K^.)  +-  3v.(o. 

d'où  l'on  tirerait  une  conclusion  contraire  à  l'hypothèse  que  p  divise  le  discriminant 
deC.. 

Le  lemme  16  est  ainsi  complètement  démontré  et  l'on  en  déduit  sans  difficulté  la 
nouvelle  proposition 

Lemme  17.  —  Soit  C^^  un  corps  cyclique  de  degré  /*  (/premier  =  3  ou  =|3  2);  soit 
C,  le  sous-corps  du  /'"""degré  de  C,,  ;  soit  p  un  facteur  premier  différent  de  /  du  dis- 
criminant du  corps  C,  :  on  peut  toujours  trouver  un  corps  abélien  C'/,'  de  degré 
l"'  ^^l"  avant  les  deux  propriétés  suivantes  : 

r  Le  corps  composé  de  C'^,-  et  d'un  certain  corps  circulaire  contient  C^  comme 
sous-corps; 

2°  Le  discriminant  du  corps  C'^'  ne  contient  que  des  facteurs  premiers  du  discri- 
minant du  corps  C,,  sauf  le  facteur  p. 

Démonstration.  —  D'après  le  lemme  16,  le  nombre  premiei  p  est  ^  i,  mod  /''; 
construisons  d'après  le  paragraphe  100  le  corps  circulaire  cyclique  P^  de  degré  t, 
dont  le  discriminant  est  une  puissance  de  p,  et  formons  le  corps  composé  de  C^  et 
P,,  dont  le  degré  est  l"^'".  Dans  P^,  on  a  p  =  :|)'*.  où  p  est  un  idéal  premier  de  1\. 
Soit  ^  un  idéal  premier  facteur  de  p  dans  c(C^,  PJ.  Comme  l'idéal  premier  ^  ne 
divise  pas  le  degré  Z"^*'  du  corps  c(C^,  P^),  ce  corps  est  le  corps  de  ramification  de 
l'idéal  premier  ^  et  par  suite,  vu  le  théorème  81,  il  est  relatif  cyclique  et  de  degré 
relatif  au  moins  égal  à  /"  par  rapport  au  corps  d'inertie  C',,'  de  l'idéal  premier  ^. 


3l2 


D.     IIILBERT. 


Comme  d'ailleurs  il  ne  peut  y  avoir  dans  c(C^,  PJ  de  corps  cycliques  relatifs  de 
degré  supérieur  à  /'',  c(C^,  PJ  est  donc  exactement  de  degré  t  par  rapport  à  C\'. 
Donc,  le  corps  C'^»  est  de  degré  t' .  La  différente  du  corps  d'inertie  C'^-  n'est  pas  divi- 
sible par  ^  (théorème  76)  et  par  suite,  eu  égard  au  théorème  68,  le  discriminant  du 
corps  C'^'  n'est  pas  divisible  par/).  D'un  autre  côté,  ce  discriminant  n'a  d'autres  fac- 
teurs premiers  (théorème  89)  que  ceux  qui  divisent  le  discriminant  de  C^.  Enfin,  il 
résulte  du  théorème  87  que  le  corps  composé  de  C'^-  et  P^  coïncide  avec  c(C^,  PJ. 
Le  corps  C'^  possède  donc  les  propriétés  énoncées  dans  le  lemme  17. 


S  io3.  —  Le  corps  cyclique  de  degré  u,  dont  le  discriminant  ne  contient  que  m, 

ET  LES  CORPS  CYCLIQUES  DE  DEGRÉ  «''  ET  2''  QUI  CONTIENNENT  U,  ET  II,  COMME  SOUS- 
CORPS. 

Lemme  18.  —  Si  le  discriminant  d'un  corps  cyclique  C,  de  degré  premier  impair  u 
ne  contient  que  u,  C,  coïncide  avec  U, . 

Démonstration.  —  Nous  posons  s  =  ^"  et  *  =  (Ci  O»  ''  étant  racine  primitive 
mod  u;  X=  i  —  t,  et  I  =  (X)  idéal  premier  de  c(l),  m=I"~';  enfin 

5X=i-r  =  rÀ,    (r). 

Puis  considérons  le  nombre  •/.  du  lemme  i5.  Comme  l'idéal  premier  (  de  c(Q  est  du 
premier  degré,  il  en  résulte,  si  l'on  pose  p  =  •/,'*"'**""*',  vu  l'égalité  5Ï  =  I  et  le  théo- 
rème 24,  la  congruence  p^  i,  mod  ï.  (Si  l'on  a  dans  un  corps  c  un  idéal  \  et  deux 
nombres  fractionnaires  a,  ,3,  la  congruence  a^fi,  mod  \,  doit  s'entendre  en  ce  sens 
qu'il  y  a  dans  c  un  nombre  ^.  premier  à  j  pour  lequel  ;j.a,  pip  sont  des  entiers  de  c 
tels  que  [^.a^jx^,  mod(i)).  Comme  r —  i  est  premier  à  u,  le  corps  composé  de  C^eici^Ç) 
sera  aussi  engendré  par  Z,  et  yp-  En  posant  p^  i  +  a\,  mod  ï*,  où  a  est  un  entier 
rationnel,  on  a  o  =  pw"^  i,  mod  V. 

Démontrons  maintenant  que  l'on  a  c^i,  mod  ï".  Pour  cela,  supposons  que 
(7^1+  aV,  mod  r"',  l'exposant  e  étant  <<  u  et  a  un  entier  rationnel  non  divisible 
par  u. 

Nous  remarquons  que,  d'après  le  théorème  i5,  •  *"'',  et  par  suite  aussi  7'"',  est  la 
^^ièiiie  puissance  d'un  nombre  de  c(Q  :  soit  (7*~''=  fj".  Cette  égalité  donne  la  congruence 
I  -\- airXf  —  arX^^^S",  mod  T*^*.  De  là  résulte  d'abord  ,8^1,  mod  ï,  et  ensuite 
fi"^  I,  mod  I".  On  aurait  enfin  nr^^ar,  mod  ï,  ce  qui  est  impossible,  puisque  r 
doit  être  racine  primitive,  mod  u,  et  que  e>  i.  Par  conséquent,  on  a  bien  c^  i, 
mod  I". 

Posons  maintenant  c  ==  u{u-i) »  ^  étant  un  entier  de  c(V)  et  a  un  entier  rationnel; 
alors  on  a  -  ^  I,  mod  t".  Si  nous  supposons  alors  le  corps  C,  distinct  du  corps  U, ,  on 
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obtient  en  composant  les  corps  c{V},  U,  et  C,  le  corps  c(v  ^,  y  t)  de  degré  u''{u  —  i). 

.     i-\/t  ,         ,    ,.,     ..     (a-iy  +  T 

D  autre  part,  ;= ; est,  comme  le  montre  1  équation  ~i =  o,  un 

entier  du  corps  c(\/ s»  v ')>  et  le  discriminant  relatif  de  ce  nombre  vis  à-vis  de 
c(v^C)  est  égal  à  et""*,  s  étant  une  unité.  Comme  -  est  premier  à  a,  le  discriminant 
relatif  du  corps  c(v  C»  V  ")  vis-à-vis  du  corps  c{\/z)  est  aussi  premier  à  u.  Désignons 
donc  par  8  un  facteur  premier  idéal  de  I  dans  le  corps  c\\/Z ,  y  ~j  :  vu  le  théorème  gS, 
8  aura  dans  ce  corps  un  corps  d'inertie  1  qui  sera  de  degré  u.  Le  discriminant  de 
ce  corps  d'inertie  I  est  premier  à  u  et,  vu  le  théorème  85,  devrait  alors  avoir  la 
valeur  +  i  ou  —  i.  Mais  il  n'y  a  pas  de  corps  cyclique  de  degré  premier  u  et  de  dis- 
criminant zh  I  ;  cela  résulte  soit  immédiatement  du  théorème  4^.  soit  du  théo- 
rème 94,  en  prenant  pour  le  corps  c  de  ce  théorème  le  corps  des  nombres  rationnels, 
corps  dans  lequel  tous  les  idéaux  sont  des  idéaux  principaux.  Le  lemme  18  est  donc 
démontré. 

Lemme  19.  —  Si  un  corps  cyclique  C^  de  degré  t,  où  /  est  un  nombre  premier 
impair  ou  est  égal  à  2,  contient  le  corps  U,  ou  le  corps  II,  comme  sous-corps,  C^  est 
un  sous-corps  d'un  corps  composé  de  Ij\  ou  de  11^  avec  un  corps  cyclique  C'^'  de 
degré  /*'</\ 

Démonstration.  —  Soit  C^=|=U^  ou  11^.  Soit  L^-  le  plus  grand  sous-corps  contenu 
dans  C;j  en  même  temps  que  dans  U^  ou  dans  11^;  soit  /"*  le  degré  de  L^.,  h*  étant  un 
nombre  positif  «<;^.  Soit  t  une  substitution  qui,  jointe  à  ses  puissances,  engendre  le 
groupe  du  corps  C^^,  et  z  une  substitution  engendrant  de  même  le  corps  U^  ou  le 
corps  n^.  Si  nous  posons  t*  =^  t'  et  z'^z'"  ,  f*  et  2*  engendrent  les  sous-groupes 
de  degré  /*"**  auxquels  L^-  appartient  comme  sous-corps,  d'une  part  de  C^^,  d'autre 
part  de  U^  ou  de  11^.  Le  corps  C  composé  de  C^  et  de  U^  ou  11^  a,  vis-à-vis  de  L^*,  un 
degré  relatif  /**~'**  et  a  donc  un  degré  principal  f*"*'. 

Pour  obtenir  le  groupe  G  du  corps  C,  désignons  par  5  un  nombre  générateur  de 
C^  et  par  y  un  nombre  générateur  du  corps  U^  ou  11^.  et  soient  x,  y  des  paramètres 
indéterminés.  L'expression  S^x5  -\-  yy  vérifie  une  équation  de  degré  /**"**,  dont  les 
coefficients  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  en  x,  y,  et  qui  est  irréductible 
dans  le  domaine  de  rationalité  de  ces  paramètres.  Les  diverses  racines  de  cette  équa- 
tion sont  de  la  forme 

0„,«  =  ^/'"^  +  vz"y. 

Comme,  d'après  un  théorème  connu,  j  ainsi  que  y  s'expriment  rationnellement  en  0 
avec  des  coefficients  polynômes  à  coefficients  entiers  en  a;,  y,  il  en  est  de  même  des 
racines  0^„  ;  nous  posons  donc 

Fac.  de  T.,  3«  S.,  II.  4o 


3l4  D.    HILBERT. 

<I>  étant  une  telle  fonction  rationnelle.  Soit  maintenant  A  un  nombre  quelconque  de 
C  ou  une  fonction  rationnelle  de  x,  y  à  coefficients  dans  C;  alors  A  est  égala  une 
fonction  rationnelle  F(0)  à  coefficients  polynômes  entiers  en  x,  y.  Les  conjugués  de 
A  s'expriment  ainsi  : 

S„„A  =  F(.I>„,„(0)), 

et  le  système  des  /-''-''*  substitutions  correspondantes  S„,„  formera  le  groupe  G  du 
corps  C.  Vu 

S„,/-)  =  a:S„„,:r  +  rS„„v  =  a?/'"  j  +  jc"y , 
on  a 

d'où  résulte 

l^    /  mil     m'n  iii-\  m  ,  vin  ' 

en  convenant  que  l'on  aura  S,„„  =  S„,v  s'  ni  =  m*  et  n=^n*,  mod  /''.  De  (4i)  résulte 
que  le  groupe  G  est  permutable,  c'est-à-dire  que  le  corps  C  est  un  corps  abélien. 

Soit  /'  une  racine  primitive,  mod  /*;  comme  z''y  est  un  des  conjugués  de  y,  il  doit 
y  avoir  une  substitution  de  G  pour  laquelle  n  soit  ^r,  mod  /''.  Soit  S„,,.  =  .ç  une  telle 
substitution.  Le  degré  du  groupe  cyclique  engendré  par  s  est  /''.  On  reconnaît  aisément 
que  toutes  les  substitutions  du  groupe  G  dont  le  second  indice  est  ^o  mod  /*  for- 
ment un  sous-groupe  de  degré  /''"''*.  Soit  s*  =  S,„.„  une  substitution  génératrice  de  ce 
groupe  cyclique.  Le  groupe  G  résulte  alors  évidemment  de  la  composition  des  /' 
puissances  de  s  et  des  l''~'''  puissances  de  s*.  Au  sous-groupe  des  puissances  de  s* 
correspond  évidemment  dans  le  corps  C  le  sous-corps  cyclique  U^  ou  II,,.  Au  groupe 
engendré  par  s  correspond  dans  C  un  certain  sous-corps  cyclique  C',^'  de  degré  l"~'''. 
Les  deux  corps  U,,  ou  11,^  et  C',,'  n'ont  pas  de  sous-corps  commun  en  dehors  du  corps 
des  nombres  rationnels  et  le  corps  G  résulte  par  suite  de  la  composition  de  ces  deux 
corps  cycliques.  Ce  qui  démontre  le  lemme  19. 


§  104.  —  Démonstration  du  théorème  fondamental  sur  les  corps  abéliens. 

On  a  déjà  montré  (S  l\S)  que  tout  corps  abélien  est  composé  de  corps  cycliques 
dont  les  degrés  sont  des  nombres  premiers  ou  puissances  de  nombres  premiers;  il 
n'y  a  donc  plus  qu'à  montrer  que  tout  corps  cyclique  C,,  de  degré  /*,  /  étant  premier, 
est  un  corps  circulaire. 

Pour  le  démontrer,  supposons  la  proposition  déjà  établie  pour  les  corps  abéliens 
de  degré /"■</". 

Envisageons  alors  le  sous-corps  C,  de  degré  /  contenu  dans  C,,.  Si  nous  supposons 
que  le  discriminant  de  C^  contient  un  facteur  premier  p  différent  de  /,  le  discrimi- 
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nant  de  C^  est  aussi  divisible  par  p  (théorème  Sq).  Il  existe  de  plus  (lemme  17)  un 
corps  abélien  C'^-  de  degré  /'''  <^  l'',  tel  que  C^  est  composé  de  G'^^-  et  du  corps  circu- 
laire P^.  Si  donc  G';,'  est  un  corps  cyclique  de  degré  inférieur  à  /*  ou  s'il  est  composé 
de  plusieurs  corps  cycliques,  C'^-  est  donc  un  corps  circulaire,  vu  notre  hypothèse,  et 
il  en  est  donc  de  même  de  G,j.  Reste  seulement  à  examiner  le  cas  de  A'  =  /i ,  G'^-  =  G'^ 
étant  alors  un  corps  cyclique  de  degré  t.  Gomme  l'indique  le  même  lemme  17,  le 
discriminant  de  G^'  ne  contient  que  des  facteurs  premiers  du  discriminant  de  G^,, 
mais  non  le  facteur/);  le  discriminant  de  G^'  a  donc  au  moins  un  facteur  premier  de 
moins  que  celui  de  G^,. 

Désignons  par  G/  le  sous-corps  de  degré  /  de  G^'.  Alors,  si  le  discriminant  de  G, 
contient  encore  un  facteur  premier  p'  différent  de  /,  nous  pouvons  faire  pour  le  corps 
G^'  la  même  réduction  que  pour  le  corps  G^^  et  nous  arriverons,  soit  à  conclure  que 
G^'est  un  corps  circulaire,  soit  à  un  corps  cyclique  G/  de  degré  t,  dont  le  discrimi- 
nant contient  un  facteur  premier  de  moins  (p')  que  celui  de  G,/.  Après  avoir  appliqué 
m  fois  de  suite  le  même  procédé,  ou  bien  nous  arriverons  à  un  corps  Gjm)  qui  sera 
circulaire,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  ou  à  un  corps  cyclique  G*""  de  degré  /*.  tel 
que  le  sous-corps  G^""  de  degré  /  contenu  contenu  dans  G/,"'  aura  un  discriminant 
sans  facteurs  premiers  ou  n'ayant  que  le  facteur  /.  Gomme  (voir  lemme  18)  un  corps 
cyclique  de  degré  /  ne  peut  avoir  un  discriminant  +  i»  c'est  nécessairement  le  second 
cas  qui  se  présente. 

Distinguons  alors  le  cas  de  /  impair  et  celui  de  /=  2. 

Dans  le  premier  cas,  G /"  coïncide  avec  U,  (lemme  18).  Dans  le  second  cas  /=  2, 
si  /i=i  le  corps  Cft"  =GJ"  est  égal  soit  à  c(i),  soit  à  c(v2)  =  II,,  c'est-à-dire  est 
circulaire.  Pour  hy>  i,  on  a  encore  G,  égal  à  c(v  2)  =  11,.  En. effet,  si  G^  est  réel, 
G'f  *  l'est  évidemment  aussi,  d'où  la  conclusion.  Si  Gft*"  est  imaginaire,  tous  ses  nom- 
bres réels  forment  un  sous-corps  réel  de  degré  2*~',  et  comme  G*"'  est  nécessairement 
contenu  dans  ce  corps  réel.  G/"  est  encore  réel  et  coïncide  avec  II, . 

Dans  les  deux  cas  ainsi  séparés  (en  dehors  de  /=2,  h^=i),  le  corps  C'"'*  =  U, 
ou  n,.  D'après  le  lemme  19,  Gft"*  est  donc  sous-corps  d'vm  corps  composé  de  U^  ou 
11^  et  d'un  corps  cyclique  G^-  de  degré  /*'<;/*.  Or,  vu  notre  supposition,  C^-  est  alors 
circulaire.  Le  théorème  i3i  est  donc  complètement  démontré  et  l'on  voit,  de  plus, 
le  moyen  de  construire  tous  les  corps  abéliens  de  groupe  et  de  discriminant  donné. 
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CHAPITRE  XXIV. 
Les  résolvantes  d'un  corps  circulaire  des  racines  ]êmes  (jg  l'unité. 

§  io5.  —  Définition  et  existence  de  la  base  normale. 

Une  base  d'un  corps  abélien  C  sera  dite  normale  lorsqu'elle  se  composera  d'un 
entier  N  de  C  et  de  ses  conjugués  N',  ÏS",  ... ,  N*^~'>  (M  étant  le  degré  de  C). 

Lemme  20.  — -  Si  un  corps  abélien  C  possède  une  base  normale,  il  en  est  de  même 
de  tout  sous-corps  c  de  C. 

Démonstration.  —  M  étant  le  degré  de  C,  soient  t^,  ... ,  /»  les  substitutions  de  ce 
corps  abélien;  soit  N  un  entier  de  G  formant  avec  ses  conjugués  une  base  normale 
de  C.  Si  l^ t^  forment  alors  le  sous-groupe  de  ce  groupe  de  M  substitutions, 

M 
auquel  appartient  le  sous-corps  c  de  C.  on  peut  trouver  m  =  —  substitutions  t\ 

t'j^  de  la  série  /, ,  ...,  /«  telles  que  ces  M  substitutions  peuvent,  à  l'ordre  près,  se 
représenter  par  les  produits 

t:t„...,t:t,.;        t^'t^,  ...,t:t,.;       t'J^,...,t;j^; 

a  étant  un  entier  de  c  et  par  suite  aussi  de  C,  on  a  une  égalité 

«  =  «uV^N  +  ...  +  aj:t^H  +  ...  +  «,„,C^.N  +  ...  +a..C^N. 

les  a  étant  des  entiers  rationnels.  Remarquons  que  les  subtitutions/^,  ....  /^laissent  a 
invariant,  et  que,  d'autre  part,  il  n'y  a  entre  les  M  =  mr  nombres  </^,  N.  .. .  ^/CN. 
... ,  C^N  aucune  relation  linéaire  à  coefficients  entiers  non  tous  nuls;  il  en  résulte 
évidemment 

«,.  =  «,.= •••  =  «.,.;  •••;  «„M  =  «»,.=••  •  =  «;«r •' 

donc,  en  posant 

les  m  nombres  </v,  ... ,  /^,v  forment  une  base  normale  du  corps  c. 

Théorème  182.  —  Tout  corps  abélien  C  de  degré  M,  dont  le  discriminant  D  est 
premier  à  M ,  possède  une  base  normale. 

Démonstration.  —  Soient/),  p' ,  ...,  les  facteurs  premiers  différents  de  D.  Aucun 
d'eux  ne  divise  M,  et,  par  suite,  vu  la  démonstration  du  théorème  i3i,  le  corps  abé- 
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îiT. 


lien  C  est  contenu  comme  sous-corps  dans  le  corps  engendré  par  les  nombres  ':^  =  e  p  , 

2ir  2i- 

!^'  =  ep^,  etc.,  c'est-à-dire  par  Z  =  ^''''-  D'après  le  théorème  ii8,  les  nombres  i, 
^,  ...  Z''~*  ou  u,  ç*,  ...,  ^'^'  forment  une  base  de  c(Q  ;  cette  dernière  est  une  base 
normale  de  ce  corps.  De  même  pour  c{Z'),  .... 

Formons  alors  le  système  des  (p  —  i)(p'  —  0  •••.  nombres  1^"'^^"" ,  où  h,  h',  ..., 
prennent  cbacun  toutes  les  valeurs  i ,  2 ,  ... ,  p  -^  i  ;  i ,  2 ,  ... ,  p'  —  i  ;  ...  Ce  système 
de  ^(pp'  .••)  nombres  forme  (théorème  88)  une  base  de  c(Z),  qui  est  évidemment 
normale.  D'après  le  lemme  20,  le  corps  abélien  C  a  donc  aussi  une  base  normale. 
C.  q.  f.  d. 


8  106.  —  Les  corps  abélie\s  de  degré  premier  /  et  de  discriminant  p'  '. 

Les  corps  abéliens  les  plus  simples  et  les  plus  importants  avec  les  corps  quadra- 
tiques sont  ceux  dont  le  degré  est  un  nombre  premier  impair  /  et  dont  le  discrimi- 
nant d  ne  contient  qu'un  facteur  premier/),  ce  dernier  étant  =|=/.  Soitc  un  tel  corps. 
D'après  le  lemme  16,  on  a  nécessairement  p^i  mod  /.  Le  nombre  premier  p  est 
dans  c  la  /'^""^  puissance  d'un  idéal  premier  du  premier  degré.  D'après  les  remarques 
du  théorème  79  et  vu  que  c  est  toujours  un  corps  réel,  et  que.  par  suite,  d  est  positif, 
on  a  d:=p'~\ 

Soient  i,  /,  f ,  ...,  /'"'  les  substitutions  du  groupe  du  corps  c,  et  soit  v,  ty,  ..., 
/'~*v  une  base  normale  de  c .  (Voir  théorème  i32.)  Le  nombre  v  est  alors  toujours  un 

iir. 

nombre  générateur  du  corps.  Soit  Z^e  '  ;  l'expression 

Q  =  v  +  r./v  -f  ;^/^  + ...  +  ;'-'./'-% 

s'appellera  une  résolvanleQ)  du  corps  c  =  c{y). 

Une  telle  résolvante  Q  est  évidemment  un  entier  du  corps  c(v,  'Ç)  composé  de  c(v) 
et  c(0. 

L'étude  des  bases  normales  et  des  résolvantes  du  corps  abélien  c(v)  conduit  à  des 
conséquences  importantes  relativement  aux  idéaux  premiers  facteurs  dep  dans  c{V). 
Les  développements  de  ce  chapitre  n'éprouvent  que  de  légers  changements,  lorsqu'on 
prend  le  nombre  2  au  lieu  du  nombre  premier  impair  /. 


(')  N.  T,  —  Nous  croyons  devoir  traduire  ainsi  l'expression  «  Wurzel  «  ou  a  Wurzelzahl  » 
employée  par  M.  Hilbert;  le  mot  résolvante  est  en  eftet  le  terme  consacré  depuis  Las^range. 
(^Réflexions  sur  la  résolution  algébrique  des  équations ,  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
1770-1771.) 
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S  107.  —  Propriétés  caractéristiques  des  résolvantes. 

Théorème  i33.  —  Étant  donné  un  corps  abélicn  c  de  degré  /  et  de  discriminant 
d=^p'~\  l  et p  étant  deux  nombres  premiers  distincts,  soit  v,  h,  ...,  /'~\  une  base 

normale  de  ce  corps.  Si  l'on  pose  ^  =  6"^,  ï^(i  —  t),  et  s^ÇC'.Ç),  r  étant  une 
racine  primitive  mod  /,  la  résolvante  Q  du  corps  c(v),  déduite  de  cette  base  normale, 
a  les  trois  propriétés  ci-après  : 

i"  La  V^"""  puissance  de  la  résolvante  (o  =  Q'  est  un  nombre  du  corps  circulaire 
c(ç),  et,  de  plus,  w*"'^  est  égal  à  la  /'^'"*  puissance  d'un  nombre  de  c(Q. 

2°  On  a  les  congruences 

3°  /i((.)),  norme  de  w  dans  c(Ç),  est  égale  h  p    -    . 

Démonstration.  —  Les  nombres  Q'  et  Q*"''  sont  des  nombres  de  c(Ç,  v)  invariants 
par  la  substitution  (v  ;  /v).  Ils  appartiennent  donc  à  c(Z),  d'où  la  première  propriété. 
Comme  v,  fv,  ....  /'~'v  forment  une  base  du  corps  c(v),  on  a  en  particulier 

I  =rt„v  +  a.^v  +  ...  +  «^_,/'~*v 

avec  des  coefficients  a  entiers.  En  effectuant  sur  cette  égalité  la  substitution  /.  on  voit 
que  a„  =  a,  =  ...  =  «,_,  =  dz  '»  car  ces  coefficients  ne  peuvent  avoir  d'autre  commun 
diviseur  que  +  i- 

Donc,  V  +  /v  +  . . .  /'""'v  =  ih  I  •  D'où 

Q=v  +  Ç./v  4-  ...  +  L:'"'./'"%  =  v  +  iv4-  ...  +  <'~*v  =  ±i.      (I). 

Puis,  comme  w  q:  i  =  (Q  qr  i)  (uQ  +  1)  ...  (^'~'Q  4=  i),  on  trouve  la  deuxième  pro- 
priété du  nombre  w . 

Enfin,  en  appliquant  convenablement  la  règle  de  multiplication  des  détermi- 
nants, on  a 


V  ,  ^ /' 

t       V,  V  ,         .  .  .  ,        L        V 

tv  ,       fv,       .  .  .  ,  V 


=  (v  +  ^/  +  ...  +  t'-\)n(Q)  =  ±n(Q), 


n(Q)  =  (v  +  C-^v  +,...  +  i:'-'.t'-\)  ...  (v  -f  r'-'./v  +  ...  +  V'-'^\t'-\) 
est  la  norme  relative  de  Q  par  rapport  au  corps  c(v).  Le  carré  du  déterminant  du 
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premier  membre  est  égal  au  discriminant  du  corps  c(v),  c'est-à-dire/)'"',  et,  par 
suite, 

n(o>)  =  {n{Q)y=p'^~\  C.q.  f.  d. 

Les  trois  propriétés  précédentes  de  Q  suffisent  inversement  à  caractériser  complè- 
tement une  telle  résolvante.  On  a  en  effet  la  proposition  suivante. 

Théorème  iS^j.  —  Soit  /  un  nombre  premier  impair  et  Z  =  e  '  ,  et  />  un  nombre 
premier  ^r  mod  /;  si  o)  est  un  nombre  du  corps  circulaire  c(^),  non  égal  à  la 
^ème  puissance  d'un  nombre  de  ce  corps ,  et  possédant  les  trois  propriétés  du 
théorème  i33,  Q  =  y'-'^^t  une  résolvante  du  corps  abélien  de  degré  /  et  de  discri- 
minant/)'"'. 

Démonstration. — Le  nombre  Q  =  y  to  détermine  un  corps  galoisien  relatif  de 
degré  relatif/  par  rapport  au  corps  c(Z).  Soit  /  la  substitution  du  groupe  relatif,  pour 
laquelle  tQ  =  'Ç~^Q.  Vu  la  première  propriété  du  nombre  co,  qui  s'exprime  par  la 
formule  SM^tù^sf ,  où  a  est  un  nombre  de  c('Ç),  le  corps  de  degré  /(/ —  i),  composé 
de  ;^  et  de  Q ,  est  un  corps  galoisien.  Le  nombre  a  vérifie  l'égalité 

nous  en  déduisons  la  nouvelle  relation 


u)     '       =  a       *-»• 

Nous  entendrons  maintenant  par  t  et  s  les  substitutions  déterminées  du  groupe 
de  ce  corps  galoisien  c(^,  Q),  qui.  en  plus  des  conditions  déjà  fixées,  remplissent  en- 
core les  suivantes  tl::=Z  cl  sQ  =  Q'^a .  Ces  deux  substitutions sett sont  permutables, 
car  on  a 

st9.  =  -:-''Q'':i  =  tsÙ, 

c'est-à-dire  que  le  corps  c(^,  il)  est  un  corps  abélien.  Le  sous-groupe  de  c('^,  Q), 
composé  des  puissances  de  s,  est  de  degré  / —  i.  Le  sous-corps  de  c(^,  Q)  correspon- 
dant à  ce  sous-groupe  est  par  suite  de  degré  /;  c'est  encore  un  corps  abélien,  que  nous 
désignerons  par  c. 

Démontrons  d'abord  que  le  discriminant  de  ce  corps  c  est  premier  à  /.  Comme 

Q=Pi 
Q^±i,    mod    ï  =  (i  —  '0>    le  quotient  —  est    un   nombre   entier.    Comme 

/Q  =  L~'i.},  la  différente  relative  de  cet  entier  par  rapport  au  corps  c(Z)  a  la  valeur 
sQ'"',  £  étant  une  unité,  et,  par  suite,  la  différente  relative  du  corps  c(Z.  Q)  par  rap- 
port au  corps  c(^)  est  première  à  /.  Si  S  est  un  idéal  premier  facteur  de  I  dans  c(C,  Q), 
il  n'y  entre,  vu  le  théorème  gS  ,  qu'à  la  première  puissance,  c'est-à-dire  que 
/  =  Ç'"'9JÎ,  où  Wt  n'est  plus  divisible  par  S.  De  là  résulte,  vu  les  paragraphes  3() 
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et  lio,  que  le  corps  d'inertie  de  l'idéal  premier  fi  doit  être  de  degré  /,  et  que,  par 
suite,  c  est  lui-même  ce  corps  d'inertie.  D'après  le  théorème  76,  la  différente  du 
corps  c  n'est  pas  divisible  par  ,;.  et,  par  suite  (théorème  68),  le  discriminant  de  c  ne 
l'est  pas  non  plus. 
Nous  posons 

±  1  +  Q  +  ^Q  +  s'-Q  +  ...  +  s'-'Q 


(40 


/ 


où  le  signe  de  i  est  le  même  que  dans  les  congruences  Q^±i,  .5.Q^±i,  .... 
mod  t;  le  numérateur  de  cette  expression  (Ai)  à  forme  fractionnaire  est  donc  ^o, 
mod  I.  Ce  numérateur  représente  un  nombre  de  c.  Si  /  est  idéal  premier  dans  c,  ce 
numérateur  doit  donc  être  divisible  par  /  et  v  est  un  entier  de  c .  Sinon,  comme  le  dis- 
criminant de  c  ne  contient  pas  le  facteur  /,  on  a  dans  ce  corps  une  décomposition 
/  =  I^  ...  I^  de  /  en  /  idéaux  premiers  distincts,  et  on  a  alors  dans  c(Ç,  Q),  comme  le 
montre  le  théorème  88,  la  décomposition 

i  =  (i-r)  =  (ï,g(i.g...(i,g. 

Comme  le  numérateur  de  l'expression  du  second  membre  de  (4i)  est  divisible  par 
l'idéal  (I,  l^),  il  est  donc  aussi,  comme  nombre  entier  de  c,  divisible  par  I,.  Il  en 
résulte  la  divisibilité  de  ce  numérateur  par  ï,,  ... ,  ï^,  et,  par  suite,  finalement  par  /, 
de  sorte  que  v  est  encore  un  nombre  entier  du  corps. 

En  se  servant  de  la  relation  /Q  =  ^^'Q,  on  tire. de  (4i)  les  deux  égalités 


(42) 


t'-\=±:  I, 


+ 


-i--C'-\t'-\  =  Q 


En  appliquant  la  règle  de  multiplication  des  déterminants  (comme  déjà  dans  la 
démonstration  du  théorème  i33),  on  obtient  ensuite 


N  = 


/v. 


V  , 


/v,      t\, 


=  ±:Q.sQ...s'-'Ù, 


d'où  résulte,  vu  la  troisième  propriété  de  w  (théorème  i33),  la  relation 
et,  par  conséquent, 


V,  /v,        .  .  .  ,        t       V 

r    V,       V,     . . . ,    t    V 

/v,         /*V,        .  .  .  ,  V 
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Nous  démontrons  ensuite  que  le  discriminant  du  corps  c  est  nécessairement  égal 
àp'""'.  En  effet,  c'est,  d'après  la  dernière  relation,  un  diviseur  positif  de/)'~'.  Comme 
ce  ne  peut  être  i  (théorème  44  ou  théorème  94),  il  contient  donc  le  facteur p,  et  cela 
à  la  puissance  / —  i,  d'après  les  remarques  relatives  au  théorème  79.  De  la  propo- 
sition ainsi  démontrée,  suit  que  v,  tt,  ...,  t'~'v  forment  une  base,  évidemment  nor- 
male, du  corps  c.  Et  le  nombre  Q  est,  vu  (42),  la  résolvante  du  corps  c  déduite  de 
cette  base  normale. 


S  108.  —  Décomposition  de  la  Z^™*  puissance  d'une  résolvante  dans  le  corps 

DES    racines    /'^"""s    de    l' UNITÉ. 

Théorème  i35.  —  l,  p,  C>  '%  ^  ayant  leur  signification  précédente,  c(v)  étant  un 
corps  abélien  de  degré  /  de  discriminant  d==p'~'  et  Q  une  résolvante  du  corps  c(v), 
le  nombre  w  =  Q'  a  dans  c('Ç)  la  décomposition 


0)  =:  p  ">" 


-1  •  *-^''—i 


OÙ  p  est  un  idéal  premier  déterminé,  facteur  de  p  dans  c(t),  et  où  r_^  désigne  le  plus 
petit  entier  positif  congru  mod  /  à  la  puissance  —  i'*""*  (/"')  de  la  racine  primitive  r. 
[Kummer**- ".] 

Démonstration.  —  Le  nombre  premier/}  se  décompose  dans  c(Ç)  en  l —  i  facteurs 
premiers  idéaux  distincts  V.  f>P>  ...,s'~'p;  le  nombre  w  doit  être  divisible  par  chacun 
d'eux.  Car,  d'après  la  démonstration  du  théorème  i34,  la  différente  relative  du 
corps  c(î^,  Q)  par  rapport  au  corps  c(Q  est  un  diviseur  de  Ç1'  =  m;  or,  si  w  était  pre- 
mier à  ^,  la  difterente  relative  le  serait  aussi,  ainsi  que  le  discriminant  de  c(^,  Q) 

(théorème  68),  ce  qui  est  impossible,  puisqu'il  est  divisible  par  le  discriminant 

iji-i) 
de  c(v).  A  cause  de  n(iiû)=p    -    ,  p,  sp,  ...,  s^~^p  sont  en  même  temps  les  seuls  fac- 
teurs premiers  idéaux  de  to.  Soit  p  un  de  ces  idéaux  premiers  dont  l'exposant  dans  m 
soit  le  plus  petit  possible;  nous  avons  alors 

a^,  ...,  a^_j  étant  des  entiers  positifs,  dont  aucun  n'est  inférieur  à  a„.  En  formant  n((i)) 

on  obtient 

/(/— i) 

a„  +  a, -f- ... -fa,_,  = . 

3 

Comme  a^,  ...,  ai_^  sont  tous  positifs,  ces  nombres  ne  peuvent  donc  tous  être 
divisibles  par  /.  A  cause  de  la  première  propriété  démontrée  théorème  i33,  on  a 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  4i 
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OÙ  a  est  un  nombre  de  c(Q.  Comme  les  idéaux  premiers  conjugués  de  p  en  sont  tous 
distincts  et  sont  distincts  entre  eux,  le  polynôme  en  s 

(s  —  r)  (a„  +  a,5  +  . . .  +  a,_,5'-') , 

une  fois  développé,  et  .ç'~'  ayant  été  remplacé  par  i,  doit  avoir  tous  ses  coefficients 
divisibles  par  /,  c'est-à-dire  que  ce  polynôme  est  ^a;_,(s'~'  —  i),  mod  /.  Donc,  a^. , 
estEJEo,  mod  /,  et  si  l'on  pose  a,_j ^  r"'""''^ * ,  mod  /,  où  m  désigne  l'un  des  nom- 
bres 0,1,...,/  —  2  ,  on  a  pour  i  =  o,  i ,  . . . ,  /  —  2  la  congruence 

Nous  posons  d'une  façon  générale 

a,  =  r,„_,  4-/^, 
de  façon  que  o  <<  r„,_i<C  ^  et  b^  étant  un  entier  rationnel  ^  o.  Comme 

/(/— i) 
/•,„  +  /•„,_.  +  ...  4-  /'„,-,+,=  !  +  2  4-  ...+/—  I  =  — - —  , 

on  a  6„  4-  6,  +  ...  +  b,_^  =  o,  et,  par  suite, 

6„  =  o,     6,  =  o,     ...,     V.  =  0' 
c'est-à-dire 

a.  =  r,„_; ,     pour     /  =  o,  i ,   . . . ,  /  —  2 . 

Parmi  les  nombres  t\,  f\,  ...,  r,_j,  >\^i  est  évidemment  le  plus  petit,  et 
comme  a„  doit  être  le  plus  petit  de  a^.  a,.  ...,  a^_j.  on  a  0^  =  r^^  i,  c'est-à-dire  m  =  0. 
et  alors  a.^=r_^.     C.  q.  f.  d. 


§  109.  —  Une  équivalence  relative  aux  idéaux  premiers  du  premier  degré 

DU    CORPS    DES    RACINES    Z'^""    DE    l' UNITÉ. 

Les  développements  précédents  nous  conduisent  à  une  importante  propriété  des 
idéaux  premiers  facteurs  d'un  nombre  premier  ^  i,  mod  /,  dans  le  corps  des  /'^""^  ra- 
cines de  l'unité. 

Théorème  i36.  —  Soit  /  un  nombre  premier  impair,  Ç  =  e'  ,  r  un  nombre  po- 
sitif racine  primitive,  mod  /,  .ç  =  (^  ;  ^'■),  p  étant  alors  un  idéal  premier  du  premier 
degré  quelconque  du  corps  circulaire  c(Q,  on  a  l'équivalence 

pQo-^l-l  .  «+«-2  .  *^-i '  l-l+i  •  *'"*  '^   l  , 

où  les  quantités  q_^  sont  les  entiers  non  négatifs  définis  parles  égalités 

rr_  —  r_  . 

^0'   '-1'    •••'   '-;^ï  ont  le  même  sens  qu'au  tbéorème  i35  et,  de  plus,  r,  =  r_,_,j, 
[Kummer"'".] 
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Démonstration.  —  Donnons  à  p  et  à  w  le  même  sens  que  dans  le  théorème  i33  ; 
(1)'"''  est  alors  la  /"''"'  puissance  d'un  nombre  a  dans  c(Z).  En  remplaçant  w  par  son 
expression  en  fonction  de  p  donnée  au  théorème  i35,  on  a 

et  cette  égalité  montre  l'exactitude  du  théorème  i36,  si  nous  en  tirons  la  décomposi- 
tion de  a . 

G  étant  une  classe  quelconque  d'idéaux  du  corps  c(w)  et  j  un  idéal  de  C,  si  l'on 
désigne  par  «G,  s^C,  ...,  s^~^C  les  classes  déterminées  par  ^j,  s^i,  ....  s'~^},  on  tire  du 
théorème  i36  et  du  théorème  89  la  relation 

G'?o(5G)v-i(5'G)9-!  . . .  (s'-'C)9-i+-2  =  l. 


S  iio.  —  Détermination  de  toutes  les  bases  normales  et  de  toutes  les  résolvantes. 

Les  théorèmes  i33,  i3^,  i35  permettent  maintenant  de  déterminer  toutes  les 
résolvantes  du  corps  abélien  c(y). 

Théorème  iSy.  —  Q  et  Q*  désignant  deux  résolvantes  distinctes  du  corps  abélien 
c  de  degré  premier  /  et  de  discriminant  p'~',  mais  déduites  de  la  même  substitution 
génératrice  t  du  groupe  de  ce  corps,  on  a  toujours  Q*  =  îQ,  z  étant  une  unité  du 
corps  c(Q  vérifiant  la  congruence  £^zt  i.  mod  ï  =  (i  —  C)-  Réciproquement,  si  e 
est  une  telle  unité  dans  c(Z)  et  Q  une  résolvante  quelconque  de  c,  Q*  =  cQ  est  encore 
une  résolvante  de  ce  corps  abélien  c . 

n* 
Démonstration.  —  ^u  les  hypothèses  de  la  première  partie,  le  quotient  £  =  — - 

est  un  nombre  du  corps  composé  de  c  et  de  c(Q,  qui  reste  invariant  dons  le  change- 
ment de  ^,  V  en  ^,  /v  et  qui  appartient  par  suite  au  corps  c(Z).  Prenons  pour  «o  =  Q' 
l'expression  donnée  au  théorème  i35.  Si  alors  s''''p,  a  étant  un  des  nombres  o,  i ,  2, 
....  / —  2,  est  celui  des  / —  i  idéaux  premiers  conjugués  facteurs  de  p  dans  c(Z)  qui 
n'entre  qu'à  la  première  puissance  dans  a>*  =  Q*',  on  a  évidemment,  d'après  le  théo- 
rème i35, 

et  il  en  résulte  que  l'idéal  premier  p  entre  dans  (o*  exactement  à  la  puissance  /'_„.  Le 

quotient  —  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fraction  dont  le  numérateur 

contient  l'idéal  premier  ^  à  la  puissance  (r_a  —  rj,  tandis  que  le  dénominateur  est 

premier  à  p.  Gomme,  vu  —  =  £',  l'exposant  r__a  —  r^  doit  être  divisible  par  /,  il  en 

'  (1) 
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résulte  r_a  =  }\,  c'est-à-dire  a  =  o.  Par  suite,  co*  et  w  contiennent  les  mêmes  puis- 
sances d'idéaux  premiers  et  s  est  donc  une  unité. 

Le  reste  du  théorème  187  ressort  immédiatement  des  théorèmes  i33  et  i34. 

Des  résolvantes  relatives  à  /,  on  déduit  aisément,  par  la  formule  (/ji),  toutes  les 
bases  normales  v,  h,  ... ,  t'~\  du  corps  abélien  c.  , 


§  III.  —  La  base  normale  et  la  résolvante  de  Lagrange. 

Soit  encore  /  un  nombre  premier  impair,  'C^=e  ^  ,  et  /)  un  nombre  premier  de  la 

forme  Ini  -\-  i  ;  soit  Z  =  c~p  et  soit  R  une  racine  primitive  mod  p.  Enfin,  soit  c  le 
corps  abélien  de  degré  /  et  de  discriminant/)'"'. 

Les  /)  —  I  nombres  Z,  T,  •••<  1^"^  forment  une  base  normale  du  corps  c(Z);  il 
résulte  alors  de  la  démonstration  du  lemme  20  que  les  nombres 

\    =1       +Z«'      +Z'^''     4-...+z«""-'", 
X     =Z'^      +  2^^'"'  +  z''*' ■*'  +  ...  +  zf^'"^'"'"'", 


/'~* z=  z '*'""'  -f  z^''~'  +  Z'"'""'  +  ...  +  z"^"""' 


forment  une  base  normale  du  corps  c.  On  en  déduit  la  résolvante  suivante  du  même 
corps 

=z  4- cz«  +  rz«*  4- ...  +  c''-'z"''-^ 

Cette  base  normale  particulière  ).„,  /.,,  ....  >.^_,  s'appellera  hase  normale  de  Lagrange 
et  la  résolvante  particulière  A  la  résolvante  de  Lagrange. 


§  112.  —  Propriétés  caractéristiques  de  la  résolvante  de  Lagrange. 

La  résolvante  de  Lagrange  A  du  corps  c  se  distingue  des  autres  résolvantes  de  c 
par  les  propriétés  suivantes  : 

Théorème  i38.  —  Si  l'on  représente  la  /""'•'  puissance  a'  de  la  résolvante  de  La- 
grange, d'après  le  théorème  i35,  par  la  formule 

A'  =  ^""o  '  '■-!  •  *""  ■■■    '"'■-'+2  .  x'"*^ 

p  est  l'idéal  premier  défini  par  la  formule 

p  =  (p,:~-R-"%  ('"-^ 
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les  lettres  ayant,  du  reste,  le  même  sens  qu'au  théorème  i35.  La  résolvante  de  La- 
grange  A  est  ^  —  I  mod  I  et  de  plus  sa  valeur  absolue  est  égale  à  y  p.  Réciproque- 
ment, si  une  résolvante  û  a  les  propriétés  précédentes  et  que  de  plus  Q'  contienne 
l'idéal  premier  p  exactement  à  la  première  puissance,  on  a  Q  =  ^A,  où  ^*  est  une 
racine  /'^"^  de  l'unité. 

Démonstration.  —  En  posant  >ï>  =  (i  —  2.  P),  on  voit,  à  l'aide  de  (i  —  2)'^*  =  (/>) 
et  (p,  p'^~')  =  p ,  que   • 

il  est  alors  visible  que  ^  est  idéal  premier  dans  le  corps^éfini  par  «  et  Z  et  que  le 
nombre  i  —  Z  ne  contient  cet  idéal  premier  qu'à  la  première  puissance. 

Posons  2  =  il  +  II  et  tenons  compte  de  la  congruence  w^R~"',  mod  p,  et  de 
l'égalité  (i  -I-  11/=  I  ;  on  a 

A=  i:R-"'"(i4-riF,       (^). 
(X.)        (Y)\iy 

où  les  sommes  respectives  doivent  être  étendues  aux  valeurs  a;=:o,  i,  a p  —  a  ; 

X=  I,  2,  ...,/)  —  I  ;  Y  =  o,  I,  2,  ... ,  X.  De  la  dernière  formule  on  déduit,  en  chan- 
geant l'ordre  des  sommations  : 

(43)  ^^-^r      ^*^'""^- 

La  résolvante  de  Lagrange  A  contient  donc  exactement  la  m^™"  puissance  de  >P  en 
facteur,  et  par  suite  a'  n'est  divisible  que  par  la  première  puissance  de  p . 
Désignons  par  A  le  nombre  imaginaire  conjugué  de  A;  on  a 

Â = Z-*  +  ;-*  z-^  +  ;-2  z-^'  + . . .  +  --p^'- 1-^'-' , 

et  en  groupant  ensemble  dans  le  produit  A  A  les  /> —  i  termes  multipliés  par  une 
même  puissance  de  '^ 

AÂ=        (i         +1  4-...  +  I) 

+  w    (Z'^-'  +  z^'-^    +  ...  +  Z'^""'-^""*) 


La  première  partie  du  théorème  est  ainsi  démontrée. 
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La  seconde  partie  en  est  précisément  la  réciproque.  Son  exactitude  découle  aisé- 
ment des  théorèmes  i35  et  187,  avec  l'aide  du  théorème  48;  on  doit  pour  cela  remar- 
quer que,  si  un  nombre  d'un  corps  abélien  a  la  valeur  absolue  i,  il  en  est  de  même 
de  ses  conjugués. 

Nous  pouvons  obtenir,  d'une  façon  analogue  à  (43),  les  congruences  suivantes 
[Jacobi^]  : 

ir-'"' 

(A4)  *-' A  =  -  7^^-—. ,        {^'--^  "n 

pour  i  =  o,  1,  3  ,  ... ,  / —  2.  En  nous  rappelant  que  A^ —  i  niod  I  et  que  |A|  =  \/p, 
nous  tirons  de  ces  congruences  (44)  une  autre  démonstration  des  théorèmes  i35  et 
i36.  [Kummer*'  ".] 

Tous  les  théorèmes  de  ce  chapitre  XXIV  s'appliquent  aussi  au  cas  de  /=3,  sauf 

que  le  discriminant  du  corps  abélien  c  prend  la  valeur  d  =  ( —  i)  -  p. 

La  racine  de  Lagrange  A  du  corps  c  est  un  entier  du  corps  composé  de  c(Q  et  c, 
caractérisé  au  facteur  Ç*  près  par  les  propriétés  énumérées  par  les  théorèmes  i33  et 

i38.  Pour  fixer  enfin  même  ce  facteur  l,*,  on  devrait  poser  A  =  \/p^  '^''  ^^  façon  que 
0  <^  cp  <;  I,  et  ensuite  voir  dans  lequel  des  /  intervalles 

.  II,  2  / —  I 

le  nombre  cp  est  placé.  Cette  question  soulève  dans  le  cas  particulier  de  i  =  2  le 
célèbre  problème  de  la  détermination  du  signe  des  sommes  de  Gauss  (voir  S  J  24). 
Pour  /  =  3,  nous  sommes  conduits  à  un  problème  traité  par  Kummer.  [Kummer^'*.] 
Les  nombres  de  la  base  normale  de  Lagrange  sont  ordinairement  appelés  périodes. 
La  bibliographie  indique  une  série  de  travaux  relatifs  à  ces  périodes,  ainsi  qu'à 
des  nombres  entiers  analogues  de  corps  circulaires.  [Kummer  ^'^",  Fuchs''^, 
Schwering  *''•*,  Kronecker'",  Smith'.]  On  y  trouve  aussi  des  recherches  sur  des  corps 
circulaires  particuliers.  [Berkenbusch',  Eisenstein  *",  Schwering^  Weber''^'*,  Wolf- 
skehl'.]  Mentionnons  aussi  que,  si  le  nombre  premier  /  est  «<;  100  et  ~|=  29  ou  de  4i, 
le  corps  circulaire  cÇQ  contient  toujours  une  classe  d'idéaux  dont  les  puissances 
fournissent  toutes  les  classes  du  corps.  [Kummer'*' '•'.] 
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CHAPITRE  XXV. 

Loi  de  réciprocité  pour  les  résidus  de  i^^mes  puissances  entre  un  nombre 
rationnel  et  un  nombre  du  corps  des  racines  i^èmes  jg  l'unité. 


S  1 13.  —  Caractère  de  puissance  d'un  nombre  et  symbole   — [ . 

h) 

Soit  /un  nombre  premier  impair,  ^^e  '  ,  et  c{Z)  le  corps  circulaire  engendré 
par  ^;  p  étant  ensuite  un  nombre  premier,  autre  que  /,  et  ;p  un  des  idéaux  premiers 
facteurs  de  p  dans  c(l),  f  étant  son  degré,  on  a,  d'après  le  théorème  24,  pour  tout 
entier  a  du  corps  non  divisible  par  p ,  la  congruence 


,?/--! 


1=0.  (^>). 


Comme  p'^ —  i  est  divisible  par  /  d'après  le  théorème  119,  le  premier  membre  de 
cette  congruence  s'écrit 


a''^-'-i  =  n(aV_:;*), 


(A) 

où  le  produit  est  étendu  aux  valeurs  /v=o,  i,  2,  ... ,  / — i.  Il  en   résulte  que  la 
congruence 


"*>    (P) 


est  vérifiée  pour  une  valeur  de  k  et  une  seule. 

La  racine  de  l'unité  qui  y  figure,  Ç*,  s'appelle  le  caractère  de  puissance  du 
nombre  y.  par  rapport  à  l'idéal  premier  p  dans  le  corps  c(Z),  et  on  représente  cette 
racine  de  l'unité  Ç*  par  le  symbole 


P 


de  sorte  qu'on  a  la  congruence 


(45)  a— ^   -    ,     (p). 


P 


[Kumnier  "*." 
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a  et  p  étant  deux  entiers  de  c(l)  non  divisibles  par  p,  on  a,  on  le  voit  facilement, 
l'égalité 

Si  le  nombre  entier  %  est  en  particulier  congru  mod  :p  à  la  /'*'"*  puissance  d'un 
nombre  entier  de  c{l),  on  dit  que  a  est  résidu  de  puissance  /'*™^  de  l'idéal  premier  p. 
On  a  la  proposition  : 

Théorème  iSg.  —  p  étant  un  idéal  premier  différent  de  ï  =  (i  —  ç)  et  a  un  entier 
de  c(Ç)  premier  h  p,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  a  soit  résidu  de 

(  a  ) 
puissance  /*"""'  de  p  est   —  =  i . 

ip) 

Démonstration.  —  Si  a  ^  ^',  mod  p ,  8  étant  un  nombre  de  c(u) ,  on  a 
X  '  ^  ftp  '  ^  I,  c'est-a-dire  < — |  =  i.  Pour  démontrer  la  réciproque,  désignons  par 
p  un  nombre  primitif  mod  p  et  posons  a^p'',  mod  p.  Si  nous  supposons  que 
y.    '    ^p     '     ^  I,  il  en  résulte ^o,  mod  p^ —  i,  c'est-à-dire  que  h  est 

divisible  par  /,  et,  par  suite,  oc  est  un  résidu  de  puissance  P'"",  mod  p,  ce  qu'il  fallait 

démontrer. 

(?) 
Le  caractère  de  puissance   —   d'un  nombre  primitif,  mod  p,  est  certainement  dif- 

(P) 

férent  de  i.  Car  dans  la  série  des  puissances  p,  p*,  etc.,  ç,p^~^  est  la  première  qui 

pf-i 

soit  ^  I,  mod  Ip,  et,  par  suite,  p    '    =[e  i,  mod  p. 

Soit  ■^—i  =  'Cf;  déterminons  un  entier  rationnel  g*  premier  à  p'^ — i,  et  tel  que 

(    '■*) 

gy*  ^  I ,  mod  /;  alors  p*  =  p^"  est  un  nombre  primitif,  mod  p,  pour  lequel    —(  =  ;'. 
Si  alors  a  est  un  entier  de  c('Ç)  non  divisible  par  :p,  et  si  l'on  a  a.^p*'^,  mod  ^,  on  a 

On  conclut  aisément  de  là  que  le  système  complet  desp'^ —  r  nombres  incongrus 
mod  p  '.  1,  p*,  p**,  ...,  p*'''^~',  se  décompose  en  /  systèmes  partiels,  dont  chacun  ren- 

ferme  - — - —  nombres  ayant  le  même  caractère  de  puissance.   En  particulier,  il  y  a 

P^ —  I     ,  . ,       ,         .  ,       . 

exactement  — - —  résidus  de  puissance  /""""^  incongrus  mod  p. 

Si  h  est  un  idéal  quelconque  de  c{'C)  premier  à  ï  et  a  un  entier  de  ce  corps  premier 
à  b,  si  l'on  pose  b  =  :pq  ...  \v ,  p,  q,  etc.,  étant  des  idéaux  premiers,  on  définira  le 

(a) 
symbole  ^—   par  l'égalité 


w 
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S   llll.  LeMME  sur  le  caractère  de  puissance  de  la  /'*""■  PUISSANCE  DE  LA  RÉSOLVANTE 

DE  LaGRANGE. 

Eisenstein  est  parvenu  à  découvrir  et  à  démontrer  cette  loi  de  réciprocité  qui 
existe  entre  un  nombre  entier  rationnel  et  un  nombre  quelconque  du  corps  c(Q 

ti-K 

(c=e  '  ,  /  premier  impair).  Cette  loi  de  réciprocité  est  en  mémo  temps  un  auxiliaire, 
jusqu'ici  indispensable,  pour  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  plus  générale 
de  Kummer.  [Voir  chap.  xxxi.]  Pour  démontrer  la  loi  de  réciprocité  d'Eisenstein,  il 
faut  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Lemme  21.  —  Soit  ^^e  '  ;  soit/)  un  nombre  premier  de  la  forme  ml -{-  1,  R  un 
nombre  primitif  mod  p,  el  p  l'idéal  premier  du  premier  degré  de  c(Q  : 

^^(p,  C-R-'"); 

posons  Z=  e~^  >  la  résolvante  de  Lagrange  A  : 

A= z  +  w  +  rz'^'  + ...  +  cp-^z^"-* 

et  ::  =  V.  Soit  enfin  q  un  nombre  premier  quelconque  différent  de  /et/),  q  un  idéal 
premier  facteur  de  q  dans  c(Ç)  et  de  degré  g;  alors  le  caractère  de  puissance  du 
nombre  z  =  A'  par  rapport  à  q  s'exprime  par  la  formule 

i  q )      \  p)' 

Démonstration.  —  En  élevant  g  fois  à  la  ^'^°"'  puissance,  on  a  la  congruence 

(46)  A'^  ^  Z'^  4-  C'*  Z  ^^"  +  ^"''  Z  ^'^^  +  .  •  •  +  C*''"^''*  Z  ^"^^^^ ,     (q) . 

En  remarquant  que  q^^i,  mod  /,  d'après  le  théorème  119,  et  en  posant  q"^  R", 
mod  p,  le  second  membre  de  (46)  devient 

D'où  résulte,  A  étant  premier  à  q,  vu  le  théorème  i38,  la  congruence 
et  on  a  donc  certainement 

(l9—i 


A'^-' 

q9—i 

c'est-à-dire  que 

(47) 

lih^'- 

Fac.  de  7'., 

,  3«  S.,  II. 

42 


33o 


D.   h;lbert. 


D'aiilrc  part,  on  tire  des  congruences  ç'^R'',  mod  p,  et  R"'^!^~',  mod  p,  les 
relations 

gip-i) 
g    '     =  ^""  =  R'""'=  r\     (P), 

c'est-à-dire 

(48)  \SL\  =  (iy":^-\  C.q.  f.d. 


S  II 5.  —  Démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  entre  un  nombre  rationnel 

ET    UN    nombre    quelconque    DE    C(Q. 

Soit  ï  =  (i  —  0  l'idéal  premier  de  /  dans  le  corps  cÇÇ).  Appelons  semi-primaire  un 
entier  a  de  c(Ç),  premier  à  I  et  congru  mod  V  à  un  entier  rationnel.  Un  entier 
rationnel,  non  divisible  par  /,  est,  par  suite,  toujours  semi-primaire.  Tout  entier  a 
de  c(Q,  non  divisible  pari,  peut  toujours  être  changé  en  un  nombre  semi-primaire 
lorsqu'on  le  multiplie  par  une  puissance  convenable  de  X,.  Si,  en  effet,  on  a 

a  =  a4-6(i-0.     (O. 
a  et  6  étant  des  entiers  rationnels,  on  a 

si  l'on  détermine  6*  par  la  congruence  (')  nb*^b,  mod  /.  Le  nombre  Ç^'a  est  par 
suite  semi-primaire. 

Cette  remarque  préliminaire  faite,  voici  l'expression  de  la  loi  de  réciprocité 
d'Eisenstein. 

Théorème  i^io.  —  a  étant  un  nombre  entier  rationnel,  non  divisible  par  le  nombre 
premier  impair  /,  et  a  un  entier  semi-primaire  quelconque  premier  à  a  du  corps  c{Q 
des  racines  l'*""^^  de  l'unité,  on  a  dans  ce  corps 


[Eisenstein^] 

(^)  N.  T.  —  ab*  ^b  mod  /  et,  par  suite,  mod  ï- .  On  a  en  effet  alors 

=  a[i  -)_  ^6«  _  I  +  6^ç6«(i  _  Q]  =  a  +  q(i  _  -Q  çij*-^b^  _  ■çb'>-i  —  'çb^-i...  —  i) 
=  a  4-  a(i  -  0  C^b'^  _  çô«-i  4.  ;*«  _  î;a«_2  +  ...  _^  ^ô*  _  j)  ,  - 

^a,     mod  ï*. 
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Démonstration.  —  Soit  r  une  racine  primitive  mod  /  et  5  =  (^  ;  !^'").  Supposons 
d'abord  que  a  soit  un  nombre  premier  q  et  que  a  ne  contienne  que  des  idéaux  premiers 
du  premier  degré.  Soit  q  un  facteur  idéal  premier  quelconque,  de  degré  g,  de  q  dans 
c(Ç),  soit  p  un  facteur  premier  de  la  norme  n(a),  et  donnons  à  :|)  et  à  -le  même  sens 
que  dans  le  lemme  21,  s"  étant  alors  une  puissance  quelconque  de  s,  l'application 
du  lemme  21  aux  idéaux  premiers  s~"q  et  p  donne 

Soumettons  cette  égalité  à  la  substitution  s",  on  a 

Soient  p:=nil-\-  1,  p*  =  m*l-\-  i,  etc.,  les  différents  facteurs  premiers  de  n(a)  ; 
R,  R*,  ...,  etc.,  des  racines  primitives  mod  p,  p*,  ...;  enfin,  posons 

et  soit 

la  décomposition  du  nombre  a.  les  exposants  F{s),  F*{s)  ...  étant  des  polynômes 
de  degré  / —  2  a  coefficients  entiers  ^o. 

A,  A*.  •••  désignant  les  résolvantes  de  Lagrange  relatives  aux  facteurs  premiers 
p,  p*,  ...  et  à  leurs  racines  primitives  R,  R*,  ....  en  posant  7:  =  a'.  ^w*  =  A*'.  •••  on  a, 
d'après  le  théorème  i38,  les  décompositions 


OÙ  r_^  représente  le  plus  petit  entier  positif  congru  à  r~''  mod  /  (r  racine  primitive 
mod  l). 

Le  quotient 

^f (*•■::''•(»>  ...  " 

est  par  suite,  évidemment,  une  unité  du  corps  c(0- 

Nous  allons  démontrer  que  £;=+  i.  Pour  cela,  formons  [el*  : 


Il J-H» 


2         a(*"^''      jK-^''-i-'-^-+'--i+i-*'-*^ 


(brr»(NTr<" 
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/ 3 

A  cause  de  l'égalité,  valable  pour  A  =  o,  i,  2,  ...,  , 

2 

r      -t-  /•       '— 1  —  / 

le  numérateur  de  la  fraction  du  second  membre  est  égal  à 

a'('+*+ •••+*'-*>  =  (n(a))'. 

Tenons  compte  de  ce  que  (théorème  i38)  on  a  |r|*=/)',  \r*\*=:p*',  ...,  alors 
|$|  =  +  I.  D'après  le  théorème  48,  s  est  donc  à  un  facteur  zh  ï  près  une  puissance 
de  Ç.  Comme  d'autre  part  on  a,  d'après  le  théorème  i38, 

r  =  —  r,      -*  =  —  I,      .:.       (I'). 

et  que,  par  suite,  7:,  t:*',  ...  sont  tous  des  nombres  semi-primaires,  il  en  est  de  même 
de  £  ;  donc  s  =  +  i  et  il  en  résulte 


Cette  égalité  donne,  vu  la  formule  (49).  la  relation  de  réciprocité 

(5o) 


O         -1.  -/  +  .  )  ^  g  .      g      ^9 


En  tenant  compte  de  ce  que  l'on  a 
puisque  ces  symboles  représentent  des  puissances  de  ^,  il  résulte  de  (5o)  l'égalité 


ou 


<1  \        i  * 


ce  qui  démontre  le  théorème  i4o  dans  le  cas  particulier  où  a  ne  contient  que  des 
idéaux  du  premier  degré  et  où  a  est  un  nombre  premier. 

Pour  supprimer  la  première  restriction ,  supposons  maintenant  que  a  soit  un 
nombre  semi-primaire  quelconque,  premier  à  q,  de  cÇQ,  pouvant  contenir  des  idéaux 
premiers  de  degré  supérieur  au  premier.  Formons  alors  le  nombre 

II(l-.ve) 

le  produit  II  étant  étendu  à  tous  les  diviseurs  de  / —  i  différents  de  / —  r,  et  posons 

t 

j  et  t  étant  des  idéaux  prerniers  entre  eux;  ces  derniers  ne  peuvent  contenir,  on  le 
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voit  aisément,  que  des  idéaux  premiers  du  premier  degré  et,  de  plus,  ne  sont  pas 
divisibles  par  t.  Si  A  est  le  nombre  des  classes  d'idéaux  du  corps  c('Ç),  on  a,  d'après  le 
théorème  5i,  t"  =  (/.),  y.  étant  un  entier  de  c{Q;  si  nous  posons  y  =  8-//,  y  est  aussi 
un  entier  de  c(Ç)  n'ayant  que  des  idéaux  premiers  du  premier  degré,  et.  de  plus, 
Y  est,  de  même  que  a,  semi-primaire  et  premier  k  q.  De  ce  qui  précède  résulte 
donc 

l  q  )     \  y  )' 


(5i) 


Dans  un  but  de  simplification,  nous  écrirons  d'une  manière  générale,  p  et  a  étant 
deux  entiers  de  c{Z)  premiers  h  q. 


(     (T    )  C 


ce  qui   est  compatible  avec  les  conventions  déjà  faites;   alors,  vu  p:=— ,   on  tire 
de  (5i)  : 

(52) 


=    -1 

q)     iP 


En  tenant  complte  des  égalités 


'  — ^     '     et     4-U-'  ^ 


q  )     [  q  )  [S  OL 

on  déduit  de  (52)  que 

Il(l_re)  n(|_K) 

q  )  (  »  ) 

Si  nous  remarquons  que  l'exposant  commun  aux  deux  membres  n'est  pas  divisible 
par  /,  nous  en  tirons  . 

l  q  )     i  » 

Admettons  enfin  que  a  premier  à  /  et. à  a  soit  quelconque,  et  que  a:=qq* 
q ,  q*,  ...  ;  étant  des  nombres  premiers,  la  multiplication  des  égalités 

ai      l  q  )'      (  a  )      (q*)'  "" 

achève  la  démonstration  du  théorème  i^o. 
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CHAPITRE  XXVI. 
Détermination  du  nombre  des  classes  d'idéaux. 


8  II 6.  —  Le  symbole 


[r] 


Pour  appliquer  au  cas  du  corps  circulaire  cve'"/,  m  étant  quelconque,  la  mé- 
thode transcendante  du  paragraphe  26  pour  la  détermination  du  nombre  des  classes, 
définissons  d'abord  les  symboles  suivants  : 

Soit  /''  une  puissance  d'exposant  positif  du  nombre  premier  impair  /,  et  r  une 
racine  primitive  mod  /*,  a  étant  alors  un  entier  rationnel  non  divisible  par  /,  et  a'  un 
exposant  tel  que 

r'"=a,     (/"), 
nous  poserons 


M- 


^iK-Hl-i) 


Nous  poserons  en  outre 


m=° 


quand  a  sera  divisible  par  /;  a  et  6  étant  deux  entiers  rationnels  quelconques,  on  a 
dès  lors  : 

ra=ram- 

Nous  poserons  encore,  a  étant  impair, 

et  pour  /i  >»  2 ,  a'  étant  un  entier  tel  que 

5"'  =  ±«,     (3'), 

Enfin,  a  étant  pair,  nous  posons 
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a  et  6  étant  deux  nombres  rationnels  quelconques,  on  a  donc 

Ces  conventions  fixent  complètement  le  sens  du  symbole     —    ,  lorsque  a  est  un 

entier  quelconque  et  L  soit  une  puissance  de  2  supérieure  à  la  seconde,  soit  une 
puissance  de  nombre  premier  impair,  une  racine  primitive  r  pour  le  module  L  étant 
alors  choisie  une  fois  pour  toutes. 

/J',  II',  ...  étant  des  puissances  déterminées  de  divers  nombres  premiers  impairs 
et  a**  une  puissance  de  2  supérieure  à  2*,  nous  poserons  pour  abréger  : 

r      a      "ira  ~\"i  r  a  n"2 

Li^T«^^J'"L/^J  L/^J  ■'" 

a  étant  un  nombre  entier  quelconque  et  les  exposants  11,  m*:  «, ,  «,,  ...  des  entiers 
non  négatifs.  Enfin,  nous  conviendrons  que     —      sera  égal  à  i,  même  si     —    ==0. 


S  117.  —  Expression  du  nombre  des  classes  dans  le  corps  circulaire  des 

RACINES    m'*""®*  DE    l' UNITÉ. 

On  a  le  théorème  suivant,  qui  sera  démontré  au  paragraphe  118. 
Théorème  i4i.  —  Soit  m  un  entier  positif  de  la  forme 

m  =  l^il^2...,      ou      ==2'/('i/^a  .  .  ..       ou      =2^"/fi/^2  . .. 
(/l*>2,    /l,>0,    /l,>0  ...), 

où  /,,  /^,  ...  sont  des  nombres  premiers  impairs  distincts.  Soient  de  plus  r,,  r,,  ..., 
des  racines  primitives  mod  11< ,  /*>,  ...,  avec  les  symboles  qu'elles  définissent.  Le 
nombre  de  classes  H  du  corps  c  des  racines  m'^""'^  de  l'unité  peut  alors  s'exprimer 
de  deux  façons  : 

La  première  expression  de  H  est 

H  =  —        II        Lim  n 

■/.     (11^,   1/2,    ...)    s=l     (;,) 


U,  «,....]' 


336 


D.    HILBERT. 


OU  par  la  même  formule  où  l'on  substitue  à  u^,  u^,  ...,  a;  u,,  u^,  ...,  ou  u,  u*;  u^, 
u^,  ...  ;  (selon  l'expression  de  m).  Le  produit  extérieur  doit  être  étendu  aux  nombres 

;  «.  =  o,  I,  ...,//'.-i(/^_i)_i, 

a,  =  G,  I,  ... ,  /^-H^.  —  i)  —  I , 


(53)  (  et,  s'il  y  a  lieu,  à 

Il  =  o,  I  , 
et  à 
u*=  o,  I ,  . . . ,  2^''— 2  —  I  , 

à   l'exception    de   la  combinaison   u^=zu^^  ...=o;   ou   u^=u^  =  u^=  ...=o;   ou 

«  =  M*  =  Mj= ...  =o.  Il  comprend  donc  un  nombre  limité  de  facteurs.   Chaque 

produit  intérieur  II  doit  être  étendu  à  tous  les  nombres  premiers  p,  c'est  donc  un 

(p) 
produit  infini  ;  y.  est  le  nombre  du  corps  c  défini  au  théorème  56. 

La  deuxième  expression  de  H  est  un  produit  de  deux  facteurs  de  forme  frac- 
tionnaire : 


H 


n     vr_«_^1^         II     vf.^' — 1iogA„ 

(»^,  u^,  ..  )  jn)  LM, .  »^.  •••J  (1/,.  i/;.  ■■■)  (n)  L^,.  »;.  •••J 


(pour  les  autres  expressions  de  m,  on  remplace  u^,  «,,  ...  par  u;  u^,  u^,  ...;  ou  par 
u,  u*;  M,,  «J,  ...  suivant  le  cas).  Le  produit  II  au  numérateur  de  la  première  fraction 
doit  être  étendu  à  toutes  les  valeurs  données  dans  (53),  pour  lesquelles  «^  +  m,  -f- ... , 
dans  le  premier  cas,  et  dans  les  deux  autres  cas  u-\-  u^-l^  u^-\-  ...,  est  un  nombre 
impair;  le  produit  II  au  numérateur  de  la  deuxième  fraction  est  étendu  à  toutes  les 
valeurs  (53)  pour  lesquelles  «,  +  «,  +  ••• ,  dans  le  premier  cas,  m  +  «,  4-  «^  +  ... . 
dans  les  deux  autres,  est  un  nombre  pair,  à  l'exception  de  la  seule  combinaison 
Uj  =  Uj=...=o;  ou  u  =  u^:=u^...=o■,  OU  u=:  U*  =  u^  =  u^^=  .. .  =  O .  Chaque 
somme  S  de  la  première  fraction  est  étendue  à  tous  les  entiers  positifs  n=ï,  ...,  m —  i; 

chaque  somme  S   de  la  seconde  fraction  seulement  à  ceux  de  ces  nombres  qui 

(n) 

sont"<— .  Enfin,  log  A,^  représente  la  partie  réelle  du  logarithme  du  nombre  du 
corps  circulaire 


tir.n 


A„=  V  (i  —e'")(i—e    ™   ) 

et  R  est  le  régulateur  du  corps  circulaire.  [Kummer  ^-'  ^'.] 

Kummer  a  appelé  les  deux  fractions  qui  composent  la  seconde  expression  de  H  le 
premier  et  le  second  facteur  du  nombre  des  classes.  Le  double  du  premier  facteur  et  le 
second  sont  toujours  des  nombres  entiers.  [Kronecker^.] 
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Weber  a  démontré,  en  partant  de  la  seconde  expression  de  H,  que  le  nombre  de 
classes  du  corps  circulaire  des  a^'ièmes  racines  de  l'unité  est  toujours  un  nombre 
impair.  [Weber'-*.] 

Cette  deuxième  expression  de  H  peut  encore  être  transformée.  Dans  le  cas  où 
m^/ est  un  nombre  premier  impair,  un  petit  calcul(*)  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  142.  —  Si  /est  premier  impair,  le  nombre  de  classes  h  du  corps  circu- 
laire des  racines  F"^"''  de  l'unité  est  donné  par 

2titn'« 

II    ^  ne  "^^^ 

,  in)     (/il  -^ 

(2/)  ^ 

Le  produit  II  est  étendu  aux  nombres  impairs  i,  3,  ...  / —  2,  et  chaque  somme  S 

(M)  (1) 

aux  nombres  n=  i,  2,  ...  / —  i  ;  de  plus,  étant  donnée  une  racine  primitive  r,  mod  /, 
n'  désigne  un  nombre  tel  que  r"'  ^n,  mod  /;  A  désigne  le  déterminant 


(-!)■ 


,Z_3)  (/-.->) 


loi 


log£,, 


loge,. 
log=-3. 


log=/-. 


log  e,_3 ,     log  s,_. 


log  h-. 


où  log  £   représente  la  partie  réelle  du  logarithme  de  l'unité 


I— r^ 


l,  étant  égal  à  e~ .  [Kummer"-  ",  Dedekind'.] 

Les  deux  fractions  de  cette  expression  de  h  proviennent  des  deux  fractions  de  la 
forme  générale  et  sont  par  suite  le  premier  et  le  second  facteur  du  nombre  de  classes, 

dans  le  sens  primitif:  dans  le  cas  actuel,  ces  deux  facteurs  sont  tous  les  deux  entiers. 

,  l—  \ 
Le  second  facteur  représente  le  nombre  de  classes  du  sous-corps  réel  de  degré  ■ 

contenu  dans  c(Ç).  Kummer  a  encore  établi  d'autres  théorèmes  concernant  la  divisi- 
bilité par  2  de  ces  facteurs.  [Kummer^.]  La  tentative  de  Kronecker  pour  démontrer 
ces  théorèmes  par  une  voie  purement  arithmétique  contient  une  erreur,  et  la  généra- 
lisation donnée  par  Kronecker  n'est  pas  exacte.  [Kronecker".]  En  outre.  Kummer  a 
fait  des  recherches  d'un  autre  ordre  sur  la  signification  et  les  propriétés  de  ces  deux 
facteurs  [Kummer '•\]  (Voirchap.  xxxvi.)  Enfin,  Kummer  a  énoncé  le  théorème  que 
le  nombre  de  classes  de  tout  sous-corps  de  c(^)  divise  le  nombre  de  classes  h  de  c{V). 
La  démonstration  qu'il  a  essayée  d'en  donner  n'est  cependant  pas  inattaquable. 
[Kummer^] 


(1)  Voir  la  noie  I  à  la  fia  du  Mémoire. 
Fac.  de  T.,  3«  S.,  IL 
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§  Il 8.  —  Démonstration  des  formules  du  nomrre  des  classes  de  c(e"'). 

Pour  démontrer  le  théorème  iZji,  prenons  le  cas  le  plus  compliqué,  où  m  est  divi- 
sible par  8,  et  établissons  le  lemme  suivant  : 

Lemme  22.  —  p  étant  un  nombre  premier  quelconque  et  m  un  entier  divisible 
par  8,  on  a,  avec  les  notations  du  théorème  i4i,  pour  les  valeurs  réelles  de  s>  i.  la 
formule 

n  1 1  -  n(>:»>)-1  =       11        i  I  - 1  —T— ^'- ~1  p'i  ' 

où  le  produit  du  premier  membre  est  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  facteurs  de/> 

dans  le  corps  0(^  =  0"^),  et  où  le  produit  du  second  membre  est  étendu  à  toutes  les 
valeurs  (53)  [y  compris  la  combinaison  k  =  «* ^  u^  =  u^  =  ...  =  o]. 

Démonstration.  —  Soit  d'abord/)  un  nombre  premier  ne  divisant  pas  m  ;  soit  /  un 

des  nombres  premiers  impairs  /, ,  /, et  /'  la  puissance  de  /  qui  figure  dans  m; 

soit  /'  une  racine  primitive  mod  ["et  p^r''',   mod  l''.  Si  e  désigne  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  p'  et  /''"'(/ — i)  et  si  l'on  pose  /''"'(/ — i)  =  e/,  le 

symbole     -^     est  évidemment  exactement  une  /'*''"'  racine  de  l'unité  et  non  une 

inférieure. 

Si  nous  prenons  d'abord  /  =  /, ,  et,  par  suite,  k=zh^,  c  =  e, ,  /î'~'(/,  —  0  =  ^i/i' 
on  a  la  formule 

,ii,_r,-^/'__-l,-..|=;,-r^.-''_iV.H". 

où  le  produit  est  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  a,  indiquées  dans  (53)(i).  Si  nous 

(1)  N.  T.  —  C'esl-à-dire  :  «,  =  0,  1,  ...,  /("-''  (/,  —  i)  —  1  . 
On  a,  en  effet  : 

r— -"— 1  =  r    V— 1  \f]  '"     et    [fi  =  0, ,  avec  0(,  =  ■  ; 
donc,  en  posant  pour  al)régcr  : 

[_u,  Il  ;  u^,  ...J 

,!-(-7)('-F'0(-^"-')-(-^"^'- 


-b-m-r 
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prenons  ensuite  l—l^elh  =  h^,e  =  e^,  l'^'~\l^—i)  =  ej,,  on  a,/,,  désignant  le  plus 
petit  commun  multiple  de/,  ety^, 

{u„u^)i       L«.  ";«.>«..  •••J      )     (       Lu,  Il  ,11,,  II,,  ••■J  ) 

et  ainsi  de  suite,  — /,,..  désignant  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 

*i  ^2  •■•  / 1  / 2  ■•• 

(«„«,....)(        Lu,  u*:ii^,  u^,  ...Y     )      i        L«.  mJ  ) 

où  le  produit  est  étendu  à  toutes  les  valeurs  (53)  de  m,  ,  «^  — 

Soit  de  plus  p^  +  ô*",   mod   3''*;  soit  e*  le  plus  grand  commun  diviseur  des 

nombres p'  et  2^*--,  et  soit  a'^*-^— -g»y*.  alors     —j^     est  évidemment  exactement 

égal  à  une  racine/**"""  de  l'unité  et  non  à  une  inférieure.  Par  suite,  si  f',^,_,  ...  désigne 
le  plus  petit  commun  multiple  de/*,  f,,f^,  •••  : 

e^e,e2...f<^fjf.2.  . 

n     i.  -r-^-'' lp-..|=; ,  -fil"'-"  ,-......1^^^^— . 

(u^;u„u^....)i  Lu,  U*;  11^,   U^,   ...J  )  (  L2    J  ) 

Enfin,  soit  ë  le  plus  grand  commun   diviseur  de  et  de   3,   et  posons 

2  =  e/;  il  résulte  alors  de  la  dernière  formule,  si  F  désigne  le  plus  petit  commun 
multiple  des  nombres/,/*, /,, /,  ...  et  si  l'on  pose  pour  abréger 

P  ^gg*g.e,  •••//*/./••• 
F 

(54)  n  1 1  -  [    '  ^;— ^^- -Ip-'  !  =  h  -  P-''']^' 

où  le  produit  est  étendu  à  toutes  les  combinaisons  (53)  de  11,  a*;  u, ,  a,,  —  On  voit 
de  suite  que  F  est  le  plus  petit  exposant  positif  tel  que  p^^  i,  mod  m.  Comme  de 
plus  FE  =  «î>(m),  on  déduit  de  (54),  en  ayant  égard  au  théorème  i25,  la  formule  du 
lemme  22  (^).  En  s'appuyant  sur  la  deuxième  partie  du  théorème  i25,  on  reconnaît 
l'exactitude  de  cette  formule  même  dans  le  cas  où  p  divise  m . 

(•)  N.  T.  —  On  a,  en  effet  : 

pf(m)  —  pKF  _  Jr^(^p•^  _  „(5pj         n{^K)-  [Théorème  i25.] 


et 
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L'on  voit  alors  immédiatement  l'exactitude  de  la  première  expression  de  H  donnée 
au  théorème  i4i,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  56,  la  deuxième  expression  de  ^{s) 
donnée  au  paragraphe  27  et  le  lemme  22  qu'on  vient  de  démontrer. 

Pour  obtenir  la  deuxième  expression  de  H ,  nous  transformons  d'abord  de  la 
façon  suivante  le  produit  précédé  du  signe  Lim  de  la  première  expression  : 

n - =        ^j        [^  --^L^^^^  1-L. 

\__u,  u*;  u,,  u,,  ...J 

La  transformation  de  la  somme  du  second  membre  s'opère  ensuite  de  la  façon  la 
plus  simple,  si  l'on  pose 

n'       l\s}  Jo 
et  que  l'on  procède  comme  au  paragraphe  80  ('). 


§1(9.  —  Existence  d'une  infinité  de  nombres   pniEMiERS  qui  ont  pour  un  nombre 

DONNÉ    UN    RESTE    DONNÉ    PllEMIER    A    CE    DERNIER. 

Chacune  des  deux  expressions  (théorème  i/ji)  du  nombre  de  classes  H  du  corps 
circulaire  des  racines  conduit  à  une  conséquence  importante.  La  première  sert  en  effet 
à  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  i/j3.  —  m  et  n  étant  deux  entiers  premiers  entre  eux,  il  existe  toujours 
une  infinité  de  nombres  premiers  p  vérifiant  la  congruence  p^n.  modm.  [Dirichlet^-**, 
Dedekind  ' .] 

Démonstration.  —  Considérons  encore  seulement  le  cas  le  plus  compliqué,  où  m 
est  divisible  par  8,  et  posons,  comme  au  paragraphe  117,  m  ^^  2'''^ l{'^  t'^2  ... .  Chacun 
des  produits  considérés 

II 


\_u,  u  ;  «.,  u^,  ...J 


à  l'exception  de  celui  qui  correspond  à  la  combinaison  u  =  u*  =  a,  =  Hj=  ...  =  0, 
a  pour  5  =  1  une  limite  déterminée;  de  la  première  expression  du  nombre  de 
classes  H,  donnée  au  paragraphe  117,  résulte  que  ces  limites  sont  toutes  différentes 


(')  N.  ï.  —  Nous  donnons  dans  la  note  V,  à  la  (in  du  Mémoire,  le  détail  de  ces  calculs  pour 
le  cas  simple  où  /n  est  un  nombre  premier  impair. 
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de  o;  nous  pouvons  donc  prendre  les  logarithmes  de  ces  produits,  et  on  est  alors 
conduit  par  des  considérations  simples,  analogues  à  celles  du  paragraphe  80,  à  ce 
résultat,  que  pour  tout  système  de  valeurs  u,  u!*:  u^,  u^.  ...  (o  partout  exclus),  la 
somme 

(55)  .r^^^/'-^^qj,. 

où  p  parcourt  toute  la  série  des  nombres  premiers  a  une  limite  finie  pour  5=1. 
Comme  n  est  supposé  premier  à  rn,  tous  les  symboles 

L^J'  L^J'  Ufs  L/^J'  ■■■' 

sont  différents  de  o.  Nous  multiplions  l'expression  (55)  par 


rn~|"  r/iH""  rn"i"i  r  Al  n«2 

Uu  W  L/FJ  L/^J   ■•■ 

nous  donnons  à  u,  u*\  «,,  a,,  ...  toutes  les  valeurs  (53),  la  combinaison  o  partout 
étant  exclue,  et  nous  ajoutons  toutes  les  expressions  ainsi  formées  à  la  série  (26) 
(voir  S  80).  On  obtient  ainsi  l'expression 

I     ^  (i   +  P)  (i   +  P*  4-  P*^  +  .  .  .  4-  p»2'^*-2-l). 

(56)  *  (i  +  P,  4-  p:  +  . . .  +  P[Si.-i)-^) . 

'  (I  +  P.  +  p:  +  . . .  4-  Pl'^"'''-*)-^)  ...  -i  , 

\  P 

où  l'on  a  posé  pour  abréger 

,,_Ld      n*_W      ^bf} 


L^J      L^^'d      L/('J 


Si  nous  faisons  abstraction  dans  cette  série  des  termes,  en  nombre  limité,  corres- 
pondant aux  facteurs  premiers  de  m  '.  2,  l^,  l^ le  reste  est  égal  à  <î)„,  il—,  où  p 

représente  les  nombres  premiers,  tels  que  tous  les  symboles  P,  P*,  P^,  P^,  ...  soient 
égaux  à  I,  c'est-à-dire  les  nombres  premiers  vérifiant  la  congruencedu  théorème  i^3. 
Comme  la  série  (26)  est  infinie  pour  s^i,  tandis  que  les  séries  (55)  restent  toutes 
finies  pour  5=1,  il  en  résulte  que  la  série  (56)  est  aussi  infinie  pour  5^1,  c'osl-à- 
dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  vérifiant  la  congruence. 
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§   I20.  —  Représentation  de  toutes  les  unités  du  corps  circulaire  au  moyen 

d'unités  circulaires. 

La  deuxième  expression  du  paragraphe  117  peut  servir  à  démontrer  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  i4A-  —  Toute  unité  d'un  corps  abélien  est  une  puissance  fractionnaire 
d'un  produit  d'unités  circulaires. 

Démonstration.  —  Prenons  d'abord  le  cas  où  ni^^l  est  premier  impair.  D'après 
la  formule  du  théorème  i^a,  le  second  facteur  du  nombre  de  classes  contient  au 
numérateur  un  certain  déterminant  A.  Ce  dernier  est  donc  nécessairement  =1=0, 

,      /— 3 
d'où  il  suit,  vu  les  considérations  des  paragraphes  20  et  21,  que  les  — ^ —  unîtes 

£, ,  %,  ,•• ,  £/_3  du  théorème  i/ja  forment  un  système  d'unités  indépendantes  du  corps 
circulaire  c{e~).  Ceci  montre  l'exactitude  du  théorème  i44  pour  le  cas  particulier 

2in 

du  corps  circulaire  c{e~)  et,  par  suite,  pour  tous  les  sous-corps  qu'il  contient. 
[Kummer".] 

On  peut  transformer  le  second  facteur  du  nombre  de  classes,  comme  au  théo- 
rème i/|2,  même  dans  le  cas  où  m  est  composé;  l'expression  obtenue  conduit  alors, 
avec  le  théorème  i3i,  à  la  démonstration  générale  du  théorème  ikk- 

Les  tables  de  nombres  premiers  complexes  calculées  par  Reuschjie  constituent 
une  mine  abondante  de  valeurs  numériques,  de  la  plus  grande  utilité  pour  des  re- 
cherches plus  approfondies  sur  les  corps  circulaires.  [Reuschle',  Kummer^',  Kro- 
necker'-.] 
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Applications  aux  corps  quadratiques. 

§  121.  —  Expression  des  unités  d'un  corps  quadratique  réel  au  moyen  d'unités 

circulaires. 

En  utilisant  quelques-unes  des  propriétés  du  corps  circulaire  des  racines  m"""**  de 
l'unité  relatives  à  un  de  ses  sous-corps  quadratiques,  nous  arrivons  à  de  nouveaux 
résultats  relatifs  aux  corps  quadra'iques.  La  fécondité  de  cette  méthode  s'accroît  en- 
core, si  on  la  combine  avec  les  propriétés  du  corps  quadratique  déjà  démontrées 
directement,  dans  la  troisième  partie. 
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D'après  le  théorème  général  i44,  toute  unité  d'un  corps  quadratique  réel  c[ym) 
est  puissance  fractionnaire  d'un  produit  d'unités  circulaires;  on  obtient  simplement 
une  unité  particulière  du  corps  c{\/m)  au  moyen  de  l'expression 


bir. 

Il  (e'd' 

(6) 

bÎT. 

ai- 
(a) 

air. 

où  d  est  le  discriminant  du  corps  cys/m)  et  où  les  produits  H,  H  sont  étendus  à  tous 

(a)       {b) 

les  nombres  n  ou  b  de  la  suite  i,  2,  ...,  d,  qui  vérifient  les  conditions 


f-j  =  +  I ,         fÇ\=—i.         [Dirichlet".]  Voir  §  80. 


S   122.   - —  Loi  DE  RÉCIPaOCITÉ  DES  RESIDUS  QUADRATIQUES. 


Soit   /  un  nombre  premier  impair.   /'  une   racine  primitive,   mod  /;    'l  =  e'  , 

s  =  (Z  '.  Z'').  Au  sous-groupe  des substitutions  i,  s*,  s\  ...,  s'~^,  de  c(Z),  corres- 

2 

pond  un  certain  sous-corps  quadratique  c*  de  cÇÇ).  Le  discriminant  du  corps  c(^) 

/— 1 
étant  (théorème  118)  ( —  i)  ^    /'"*,  le  discriminant  du  corps  c*  ne  contient  pas  (théo- 
rème 39)  d'autre  facteur  premier  que  /  et  a  par  suite,  d'après  le  théorème  95,  la 

valeur  (/  =  ( —  i)  ^    /. 

Soit  p  le  nombre  premier  2  ou  un  nombre  premier  impair  quelconque  autre  que  /. 
En  décomposant/)  d'une  part  dans  le  corps  c(X)  des  racines  P""''^  de  l'unité,  d'autre 
part  directement  d'après  le  théorème  97  dans  le  sous-corps  quadratique  c*,  et  en 
comparant  les  résultats,  on  arrive  à  une  nouvelle  démonstration  de  la  loi  de  récipro- 
cité des  résidus  quadratiques.  [Kronecker'\]  Nous  procéderons  comme  suit  : 

/  étant  le  plus  petit  exposant  positif,  pour  lequel  p^^i,   mod  /.  en  posant 

/—  I  , 

,  p  se  décompose  dans  c(Z)  (théorème   119)  en  e  idéaux  premiers  ^, 


f     _ 
s^,  ....  5*""'^,  et  le  corps  de  décomposition  commun  c^  de  ces  idéaux  premiers 

est  de  degré  e  (théorème  129).  Le  nombre  premier/)  est  ensuite  évidemment  décom- 
posable  ou  non  dans  le  corps  quadratique  c*,  selon  que  c*  est  contenu  ou  non 
dans  c^.  En  remarquant  que  le  corps  cÇÇ)  ne  contient  pas  d'autre  sous-corps  qua- 
dratique que  c*  et  que  de  plus,  pour  qu'un  corps  abélien  possède  précisément  un 
sous-corps  quadratique,  il  faut  et  il  suffît  que  son  degré  soit  pair,  on  voit  que  pour 


344  ^-    HILBERT. 

que  c*  soit  contenu  dans  c^  il  faut  et  il  suffît  que  e  soit  pair.  D'autre  part,  d'après  le 
théorème  97,  p  est  ou  non  décomposable  dans  c*,  selon  que  l'on  a 

iHr-)  =  '-'^    ou    =-u 

Or,  si  e  est  pair,  on  a 

p~^=p  *^^i,    mod /, 

c'est-à-dire  (^  j  ^  -|-  i  ;  sinon 

iizl  f.e 

pi  =/j^     ^(—  0*^ —  I  •    i"od  /, 


c'est-à-dire  (7  )  = —  i  •  0»  a  donc  toujours 


/— 1 


ir-^^-'^" 


Nous  supposons  d'abord  p  impair;  de  (67)  résulte 

et,  en  échangeant  p  et  /, 

/— 1  p— 1 


(^ette  dernière  égalité  donne  en  prenant  /=  3  : 
La  réunion  des  égalités  (58  et  (Sq)  donne 

/     I    X       /         \  ;-l     p-1 

Si  nous  posons  dans  (57)  p  =  2 ,  on  a 

(e.)  ■         (|).((^).(-,)-. 

Les  formules  (60),  (69)  et  (61)  expriment  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  quadra- 
tiques, ainsi  que  les  lois  complémentaires. 
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§   123.  —  Les  cokps  quadratiques  imaginaires  de  discrimoant  premier. 

Théorème  i^S.  —  /  étant  un  nombre  premier  ^3  mod  4  etp  un  nombre  premier 
de  la  forme  ml  +  i ,  on  a  pour  tout  idéal  premier  p  facteur  de  p  dans  le  corps  quadra- 
tique imaginaire  ciy —  /}  l'équivalence 

OÙ  Sa  désigne  la  somme  des  plus  petits  résidus  quadratiques  positifs  mod  /,  et  16  la 
somme  des  plus  petits  non-résidus. 
En  posant  de  plus  p  =  :pp' et 

Zb—ia 


OÙ  (tt)  est  un  entier  du  corps  imaginaire  cyj —  /),  on  a  la  congruence 

"^— ll(am)!'     ^^^' 

(a) 

où  le  produit  du  dénominateur  est  étendu  à  tous  les  plus  petits  résidus  quadratiques 
positifs  a,  mod  /.  [Jacobi ''-•''',  Cauchy  \  Eisenstein*.] 

Démonstration.  —  D'après  le  théorème  i36,  on  peut,  ^  étant  un  idéal  premier  du 
premier  degré  de  c('C),  poser,  avec  les  notations  y  indiquées, 

(62)  «P'o-'-t  •  "'- -  -^"-'^-^  ■  •''--  =  (A) . 

A  étant  un  entier  de  cÇl).  Si  alors  pzz^ml-\- 1  est  le  nombre  premier  divisible  par  ^ 
et  p  =  pp',  la  décomposition  de  ce  nombre  premier  dans  le  sous  corps  quadra- 
tique c{\/ —  /)  de  c(Ç),  ces  deux  idéaux  premiers  p,  p'  de  c{\/ —  /)  sont 

p'=sp  =  ^'^'+-''-+"+'^-'). 

En  élevant   l'égalité    (G2)  à   la   puissance  symbolique  (i  +  s*-|- ...  +  5'"'),    on 
obtient 

où  a  est  un  nombre  de  c{\/ —  /).  A  cause  de 

S6  —  Sa 

g-,  +  g-^  +  --hg-i^,  —  go  —  <^-.—  -  —  Q-i-^,  =  (r-\- 1) — j — , 

on  a,  vu  l'équivalence  pp'  '^  i, 

ib—za 

(63)  p  '     ^  I . 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  44 
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D'antre  part,  on  peut  poser  (théorème  i35) 

B  étant  un  nombre  de  c(Ç).  En  élevant  cette  égalité  à  la  (i  +  «*  +  . . .  j?'"')"'"'*  puissance 
symbolique,  on  en  déduit 

i— — 

(64)  .,  pï.b-za  ^^  p        l       ^  , . 

Comme  r -f  i  n'est  pas  divisible  par  /,  si  nous  mettons  de  côté  le  cas  de  /=3, 
suffisamment  clair  par  lui-même,  il  résulte  des  deux  équivalences  (G3)  et  (64)  celle 
du  théorème  i/j5. 

La  deuxième  partie  du  théorème  est  une  conséquence  des  propriétés  (43)  et  (44) 
de  la  résolvante  de  Lagrange  A  démontrées  au  paragraphe  1 12. 

On  a  une  démonstration  tout  à  fait  diff'érente  de  la  première  partie  du  théorème  i45 
en  s'appuyant  sur  une  remarque  faite  vers  la  fin  du  paragraphe  86,  au  sujet  de 
l'expression  du  nombre  de  classes  du  corps  c(y  —  /)  dans  le  cas  de  /^3,  mod  4- 

On  arrive  même,  par  une  modification  remarquable  de  la  méthode  de  Jacobi,  à 
étendre  l'énoncé  du  théorème  i45  au  cas  où  le  nombre  premier  p  n'est  pas  de  la 
forme  ml -\-  i.  [Eisenstein  ",  Stickelberger'.] 


§  124.  —  Détermixatioa'  du  signe  de  la  somme  de  Gauss. 

Soit  p  un  nombre  premier  impair,  on  peut  obtenir,  selon  les  définitions  du  para- 
graphe 1 1  r .  étendues  dans  le  paragraphe  1 1 2,  la  base  normale  de  Lagrange  et  la  résol- 

(\l  '^\ 

vante  de  Lagrange,  dans  le  cas  de  /^  3,  pour  le  corps  quadratique  c\y  ( —  i)  '■^  p) . 

Ht. 

Soit  2.  ^e'y .  La  base  de  Lagrange  se  compose  pour  ce  corps  des  deux  nombres 

et  la  résolvante  de  Lagrange  est 

A  =  >„->.  =  2  Z"-2  Z*. 

(«)  (*) 

a  et  b  étant  les  résidus  et  non-résidus  quadratiques  de  p  compris  dans  i,  2,  ...,p  —  i. 
Le  problème  indiqué  à  la  fin  du  paragraphe  112,  de  la  détermination  complète 
de  A,  wnc  fois  a'  trouvé,  revient  ici,  dans  le  cas  du  corps  quadratique,  à  la  détermi- 
nation d'un  signe  +,  et  la  solution  est  la  suivante  : 

Théorème  i46.  —  La  résolvante  de  Lagrange  A  du  corps  quadratique  de  discriminant 

premier  ( —  i)  -  p  est  un   nombre  positif   réel    ou    purement  imaginaire  positif. 
[Gauss ^,  kronecker*.] 
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Démonstration.  —  Le  carré  de  la  racine  de  Lagrange  en  question  A  est  toujours 

égal  à  ( —  i)  '^  p,  parce  que  A  est  un  nombre  du  corps  quadratique  et  que,  d'après 
le  théorème  i38, 

\M  =  \/p- 

On  a  donc 


(65) 


=  ±  V(-i)^'/>. 


Les  idéaux  :p,  ^p  du  paragraphe  112  sont  remplacés  dans  le  cas  actuel  de  /=2 
par  (/))  et  (i  —  Z):  la  congruence  (/i3)  donne  alors 

£±i 

A  =  ^   _\     (I  -  Z)  ^  >       ïnod  (i  -  Z)  ^   . 


c'est-à-dire 

(66)  A=^^=^!     (i-Z)^\     mod(i-Z)^'. 


Considérons  d'autre  part  l'expression 

A=(Z--  Z  ')(Z-*-  Z"').  .(Z~^  -  Z""^') . 

Gomme  cette  dernière  change  seulement  de  signe  lorsqu'on  remplace  Z  par  Z  ". 

p-i 
Rétantune  racine  primitive,  mod  p,  et  quel'idéal  (A)  coïncideavec  l'idéal  (i  —  Z)  ^  » 

on  a  nécessairement 


:±\/(-l)Vp 


Pour  déterminer  le  signe,  remarquons  que  l'on  a 


ft         -r.ft  „;.:„2^~         fu         .    „  P—' 


jr-*— z"=  —  2/sin ,        /i=i,2,  .... 

P  \ 

et  qu'on  obtient  par  suite  pour  A  une  valeur  de  la  forme  ( —  i)  -  P,  où  P  est  positif. 


Vf--' 


Donc,  en  entendant  par  V  ( —  i)  ^  p  celle  des  racines  carrées  qui  est  réelle  positive 
ou  positivement  imaginaire,  on  a 


(67) 


p2_l  /  p_t 

=  (-0  «    V(-ON 
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Enfin,  la  relation 


A-Z~'"'-"^('-Z^)(i-Z')-(i-Z''-'), 


montre  que  l'on  a 


P—i  n I  p— '  P+* 


A=  2  ^  A. 

mod  (i  — 

1+p 

-z)^  . 

--©^ 

p2-l 

.  (p). 

/         p-l  p+l 

—  i/, 


A  =  2./,.6...(/)-0(i-Z)  ^  =2  ^i  i(^-_!(i_Zj  ^  ,     mod(i-Z)  - 
et  par  suite,  yu  (66), 


Comme  l'on  a 

on  obtient,  à  cause  de  (67), 

A  =  V(— ')"^P-     mod(i-Z)~. 
et  par  suite,  à  cause  de  (65), 

A=  V(-i)^p, 

ce  qui  démontre  le  théorème  1/J6. 

On  n'a  pas  encore  publié  beaucoup  de  travaux  sur  des  corps  abéliens  de  degré 
supérieur  au  second  ;  mentionnons  le  travail  d'Eisehstein  sur  les  formes  cubiques, 
provenant  de  la  division  du  cercle,  qui  est  une  introduction  à  la  théorie  des  corps 
abéliens  cubiques  [Eisenstein*"j,  le  travail  de  Bachmann'  sur  les  nombres  complexes 
composés  de  deux  racines  carrées,  et  enfin  les  recherches  de  Weber  sur  les  corps 
abéliens  cubiques  et  biquadratiques.  [Weber-'  '.] 


CINQUIÈME  PARTIE. 

LES    CORPS    KUMMERIENS, 


CHAPITRE  XXVllI. 

Décomposition  des  nombres  d'un  corps  circulaire  dans  un  corps  kummerien. 

S  125.  —  Défimtion  d'ln  corps  kummerien. 

Soit  /  un  nombre  premier  impair  et  c(w)  le  corps  circulaire  défini  par  ^^e  ^  . 
\).  étant  alors  un  entier  de  cÇl),  qui  ne  soit  pas  en  même  temps  la  /''""^puissance  d'un 
nombre  de  c{Z),  l'équation  du  /'''"'*  degré 

x'  —  JJ.  =  o 

est  irréductible  dans  le  domaine  de  rationalité  c(^).  M  =  VM-  étant  une  racine  déter- 
minée choisie  arbitrairement  de  cette  équation,  les  autres  sont  çM>  C*M.  •■■,  ^'~'M- 
J'appellerai  corps  kummerien  le  corps  déterminé  par  M  et  w.  Un  tel  corps  kummerien 
c(M,  0  est  de  degré  /(/ —  i);  il  contient  c{'Ç)  comme  sous-corps,  et  c'est,  par  rapport 
à  ce  dernier;  un  corps  abélien  relatif  de  degré  /. 

Le  changement  de  M  en  tffi  dans  un  nombre  ou  un  idéal  du  corps  kummerien 
donne  le  nombre  ou  l'idéal  conjugués  relatifs.  Nous  représenterons  ce  changement 
par  la  substitution  S. 

On  démontre  facilement  les  propositions  : 

Théorème  i^v-  —  Pour  que  le  corps  kummerien  engendré  par  M  =  \/\iet  ^  soit 
un  corps  de  Galois  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels,  il  faiit  et  il  suffit  que 
l'une  des  puissances  symboliques  </"*,  ;/~*,  ...,  u*"'^'  soit  la  /'■^'"^  puissance  d'un 
nombre  de  c(l).  (s  =  ('Ç  '.  ^''),  r  racine  primitive,  mod  /.) 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  soit  abélien  est  que  :  a*"''  soit  la 
/"'"*  puissance  d'un  nombre  de  cÇÇ). 

Lorsque  le  corps  kummerien  (M,  Z)  est  un  corps  de  Galois,  ou  un  corps  abélien, 
il  résulte,  comme  le  montrent  les  considérations  du  paragraphe  38,  de  la  composi- 
tion du  corjDs  cC^)  et  d'un  certain  corps  de  degré  /. 
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§    126.   —  DlSCRIMIISA^T  HELATIF  d'uN  CORPS  KUMMERIEN. 

Notre  premier  problème  est  celui  de  la  détermination  du  discriminant  relatif  de 
c(M.  0  P^r  rapport  à  c(Z).  Nous  démontrerons  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Lemme  23.  —  Si  un  idéal  premier  p  du  corps  circulaire  c(Q  est  la  Z'^™*  puissance 
d'un  idéal  premier  ^  du  corps  kummerien  c(M,  0  et  que  A  soit  un  entier  de  c(M,  0 
divisible  par  «^,  mais  non  par  5^^  le  discriminant  relatif  du  nombre  A  et  celui  du 
corps  kummerien  c(M.  '0  par  rapport  au  corps  c(^)  contiennent  le  facteur  idéal  p  à  la 
même  puissance. 

Démonstration.  —  Tout  entier  du  corps  c(M.  0  P^ut  être  mis  sous  la  forme 

a  +  a>  +  7.,A*4-  ...  4-a,_,A'-' 


(68)  Q=- 


P 


où  a,  7,,  ... ,  a^_j,  p  sont  des  entiers  de  cÇ^).  Si  fl  est  divisible  par  p,  il  en  résulte  que 
le  numérateur  de  la  fraction  doit  aussi  être  ^  o,  mod  p . 

A  cause  de  A^o,  mod  ^,  on  en  conclut  a^o,  mod  «p  et,  comme  a  est  dans 
c(u),  également  a^o,  mod  p .  Cette  dernière  congruence  donne 

^,k  +  a,A'  +  . .  •  +  =(/-i  A'-*  =  o ,     (mod  p) , 

et  comme  Ae|eo,  A*  =  o,  A*  =  o,  ...,  a'~"  =  o,  mod  p,  on  a  a,  =  0,  mod  P,  et  par 
suite  aussi,  mod  :p  ;  on  a  donc  aussi 

7^A'  +  ...  +  a,_,A'-'  =  o,      {p). 

(]omme  A*^|^o,  f^^o,  ...,  a'~*^o,  mod  «P',  on  a  a,^o.  mod  ^,  et  par  suite 
aussi,  mod  p. 

En  continuant  ainsi,  nous  voyons  que  tous  les  coefficients  a,  x,,  ...,  a^_,  doivent 

être  divisibles  par  p.  Si  maintenant  ,fc.'  est  un  entier  de  cil),  divisible  par  -,  mais  non 

par  p.  les  nombres  afi',  a, fa',  . .. ,  a,_,fi'  sont  tous  divisibles  par  S.  En  posant 


fa 


(.-. 


'  i  —  t' 


nous  obtenons 

(69)  ^  = û ' 

où  le  nombre  fa'  du  dénominateur  contient  maintenant  un  facteur  idéal  p  de  moins 
que  fJ.  En  appliquant  à  (69)  la  même  méthode  qu'à  (68)  et  ainsi  de  suite,  nous  arri- 
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vons  finalement  au  résultat  que  tout  entier  Q  du  corps  c(M-  '0  peut  être  mis  sous  la 
forme 

(70)  ^_^  +  â,A+...V.A--^ 

où  X,  a,,  ...,  »;_, .  p  sont  des  entiers  de  cÇÇ),  p  étant  en  outre  premier  à  p.  Supposons 
exprimés  sous  la  forme  (70)  les  /(/ —  i)  nombres  d'une  base  du  corps  kummericn 
c(M'  0'  et  formons  avec  ces  nombres  et  leurs  conjugués  relatifs  la  matrice  à  /  lignes  ; 
il  est  alors  visible  que  le  discriminant  relatif  du  corps  kummerien  c(M.  '0  multiplié 
par  certains  entiers  H  premiers  à  p  de  c{Z)  doit  être  divisible  par  le  discriminant 
relatif  du  nombre  A-  ce  qui  démontre  le  lemme  28. 

Théorème  iZiS.  —  Soit  À^  i  —  ^  et  Ï  =  (a).  Si  un  idéal  premier  p  autre  que  I  do 
c(w)  entre  exactement  à  la  puissance  e  dans  le  nombre  [jl,  le  discriminant  relatif  du 
corps  kummerien  déterminé  par  M  =  V  y-  et  ^  par  rapport  à  c(X)  contient  en  facteur 
exactement  la  puissance  p'~^  de  p,  si  e  et  /  sont  premiers  entre  eux.  Si,  au  contraire, 
e  est  un  multiple  de  /,  le  discriminant  relatif  est  premier  à  p . 

Quant  à  l'idéal  premier  ï,  nous  pouvons  d'abord  exclure  le  cas  où  u.  est  divisible 
par  I  et  contient  cet  idéal  à  une  puissance  dont  l'exposant  est  un  multiple  de  /;  car 
alors  le  nombre  [x  pourrait  être  remplacé  par  un  nombre  [).*  premier  à  I,  le 
corps  c{\/ij* ,  Z)  restant  le  même  que  le  corps  c(v  [a,  Z).  En  dehors  de  ce  cas,  [j.  peut 
contenir  une  puissance  de  l  dont  l'exposant  est  premier  à  /,  ou  bien  p,  peut  ne  pas 
être  divisible  par  I.  Dans  le  premier  cas,  le  discriminant  relatif  de  cyyix,  1j,  par 
rapport  à  c('^),  est  exactement  divisible  par  (''~*.  Dans  le  second  cas,  soit  m  le  plus 
grand  exposant  -^  /  pour  lequel  il  existe  dans  c(Q  un  nombre  a,  tel  que  u.  ^  a'  mod  t". 
Le  discriminant  relatif  est  alors  premier  à  I,  dans  le  cas  de  m  =  /,  et  si  m<Cl  \l  est 
divisible  par  la  puissance  {('-•H'-w+i)  jg  j 

Démons! ration.  Première  partie.   —  Soit  -  un  nombre  entier  de  c('Ç)  divisible 

par  ,,  „,ai.  non  par  ,',  et  soi.  v  un  nombre  entier  de  c(0  divisible  par  ^,  mais  prc- 
mier  à  p . 

Si  l'exposant  de  la  puissance  de  p  contenue  dans  a  n'est  pas  un  multiple  de  /.  on 

a   M 

peut  déterminer  deux  entiers  a  et  b,  tels  que  i^ae  —  6/;  alors  \)*= — ^j-   est  un 

entier  de  c(^l)  divisible  par  p,  mais  non  par  p';  et  si  l'on  pose  M*=v  ;■'•*'  c)"  ^ 
c(M*,  0  =  c(M»  w)  ;  et  si  l'on  désigne  par  ^  le  plus  grand  commun  diviseur  idéal  de  p 
et  M*dansc(M,  0'  on  a(') 

^  =  S>»>,     V  =  ^'- 

(')  N.  T.  —  Car  S:|)  =  ^ ,  SM*-  =  ^M*>  ^^  '^  p'"^  grand  commun  diviseur  de  p  ot  t!e  [  |^* 
est  le  même  (jue  celui  de  p  et  de  |^*,  car  ^  est  une  unité. 
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L'idéal  ^  est  donc  un  idéal  premier  invariant  du  corps  kunimerien  c(M>  0  psr 
rapport  au  sous-corps  c(Z);  d'après  le  théorème  gS,  il  entre  donc  comme  facteur 
dans  le  discriminant  relatif  de  c(M>  0  par  rapport  à  c(u).  Comme  de  plus  M*  est  divi- 
sible par  ^,  mais  non  par  «ï>^  et  que  le  discriminant  relatif  de  M*,  par  rapport  à  c{V), 

est  égal  à  ( —  i)  ^  f\j.*^~\  l'idéal  p  est  donc,  d'après  le  lemme  ijS,  contenu  dans  le 
discriminant  relatif  du  corps  c(M,  0  exactement  à  la  / —  i'*'™^  puissance. 

e 

Si,  au  contraire,  l'exposant  e  est  un  multiple  de  /,  [jl*  =  ^  est  un  entier  de  cQ) 

•  îT 

non  divisible  par  p;  comme  le  discriminant  relatif  du  nombre  M*^\/ H*  par  rapport 

à  c(u)  est  égal  à  ( —  i)  ^   /'a*'~',  il  est  premier  à  p.  11  en  est  de  même  du  discriminant 
relatif  du  corps  c(M.  K)  par  rapport  à  c{V). 

Deuxième  partie.  —  Dans  le  cas  où  a  contient  I  avec  un  exposant  e,  non  multiple 
de  /,  procédons  comme  dans  la  première  partie  et  prenons  à  la  place  de  u.  un 
nombre   a*,   divisible  par  I  et    non   par  ï*.    Comme   le  discriminant   relatif   du 

nombre  M*^  v  I^*  a  la  valeur  ( —  i)  -  /'[j*'~',  le  discriminant  relatif  du  corps  c(M,  0 

I)ar  rapport  à  c(ç)  est  exactement  divisible  par  !'""',  d'après  la  nature  du  nombre  \)* 

et  la  lemme  28. 

Nous  avons  en  second  lieu  à  examiner  le  cas  où  a  n'est  pas  divisible  par  t.  Soit 

i 

d'abord  m=^l\  il  y  a  donc  dans  c(ç)  un  entier  a,  tel  que  y. ^a',  mod  V .- — rj —  est 
donc  un  entier  de  c{t),  et,  par  suite,  l'équation  de  degré  /en  x 

{Ix  —  a)'  4-  :x  _ 

„  1 1~  t  —  M 

a  tous  ses  coefficients  entiers.  Comme  en  posant  M  =  V  f-  ^^^ — ^ —  est  une  racme 

a  —  M 

de  cette  équation,  0= — ; —  est  un  entier  du  corps  c(w).  Le  discriminant  relatif  de 

ce  nombre  Q  est  égal  à  i]h~\  z  étant  une  imité,  et,  par  suite,  le  discriminant  relatif 
du  corps  c(M,  0  par  rapport  à  cÇÇ)  est  aussi  premier  à  I. 

Soit  ensuite  m<Cl,  de  sorte  que  jj.  ne  soit  pas  congru  à  une  puissance  /'^"'*,  mod  V  ; 
posons  [;.^a'  +  aX"',  mod  t"'^',  a  étant  un  entier  de  c{Ç),  m  l'exposant  défini  dans 
l'énoncé  et  a  un  entier  rationnel  non  divisible  par  /.  Considérons  alors  l'idéal 

5l  =  (À,  oc— M). 

Le  nombre n'est  certainement  pas  entier,  car  sa  norme  relative  par  rapport 

X 

i 
y.  —  u. 
à  c(Q,  c'est-à-dire  — ^rr^'  est  fractionnaire,  à  cause  de  m<Cl;  donc,  le  nombre  a  —  M 
À 
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n'est  pas  divisible  par  I;  par  suite,  l'idéal  31  est  différent  de  ï.  D'autre  part,  %  n'est 
égal  à  I,  car  la  norme  relative  du  nombre  a  —  M  est,  à  cause  de 

(71)  Ne(a-M)  =  a'-M  =  -aX'",     (r-^O 

divisible  par  V".  Comme  on  a  851^31,  5ï  est  un  idéal  invariant,  et  comme  ce  doit 
être  un  facteur  de  ï,  ce  dernier  appartient  à  la  première  des  trois  catégories  d'idéaux 
premiers  du  sous-corps  distinguées  (S  67)  dans  la  démonstration  du  théorème  gS, 
c'est-à-dire  I  =  S',  fi  étant  un  idéal  premier,  évidemment  du  premier  degré  de 
c(M.  0-  La  congruence  (71)  donne  alors  51  =  8'". 

Déterminons  maintenant  deux  entiers  positifs  a  et  b,  tels  que  am  —  bl^^^\,  et 
posons 


De  SM  =  !^M ,  on  déduit 


O 


g^^(a— M  +  aM)" 


et  nous  concluons  de  cette  expression  que  Q  —  SQ  contient  en  facteur  g"-'"-*^*). 
Comme  il  en  est  de  même  de  toute  différence  entre  Q  et  un  de  ses  conjugués,  le  dis- 
criminant relatif  de  Q  par  rapport  à  c{t)  contient  en  facteur  exactement  la 
(/ —  i)(Z  —  m  4-  i)'^"""  puissance  de  l'idéal  ï.  Il  en  résulte,  Q  n'étant  divisible  que  par 
la  première  puissance  de  fi,  que  le  discriminant  relatif  du  corps  c(M.  ^)  par  rapport 
à  c(Q  est  aussi  divisible  par  la  même  puissance  (lemme  28). 

Le  discriminant  relatif  du  corps  kummerien  c(M>  V)  pai"  rapport  au  corps  c{t)  est 
ainsi  complètement  défini,  et  l'on  peut  immédiatement  en  déduire  le  discriminant 
du  corps  c(M,  0  (théorème  89). 


§  127.  —  Le  symbole  \-^—\- 

Il  est  nécessaire  pour  la  suite  de  généraliser  le  symbole  |  — |  introduit  au  para- 
graphe 1 18,  pour  le  cas  où  i^.  est  divisible  par  to  et  pour  celui  où  t©  =  ï . 

Soit  tt)  un  idéal  premier  quelconque  de  c(u)  et  ^^  un  entier  quelconque  de  c(Q,  qui 
ne  soit  pas  égal  à  la  /'''"^  puissance  d'un  entier  de  c(^).  Quand  le  discriminant  relatif 
du  corps  kummerien  engendré   par   M  =  y/j/,  et  ^  sera  divisible  par  tt),  le  sym- 
bole I  —  >  aura  la  valeur  o. 
[xo  ) 

Si,  au  contraire,  le  discriminant  relatif  de  ce  corps  c(M,  Ç)  n'est  pas  divisible 
par  tt>,  on  peut,  d'après  le  théorème  i48,  toujours  trouver  dans  c(u)un  nombre  a,  tel 
que  «.*=  X]}.,  soit  un  entier  de  c(ç)  non  divisible  par  tt>.  Si  [x  est  lui-même  premier 
Fac.  de  T.,  3«  S.,  II.  45 
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à  t»,  a=  I  remplit  déjà  cette  condition.  \ous  définissons  alors,  si  it>=|=ï,  le  symbole 
en  question  par  la  formule 

Mais  si  W  =  I,  on  peut,  le  discriminant  relatif  de  c(M,  0  devant  être  premier  à  I, 
choisir  en  ou[re  le  nombre  a  (théorème  iZi8),  de  façon  que  l'on  ait  y.*^  i,  mod  I'. 
On  a  dès  lors  une  congruence  de  la  forme 

où  a  est  un  des  nombres  o,   r.   2,   ...  / — i.  Je  définis  alors  le  symbole  ]  —  [  par 
l'égalité 

Si  [x  est  la  Z''-""'  puissance  d'un  nombre  de  <:'(^)  et  t»  un  idéal  premier  de  c(Q.  on 

prendra    — i^i- 
iw) 

La  valeur  du  symbole  —  est  ainsi  fixée  pour  tout  entier  [j.  et  tout  idéal  pre- 
mier »»  de  c(u);  elle  est  d'ailleurs  égale  à  o  ou  à  une  racine  /''-'"'*  de  l'unité. 

Enfin  a  étant  un  idéal  quelconque  du  corps  c(^),  si  l'on  a  a;=:|)q  ...  tu,  p,  q,  etc. 

étant  des  idéaux  premiers  de  c(Z),  on  définira  le  symbole  <  — [  par  l'égalité 

a,  h  étant  des  idéaux  quelconques  de  c(^),  on  a  donc 

ah\       \  a  )  I  b  \' 


S   128.  —  Idéaux  premiers  d'l>  corps  kummerien. 

Soit  ;jL  un  entier  de  c('Ç).  M  =  v  y-  un  nombre  en  dehors  de  cÇÇ}-  La  question  de  la 
décomposition  des  idéaux  premiers  du  corps  circulaire  c(Q  en  idéaux  premiers  du 
corps  kummerien  c(M»  C)  est  résolue  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  149.  —  Un  idéal  premier  quelconque  p  de  cÇl)  est,  dans  le  corps 
kummerien  c(M,  ?)>  soit  égal  à  la  /'*'""'  puissance  d'un  idéal  premier,  soit  décompo- 
sable  en  un  produit  de  /  idéaux  premiers  distincts,  soit  premier  lui-même,  selon 

(  a  ) 
que    -!— '=0,  =  I  ou  =  une  racine  /"'""^  de  l'unité  différente  de  i. 

iP) 
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Démonstration.  —  La  première  partie  de  ce  théorème  se  rapporte  aux  idéaux  pre- 
miers qui  divisent  le  discriminant  relatif  du  corps  kummerien  :  ils  sont  donc  inva- 
riants, d'après  le  théorème  98.  Ce  fait  ou  le  théorème  i48  montrent  donc  pour  ces 
idéaux  l'exactitude  du  théorème. 

Si  p  est  un  idéal  premier  qui  ne  divise  pas  le  discriminant  relatif  du  corps  c(M,  'Q, 

* 
a 

soit  [)*  un  entier  non  divisible  par  p,  tel  que  le  quotient  ■^—  soit  égal  à  la  f^"""  puis- 
sance d'un  nombre  de   c(Ç).    Le  corps  c(M»  Ç)  est  alors  engendré  également  par 

M*  =  v/i^et^ 

,'    •  ■. 

Examinons  d'abord  le  cas  de  S-l-ï.  Si  alors  —■  =  i,  le  nombre  a*  est,  d'après 

(p\ 

le  théorème  189,  résidu  de  /''""'  puissance,  mod  p.  Déterminons,  ce  qui  est  toujours 
possible,  un  entier  a  de  c(C),  tel  que  l'on  ait  [j.*^a',  (mod  p),  et  [j.*E|Ea',  (mod  :p*). 
En  formant  alors  les  idéaux  conjugués  relatifs 

^        =(p,M*-oc). 

s;>     =(^rM*-^), 


S-'S»>  =  (M:'-'M-a). 

nous  obtenons  facilement 

^  =  fp.S«»>  ...  S'-'sp. 

Comme 

(«P,  s«»>) = (p.  M*  -  a.  l:m  —  a)  =  I , 

S^P  est  différent  de  ^^,  et,  par  suite,  les  /  facteurs  premiers  ^,  S^,  ...  S^— '^  de 
l'idéal  p  sont  distincts.  L'idéal  premier  p  de  c(Ç)  appartient  donc  à  la  deuxième  caté- 
gorie des  idéaux  premiers  du  sous-corps  (théorème  98),  il  se  décompose  donc  dans 
c(M»  0  en  /  idéaux  premiers  distincts.  Inversement,  si  un  idéal  premier  p  du 
corps  c(Q,  différent  ou  non  de  l'idéal  I,  se  décompose  en  /  idéaux  premiers  dis- 
tincts ^,  S^,  ...  S'— *^  du  corps  c(M>  U»  Oïi  ^'  P  étant  le  nombre  premier  divisible 
par  p,  N(sp)  =  p''et  ^'(^)  =  ÎV(?P)  ...  N(S'^i^^)=/)'^  et,  par  suite,  la  norme  de  p, 
prise  dans  le  corps  c(Z),  n(p)  est  aussi  égale  a  p'^ .  L'égalité  des  normes  N(^)  et  n(p) 
montre,  comme  au  paragraphe  67.  que  tout  entier  du  corps  c(M,  0  est  congru, 
mod  «P,  à  un  entier  du  corps  c(v);  en  posant  en  particulier  M*^^.  mod  ^,  a  étant 

dans  c(^),  on  a  M'^^l^'^^',  mod  ^,  et  comme  a*  —  a'  est  un  nombre  de  c{l,),  on 

i    *  ]       i      ) 
doit  avoir  aussi  u,*^  ac',  mod  p,  c'est-à-dire  que  I—  :=,  —  (==  i.  La  dernière  partie 

^       (p)       (p) 

du  théorème  1/19  est  donc  complètement  démontrée  pour  le  cas  d'un  idéal  pre- 
mier :p=|=I. 

Enfin,  relativement  à  l'idéal  premier  ï ,  si  le  discriminant  relatif  du  corps  c(M,  0 
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par  rapport  à  c(Q  n'est  pas  divisible  par  t,  on  a,  pour  le  nombre  u*,  d'après  le 
théorème  iZjS,  une  congruencc  de  la  forme 

^*=xi  +  ali,     (ï'+»), 

a  étant  un  entier  rationnel.  Si  maintenant  l'on  a    —  '  =  i.  c'est-à-dire  si  a  est  divi- 
sible par  /,  il  en  résulte  une  congruence  de  la  forme 

OÙ  a*  est  encore  un  entier  rationnel.  Si  a*  n'est  pas  divisible  par  (,  nous  posons 
[j.**=  1^.*;  si,  au  contraire,  a*  est  divisible  par  /.  nous  posons 

il  en  résulte 

D'après  cela,  le  nombre  [j.**  vérifie  toujours  une  congruence 

où    a**  est   un   entier    rationnel   non   divisible   par   /,    et,    par   suite,    en   posant 

f/[**  =  \/,j**  et 


S=    X 


M* 


on  a  la  décomposition 
Comme 


:fi.Sfi   ...S'-»«. 


I , 


Sfi  est  différent  de  8,  et,  par  suite,  les  /  idéaux  premiers  8,  S8,  ...  S'— *8  sont 
distincts. 

Inversement,  si  ï  se  décompose  ainsi  dans  le  corps  kummerien,  les  normes  de  8 
dans  c(M»  0  et  de  I  dans  c(Q  sont  égales,  d'après  une  remarque  antérieure,  appli- 
cable, on  l'a  indiqué,  même  au  cas  de  p  =  l,  et,  par  suite,  tout  entier  de  c(M.  K)  est 
congru  mod  8  à  un  entier  de  c(u).  Comme  ensuite,  d'après  le  théorème  gS,  I  ne 
divise  certainement  pas  le  discriminant  relatif  du  corps  c(M>  0  par  rapport  à  c(V), 

nous  pouvons,  d'après  le  théorème  i/i8,  poser  [j*^  a',  mod  I'.  et  — :^ est  donc  un 

entier.  Comme  8  est  un  idéal  premier  du  premier  degré  dans  c(M.  0'  nous  pouvons 
trouver  un  entier  rationnel  a  congru  à  cet  entier  mod  8;  alors  on  a.  Ne  désignant  la 
norme  relative  par  rapport  à  c(Ç), 
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c'est-à-dire 

(y.  —  aKy  —  u*  =  o,     (F+»); 

on  a  donc  }-^;^  |-^   ^  i,  ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème  149. 

Le  théorème  1^9  nous  fournit  un  moyen  simple  de  distinguer,  dans  le  cas  parti- 
culier des  corps  c(M,  0  ^t  c(l),  les  trois  sortes  d'idéaux  premiers  indiquées  au 
théorème  98^  pour  un  corps  supérieur  cyclique  relatif  de  degré  relatif  premier. 


CHAPITRE  XXIX. 

Résidus  et  non  résidus  de  normes  d'un  corps  kummerien. 

S  129.  —  Défimtio>  des  résidus  de  >ormes  et  des  non  résidus. 

Soit,  comme  au  paragraphe  ia5,  a  un  nombre  de  c(v),  tel  que  fj[z=z\/ix  ne  soit 
pas  dans  c(Z)  et  soit  c(M.  0  le  corps  kummerien  déterminé  par  M  et  ç;  soit  Nc(A)  la 
norme  relative  d'un  nombre  A  de  c(M.  '0  P^r  rapport  à  c(Z).  Soit  M)  un  idéal  premier 
quelconque  du  corps  circulaire  c(X)  et  v  un  entier  quelconque  de  ce  corps.  Si  alors  v 
est  congru  mod  \v  à  la  norme  relative  d'un  entier  de  c(M,  C)  et  si,  en  outre,  on  peut 
trouver,  pour  une  puissance  de  W  aussi  élevée  qu'on  le  veut,  un  entier  A  du  corps 
c(M,  0'  tel  que  l'on  ait  v  ^  Nc(A)  suivant  cette  puissance  de  \t>,  j'appellerai  v  un  résidu 
de  normes  du  corps  kummerien  mod  io.  Dans  tout  autre  cas,  v  sera  non  résidu  de 
normes  du  corps  kummerien  mod  tt> . 

S  i3o.  —  Théorème  sur  le  nombre  des  résidus  de  normes.  —  Idéaux  de  ramification. 

On  a  l'important  théorème  suivant  : 

Théorème  i5o.  —  Si  \v  est  un  idéal  premier  du  corps  circulaire  c(ç),  ne  divisant 
pas  le  discriminant  relatif  du  corps  kummerien  c(M.  K),  tout  entier  de  c(Q  premier  à  \o 
est  résidu  de  normes  du  corps  kummerien  mod  to . 

Si,  au  contraire,  W  est  un  idéal  premier  du  corps  circulaire  c(Ç),  diviseur  du  discri- 
minant relatif  du  corps  kummerien  c(M,  Ç),  et  qu'on  désigne  par  e,  dans  le  cas  de  tt)=|-I, 
un  exposant  positif  quelconque,  et,  dans  le  cas  de  iv  =  1,  un  exposant  quelconque  >/, 
//  y  a  exactement  un  Z'^'"*'  de  tous  les  nombres  de  c(^)  premiers  à  \r>  et  incongrus  mod  m", 
qui  sont  résidus  de  normes  mod  tt) . 
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Démonstration.  —  Soit  d'abord  »  un  idéal  premier  de  c(Ç)  différent  de  I  et  ne 
divisant  pas  le  discriminant  relatif  du  corps  c(M-  0^  il  y  ^i  deux  cas  à  distinguer, 
suivant  que  t»  est  décomposable  ou  non  dans  c(M.  ?)•  Dans  le  premier  cas,  soit  2B  iin 
idéal  premier  facteur  de  W  dans  c(M,  0-  En  nous  reportant  à  la  démonstration  du 
théorème  i48,  nous  pouvons,  sans  diminuer  la  généralité  pour  cela,  admettre  que  [>., 
et  par  suite  aussi  le  discriminant  relatif  du  nombre  fifi  =  \/^  par  rapport  à  c(Q,  ne 
sont  pas  divisibles  par  2B;  il  y  a  dès  lors  certainement  dans  c(M.  C)  un  système  de  / 
entiers  A,.  •••.A/  vérifiant  les  congruences 

A.  +  A,M         +  ...  +  A,  M'-*  =  V, 

A.  +  a.:m     +  . . .  +  A,(;My-'     =  I , 

A.  +  AXfA      +  ...  +  KC^W-'     =  I.   )    (3B). 


A.  +  a,l:'-'m  +  . . .  +  A,(c'-*My-*  =  I , 

Or,  tout  entier  du  corps  c(M,  C)  est  évidemment  congru  mod  Sô  à  un  entier  de  c(Q  ; 
en  posant 

A.  =  a.,      A.  =  a,,      ...,     Ai  =  ^r      ('ÎB). 

a,,  a^,  ....  a^  étant  entiers  dans  c{Q  et 

A=7.  +  a,|VH-  ...  4-  a,M'-', 
on  en  déduit 

v  =  A.     i  =  SA.     ...,     i=S'-'A,     (3»); 

et  en  multipliant,  on  a  v^  ^c(A)»  mod  3S,  et  par  suite  aussi,  mod  tt).  Ceci  démontre 
dans  le  cas  présent  la  première  partie  du  théorème  pour  le  cas  de  e=  i.  Pour  passer 
aux  cas  de  e>>  i,  supposons  que  l'on  ait  v  e|e  Nc(A).  niod  W*,  et  posons  alors 

=  I  +  (0  .      (M)*)  , 


Ne  (A) 

(.)  étant  un  entier  de  c(l)  divisible  par  tt),  mais  non  par  tt)*.  L'entier  B  =  A(i  +  ^m), 

où  l*  est  un  entier  rationnel  vérifiant  la  congruence  If^i,  mod  W  remplit  alors  la 

condition  v^iNc(B).  mod  tt)*.  En  continuant  d'employer  ce  procédé,  nous  arrivons 

finalement,  pour  toute  puissance  tP*,  à  un  entier  de  c(M.  C).  dont  la  norme  relative 

par  rapport  à  c(Z)  est  congrue  à  v  mod  tt)*. 

Soit,  d'autre  part,  ti>  indécomposable  dans  c{ffi,  Q;  nous  pouvons  encore  supposer 

[K  non  divisible  par  tt),  et  alors,  d'après  le  théorème  i/jg,   y.  n'est  pas  résidu  de 

/ième  puissance  mod  tt).  D'après  les  conséquences  du  théorème  189,  il  y  a  dans  c(Z) 

n(w)  —  I     ,  . ,       ,     ,..  .  1  .        , 

exactement  r  = résidus  de  r""^^  puissances  mod  tt)  premiers  a  tt);  en  las 

représentant  par  p,,  ... ,  p^,  les  n(w) —  i  nombres 

i  =1: 1 ,  2 .  . . . ,  r , 
^  =  0,  I,  2,  ...,  / 
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sont  tous  incongrus,  mod  W,  car  [j.  n'est  pas  résidu  de  /'''"'*'  puissance,  mod  tt),  et,  par 
suite,  tout  nombre  de  c(Ç)  premier  à  iv  est  congru,  mod  t»,  à  l'un  de  ces  nombres.  En 
posant  p^^x[,  ....  p^.^a|.,  mod  to,  oc^,  ...,  a^  étant  des  nombres  de  c(Ç),  on  en 
déduit 

py^^,(^,fA'),    (tt)), 

et,  par  suite,  tout  entier  de  c(Q  premier  à  iv  est  congru  mod  w  à  la  norme  relative 
d'un  certain  nombre  de  c(M>  s);  on  en  conclut,  comme  dans  le  cas  précédent,  que 
pour  tout  nombre  v  entier  de  c(Q  premier  à  tt),  on  peut  trouver  un  entier  de  c(M»  K) 
dont  la  norme  relative  soit  congrue  à  v,  mod  tt)*. 

Si  nous  voulons  maintenant  démontrer  la  première  partie  du  théorème  i5o  pour 
le  cas  de  tt)  =  t,  nous  pouvons  supposer  a  premier  à  I;  désignons  par  a*"  la  plus 
haute  puissance  de  À  contenue  dans  a'"* — i,  m  étant  dans  tous  les  cas  ^i,  et 
posons 

,j!-'=  1  +  al"',     (r^*), 

a  étant  un  entier  rationnel  premier  à  /;  a*  étant  alors  un  entier  rationnel,  tel  que 
aa*^ —  I,  mod  /,  en  posant  u*^;x"*'~',  on  a 

(72)  [A    =  I  —  A     ,       (l         ). 

D'au  tre  part,  on  a  les  congruences  suivantes,  où  ^  est  un  entier  positif  quelconque 
et  h  un  entier  positif  quelconque  premier  à  /  : 

Comme  le  discriminant  relatif  du  corps  c(M,  0  par  rapport  à  c(Ç)  ne  peut,  dans  le 
cas  actuel,  contenir  le  facteur  I,   on  a  nécessairement,  d'après  le  théorème  i/j8. 


(1)  N.  T.  —  En  effet,  d'après  le  théorème  i48,  on  doil  avoir 


d'où 
mais 
donc 
ainsi,  dans 


(I') 

a'-'^i,      (ï) 
a'"-'»=i.     (10        ij.'-=i,     (I'); 

a'-'=  I  4-aÀ'",      (I'"^') 
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Soit  d'abord  m=l.  On  déduit  alors  facilement (i)  des  congruences  (72)  et  (78) 
que  pour  tout  entier  positif  g  on  peut  trouver  dans  c(Ç)  un  entier  oc^  vérifiant  la 
congruence 

1 1 —                    I  —  a  M* 
En  posant  alors  M"  =  y  !^*  ^^  ^g^^ ^ — '  ^^s  ^^^  toujours  un  entier  de  c(M.  0 

et  on  a 

Do  là  résulte  immédiatement  (2)  que  tout  entier  v  de  c(Ç)  vérifiant  la  congruence 
v^  I,  mod  I,  est  résidu  de  normes  du  corps  c(M.  0»  "^od  t.  On  lève  facilement  cette 

(')  N.  T.  —  On  a 

IMais  en  multipliant  [x*  par  une  série  de  puissances  /''■"'^*  convenables  (i  — X'"+')'v^  on  peut 
avoir 

l^'IICi  — //--')'^=  I  -À',    (t'-"-^"). 

Soit,  en  effet, 

[x  =  I  —  A  +  -/.A      ; 

en  multipliant  membre  à  membre  cette  égalité  et  la  congruence 

on  obtient  la  congruence 

,,.•(1  _  Y-^^yy  =  I  _  X'  +  y.X'  '  *  +  y X'  -\     (I'-^^'"') 
d'où  en  posant  a? ^  A' et  y  ^  —  x,     (t) 

J;,•(I_x*-')'=I_À'^   (i'^*-^'). 

Posant  alors 

[x"  =  a*(i  —  À*^'yî'=  I  —  a'  +  xV^*-^*, 

on  aura  de  même 

a"  (  I  _  X*  ^«)'î/»  =  I  _  X/ ,      (!'+*+*) 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  avoir 

a*II  (  I  —  X*+')'^  =  I  —  >•'»      (ï'^"""')  • 
Mais  alors  en  multipliant  membre  à  membre  cette  congruence  et 

(i— X''-^')'=i  +^^'"'.     (ï'^*'""') 
on  aura 

jj*(t  —  //'-)' ii( ,  _  X*- *)'^  =  I  —  a'  +  x'-^^  (ï'^^^^') 


*-+  IN» 


„=(l-//'-)II(l  r-^') 


(-)  N.  T.  —  On  a  successivement 

v=i  =  r'  =  Nc(0.    (ï) 

,  =  ,  _  a,X  =  (.  —  X)«i  =  Nc(Q?0.     (O 
V  =  I  _  a.X  -  a;A^  =  Ne(Q?0(i  -  6^)  =  Nc(Q?0(i  -  >^>  =  N,(Q«.Q*0»     (t^ 

ej)  posant 

Nc.(Q?.)  =  I  -  a/A  -  a,X^  +  hj^,     (O 
et  ainsi  de  suite. 
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restriction  de  v  ^  i ,  mod  ( .  En  effet,  v  étant  un  entier  quelconque  premier  à  I,  congru 

mod  I  à  l'entier  rationnel  a,  posons  v*  =  a*'v,  a*  étant  un  entier  tel  que  aa*^i, 

mod  ï;  alors  on  a  évidemment  v*^  i,  mod  I,  et,  d'autre  part,  v  et  v*  sont  en  même 

temps  résidus  ou  non  résidus  de  normes  du  corps  c(M.  0.  mod  I. 

(  V-  ) 
Soit  ensuite  dans  la  formule  (72)  m>>/,  et,  par  suite,  j  —  =  i  ;  nous  pouvons 

alors,  g  étant  un  entier  positif  quelconque,  trouver  deux  entiers  a^  et  a^_^,  de  c(Q,  tels 
que  l'on  ait 

(74)  I     ^^^^^^      ^  _    ^     ^    j,_,.    _^    ,  ,.,  .  .^^         ^j,^,^3^  _ 

Nous  posons,  conformément  au  théorème  149,  ï  =  SS' ...  S*'~*',  S.  fi',  ...  étant 
des  idéaux  premiers  distincts  du  corps  c(|VI.  0-  Les  deux  nombres 


ou  |\/|"  =  \/;j,"  sont  des  entiers,  et  comme  l'on  a  ^^(A^)^  —  À,  mod  V,  A,  est  divisible 
par  un  des  idéaux  premiers  facteurs  de  I,  fi  par  exemple,  et  contient  ce  facteur  au 
premier  degré  et  aucun  des  autres.  Des  formules  (74)  résulte 


g+t  ' 


(I'-), 


et  nous  pouvons  alors  supposer  que  a^^,  soit  choisi  dans  la  série  des  nombres  a^_^,, 
ly-g^,,  ■■■,  C'"'a^+..  de  façon  que  l'on  ait  a^=a^^,,  mod  V,  et,  par  suite.  A<,  =  A(,+,, 
mod  ï.  D'après  la  dernière  de  ces  congruences,  A^^,  est  aussi  divisible  par  fi,  mais 
non  par  fi',  ...,  fi"~'*;  et  comme  on  a  aussi  Nc(Ag^_j)^— a,  mod  t*.  A^^,  n'est  divi- 
sible que  par  la  première  puissance  de  fi.   Nous  pouvons,  d'après  ce  qui  a  été 

A 

déià  démontré,  mettre  le  nombre  fractionnaire  — ^  sous  forme  d'une  fraction  dont 

A  . 

A 

les  deux  termes  seront  premiers  a  I.  En  posant  — ^^Q^,  mod  F',  de  façon  que  Q" 

soit  un  entier  de  c(M.  0»  on  a 

N,(Q,)=-Î!î^  =  i+X',     (F-). 

Une  telle  formule  étant  possible  pour  tout  exposant  positif  (/,  on  montre  comme 
plus  haut  que  tout  entier  premier  à  I  est  résidu  de  normes  du  corps  c(|V|,  t). 

Nous  passons  maintenant  à  la  deuxième  partie  du  théorème  i5o.  Soit  d'abord  tt) 
un  idéal  premier  de  c(Ç)  différent  de  I,  divisant  le  discriminant  relatif  de  c(M.  0; 
nous  avons  alors,  d'après  le  théorème  149,  tt)  =  9[6',  où  aSB  est  un  idéal  premier  de 
c(M.  0-  Tout  entier  de  c(|Vl>  0  doit  alors  être  congru  à  un  entier  de  c(l),  mod  258.  Si 
alors  un  nombre  donné  v  de  c{t)  premier  à  tt)  doit  être  congru  à  la  norme  relative  Nj(A) 
d'un  entier  A  de  c(|\/|.  K),  et  si  nous  posons  A^a.  mod  258,  il  en  résulte  nécessai- 
Fuc.  de  r.,  3e  S.,  II.  46 
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remcnt  v  ^  a',  rnod  SIB,  et  par  suite,  mod  m,  c'est-à-dire  que  v  est  résidu  de  /'^°"'  puis- 
sance, mod  t».  Inversement,  si  un  nombre  v  de  c(Ç)  est  résidu  de  /'*'"''  puissance, 
mod  n),  V  est  aussi  évidemment  congru  à  une  norme  relative  Nt(A).  mod  tt).  Nous  en 
concluons  que  les  résidus  de  t^""'^^  puissances,  mod  w,  donnent  aussi  tous  les  résidus 
de  normes,  mod  H>  du  corps  c(M<  '0- 

Il  reste  enfin  à  traiter  le  cas,  où  tt)  =  ï  et  où  ï  divise  le  discriminant  relatif  de 
^(M'  0-  Oïl  ^  dans  ce  cas  1  =  S',  S  étant  idéal  premier  dans  c(M.  0»  ^t  nous  pouvons 
(vu  le  théorème  i48)  supposer  que  le  nombre  [>.  vérifie,  soit  la  congruence 

Ix^X,     (V), 
soit  l'une  des  suivantes 

m  étant  égal  à  i,  2,  ...,  / —  i  (i).  Nous  chercherons  ensuite  dans  ces  deux  cas  quels 
sont  les  nombres  de  c(^)  qui  sont  congrus  à  la  norme  relative  d'un  nombre  de  c(|\/|»  0» 
mod  ï''"'  ou  mod  l'  respectivement,  et  nous  tirerons  de  là  facilement  le  nombre  des 
résidus  de  normes  incongrus  pour  n'importe  quelle  puissance  plus  élevée  de  I. 

Dans  le  cas  de  [j.^l,  mod  ï',  M  est  divisible  par  8,  et  non  par  8*,  et  l'on  a  les 
congruences 

N,(i+M)      =i+X,  (V), 

c.-à-d.     Nc(i  +  M)     =  I  +  X  +  À*p. ,  (I'^*) , 

Ne(i  +  M^)    =1  +/.*-,  {V), 

(75)  /  c.-à-d.        Ne(l   +  M"-)       =   T   +  X*  +■  aV„  (ï'"')  , 


Ne(i  +M'-*)=  I  +a'-S  (I'). 

c.-à-d.     Nc(i  +  M'-')  =  I  +  À'-  4-  X'p,_..     (t'-^') , 


où  p,,  p^,  ... ,  pi_^  sont  des  entiers  de  c(l). 


(1)  N.  T.  —  On  a,  en  effet  : 

soit  ij.=X*[j.',  k  premier  kl,  </  premier  à  X; 
soit  [i.  premier  à  X  et  ^ a',     (I™),     m<^l . 

Dans  le  premier  cas,  on  déterminera  deux  entiers  a,  b,  tels  que 

ak  -\-  bl=  I , 
et  on  prendra 

•  -;  6i    «  -,      ra 

t^.    =  A    |J.    =  K\J.    , 

puis  on  déterminera  [j.*'  de  façon  que  [/'ji' ^^  i,  (J),     et  on  prendra 

[J.     =  Au.      ==  A  ,      (l  J  . 
Dans  le  deuxième  cas,  on  déterminera  [B  de  façon  que  [îa^  i,  (I),     d'où 

BV=i4-aX'",     (I'"^'), 
et  enfin  on  prendra  [a' =  ([;';x)"' ,  a   vérifiant  la  congruence 

a*a^  I ,     (/). 
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Enfin,  l'on  a 

(76)  Ne(i+X'M'')=i.     (l'n 

pour  /=  I,  2,  3,  ...  ;  j7==  I,  2 / —  r.  Or,  tout  entier  A  du  corps  c(|VI.  0  premier 

à  8  vérifie  évidemment  une  congruence  de  la  forme 

A  =  a  (i  +  M)"^      (i  4-  MT^      -  (i  +  M'"T'-'. 


où  a  est  l'un  des  nombres  i,  2,  ...,  /— i  et  les  (/+i)(/ — 1)  exposants  a,, 
a^,  ...,  a\'li  sont  des  entiers  déterminés  de  la  suite  o,  i,  2,  ...,  / — i.  Des  con- 
gruences  (75)  et  (76)  résulte 

N.(A)^a'(i  +  X  +  r?f^{i  +  À'  +  rp/. ...  (I  +  //-  +  a'?,-/'-',      (I'-'). 

L'expression  du  second  membre  représente ,  lorsque  a  prend  les  valeurs 
I,  2,  ...,  / —  I  et  a^,  Ojj,  ...,  a^_^  séparément,  toutes  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,  / — i, 
(/ — i)/'~'  nombres,  visiblement  incongrus  mod  l'^'.  Alors  tout  nombre  de  c(Ç) 
premier  à  I,  congru  mod  l'^'  à  la  norme  relative  ÎNc(A)  d'un  nombre  A  de  c(|V|.  0  est 
nécessairement  congru  mod  l'^'  à  une  expression  de  cette  forme  et  inversement,  on 
conclut  de  (76)  que  toute  expression  de  cette  lorme  est  congrue  mod  l''^'  à  la  norme 
relative  d'un  nombre  de  c(M'  0-  -^  l'aide  des  congruences  (78)  on  reconnaît  que  deux 
nombres  de  cÇC)  premiers  à  ï,  congrus  mod  l'^  ',  sont  en  même  temps  résidus  ou  non 
résidus  de  normes  mod  ï.  Le  nombre  des  résidus  de  normes  mod  ï,  premiers  à  ï  et 
incongrus  mod  t'^'  est  donc  exactement  égal  à  (/ —  i)/'~*,  c'est-à-dire  au  /'^"'^  des 
nombres  de  c(Z)  premiers  à  I  et  incongrus  mod  l'^',  et  ce  résultat  peut  s'étendre 
immédiatement  aux  puissances  l^  d'exposant  e>>  /  -f-  i- 

Pour  abréger,  nous  ne  traiterons  ici  que  le  cas  le  plus  simple  de  ceux  qui  sont 
encore  possibles  relativement  à  u.:  c'est  celui  de  a^  i  -f  X,  mod  V.  En  posant  alors 
Q  =  M  —  I,  Q  est  un  entier  de  c(M.  0  divisible  par  8,  mais  non  par  8%  et  en 
remarquant   que   Nc(Q)^X,    mod    V.    on    trouve,    par  un   calcul   facile  ('),    les 


(')  N.  T.  — Nc(i  +  Q')  est  égal  à  — fi{ — 1),  si  l'on  représente  par/j(j:;)^o  l'équation, 
de  premier  coefficient  égal  à  i,  dont  les  racines  sont  +  ^'j  +  (*^-)S  etc.  Or,  cette  équation  est 
la  transformée  de  l'équation  /Ji/)  =  o  par  la  substitution  œ^=  +  y' .  On  a  /^{i/)  ^={1/  +  i)' —  V^' 
et  on  en  déduit  que 

d'où 
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congru  en  CCS 

Nc(i  +  0)      =i+X,  (V), 

c.-à-d.     N,.(i  +  Q)      =  I  +  X  +  rp^,  (V), 


Ne(i  -fQ'-)=  I  +>/-%  (I'-), 

c.-à-d.      N.(i  4-  Q'-^)  =  I  +  X'-^  +  À'-'/,_,,     (10. 

où  p,,  Pj,  ... ,  pi_^  sont  des  entiers  de  cÇÇ).  On  a  de  plus 

Nc(i  +  Q'-0=  I  -f  S^  +  S,  +  ...  -f  2,_,  4-  Nc(Q'-0 

en  posant  pour  abréger 

2,  =  Q'-'  +  (S  Q)'-'  +  . . .  +  (S'-*  Q)'-' , 

X,  =  Q'-i(SQ)'-i  4-  LV-'(S'Q)'-'  +  ...  +  (S'-2Q)'-'(S'-'Q)'-\ 

On  a  de  suite  T,^  =  t.  Chacun  des  termes  à  additionner  dans  H^,  S3,  ...,  XI^_,  est 
divisible  par  S',  on  peut  de  plus  les  grouper  en  /  séries,  se  déduisant  l'une  de  l'autre 
par  les  substitutions  i,  S,  S*,  ....  S'~';  en  mettant  alors  un  terme  quelconque  sous 
la  forme  X<I\  <ï>  est  un  entier  de  c(|V|'  0'  ^^  peut,  par  suite  (démonstration  du 
lemme  28),  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier  en  Q  et  par  suite  aussi 
en  M  .  dont  les  coefficients  sont  des  entiers  ou  des  fractions  de  c(Z)  à  dénominateurs 
toujours  premiers  à  ï.  En  posant  donc  <I>i=F(|V|)>  l'ensemble  des  /  sommes  peut 
s'écrire 

Mf(m)  +  f(:m)  +  ...  +  f(::'-*m)î. 

la  parenthèse  est,  on  le  voit  aisément,  toujours  congrue  à  o,  mod  /;  les  nombres 
Sj,,  S3,  ... ,  S^_j  sont  donc  tous  congrus  à  o,  mod  l',  et  l'on  a 

(78)  ^a(y+DJ-')=i+l-\-l'-'  =  i,    (V). 
On  obtient  enfin  facilement  les  congruences 

(79)  Ne(l+//Q^)^I.      (I'), 

pour  t=  1,  2,  ...,  /  —  i;  g  =  I,  2,  ...,  /  —  I. 

Maintenant  tout  entier  de  c(|VI»  0  premier  à  S  vérifie  évidemment  une  congruence 
de  la  forme 

A  =  a(i+Q)^  (i+QT^  ...(I  -fQ'-O"'-'. 

(i  +  xQ)<       (i  +  xiT)<       ...  (i  +  m'-y'i-i, 


(i  +  x'-Q)"r" (i  4-  a'-'q^/^" ...  (i  +  i'-'i}'-r>-i\  (ï'). 
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OÙ  a  est  un  des  nombres  i,  2,  ...,  l —  i  etoùles/(/ —  i)  exposants  a^,  a^,  ...,  aiZt  sont 
des  nombres  déterminés  de  la  suite  o,  i,  2,  ...,  l^i.  On  en  déduit,  vu  les  con- 
gruences  (77),  (78),  (79), 

Nc(A)  =  a'(i  +  X  +  l'p.r^ii  +  r  +  X^/. ...  (1  4-  l'-'  +  X'-'p,_/'-^     (V). 

Le  second  membre  représente  alors  pour  les  / —  i  valeurs  i,  2,  ... ,  / —  i  de  a  et 
les  /  valeurs  o,  i,  3,  ... ,  / —  r  des  exposants  a,,  a,,  .•• ,  «;_,,  (/ —  i)/'~*  nombres,  qui 
sont  premiers  à  ï  et  incongrus  mod  V.  A  l'aide  de  la  congruence  Nc(i  +  X'M)^  i  +  X', 
mod  V  '  et  des  congruences  (73),  nous  en  concluons  que  le  /'*™®  de  tous  les  nombres 
premiers  à  t  et  incongrus  mod  I'  donne  tous  les  résidus  de  normes  de  c(|VI,  0,  et 
nous  étendons  ensuite  ce  résultat  au  cas  des  puissances  V  à  exposant  e  =  l-\-i 
ou  >  /  +  I . 

On  obtient  le  même  résultat  par  des  calculs  analogues  lorsque  \).  est  ^  i,  mod  I*. 
et  le  théorème  i5o  est  ainsi  complètement  démontré.  Remarquons  pourtant  que  nous 
nous  arrangerons  dans  ce  qui  suit  pour  n'employer  ce  théorème  que  dans  le  cas 
[j.^^i  4-  A,  mod  V,  dont  nous  avons  fait  la  démonstration  en  détail. 

Le  théorème  i5o  conduit  à  une  propriété  nouvelle  et  essentielle  des  idéaux  pre- 
miers facteurs  du  discriminant  relatif  de  c(|V|»  0  P^^"  rapport  à  c('l).  Cette  propriété 
correspond  dans  une  certaine  mesure  au  théorème  sur  les  points  de  ramification 
d'une  surface  de  Riemann,  d'après  lequel  une  fonction  algébrique  a  dans  le  voisinage 
d'un  point  de  ramification  du  /'^""'  ordre  une  représentation  conforme  de  l'angle  total 
sur  le  /''■""'  de  ce  dernier.  Pour  cette  raison,  j'appelle  les  facteurs  idéaux  premiers  tt) 
du  discriminant  relatif  de  c(|\/|,  "1)  par  rapport  à  c(w)  des  idéaux  de  ramification  pour 
le  corps  de  c(|V|,  C);  «  facteur  premier  du  discriminant  relatif»,  «  idéal  invariant  », 
((  idéal  de  ramification  »  sont  donc  ici  synonymes. 


(v,    [).) 

s  1 3 1 .  —  Le  symbole  < [ 

f   »    1 


Le  théorème  i5o  nous  fait  voir  la  possibilité  de  répartir  les  nombres  du  corps 
c(^)  incongrus  mod  »*  (e  >>  /  dans  le  cas  de  w  =  ï)  en  /  sections,  contenant  toutes  le 
même  nombre  de  nombres  et  dont  l'une  comprend  les  résidus  des  normes  mod  W. 

Pour  mettre  en  lumière  cette  répartition,  j'introduis  un  nouveau  symbole    — -  , 

i  tt>  ) 
faisant  correspondre  comme  suit  une  racine  /"■""  déterminée  de  l'unité  à  deux  entiers 

distincts  v  et  [jl  de  c(Q  et  à  un  idéal  premier  tt)  quelconque  de  ce  corps. 

Soit  d'abord  to=|=I.  Alors  si  v  est  divisible  exactement  par  t»*  et  v.  par  w",  on 

a 

formera  le  nombre  y,  =  -^  et  on  mettra  y,  sous  forme  d'une  fraction  —dont  les  deux 
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termes  seront  premiers  à  W.  Le  symbole    -^    sera  alors  défini  par  la  formule 

(  V ,  [j.  )     (  y- 1 i  p  M  '^  I  ""' 

On  obtient  immédiatement  les  règles  simples 


(80) 


i^^'  M-l  _ 

1 } 

i  ^'  !^  } 

(    tt)    i 

i  tt>    ) 

i  »»  S 

i^'M^.I  _ 

i  ^'  î'-i  1 

i  ^'  !^«  1 

i     to    \ 

(  w    ) 

i    ^    \ 

tt)         i» 


I , 


où  V,  V,.  Vj.  [A,  [J., ,  [J.J  sont  des  entiers  quelconques  =|=o  de  c  (Q. 

Pour  définir  le  nouveau  symbole  dans  le  cas  de  tt)  =  I,  faisons  les  remarques 
suivantes  : 

Etant  donné  un  entier  od  de  c(Q  vérifiant  la  congruence  o)^  i.  mod  î,  et  si  l'on 
pose 

de  façon  que  c,  c, ,  ...,  c^_,  soient  des  entiers  rationnels,  ces  derniers  vérifient  la 
congruence 

c  +  c,  +  •••  +  C/_2^  I ,     (mod  /). 

En  posant  alors 

c  +  c.  +  ...  +  C/_2 —  I   ,  ,    ,, 

ià{x)  =  c  4-  c,x  +  ...  +  Ci^tx'-- ■ ■ (i  -l-x  4-  •••  +a;'~')' 

a)(x)  représente  un  polynôme  à  coefficients  entieis  de  degré  / —  i  et  l'on  a 

w(i)=i,        w(Ç)  =  o). 
Ce  polynôme  s'appellera  le  polynôme  adjoint  à  rentier  w.  Nous  écrirons  encore 

{g  =  1,  2,  ...,  l-\) 

expressions  introduites  avantageusement  par  Kummer  pour  abréger  certains  calculs. 
[Kummer'^] 

Si  le  nombre  w  ^  i,  mod  I,  est  mis  d'une  façon  quelconque  sous  la  forme 

(0  =  a  +  a,  :;  +  .••+«,  C' ' 

où  a,  a^,  ... ,  Qf  sont  des  entiers  rationnels, 

iri(x)  =  a  +  a,£c  -^  ...  +  a^x' 

est  un  polynôme  de  degré  /,  ne  vérifiant  pas  en  général  l'égalité  (o(i)=  i,  mais  véri- 
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fiant  toujours  la  congruence  w(i)^  i,  mod  /,  et  qui  est  par  suite  premier  à  l  pour 
£C  =  I .  On  a  les  congruences  suivantes  : 

/gjV  (9  =  1,  2,  ...,Z-2). 

d'-'  log  îT)  (e")n    _  „_, , ,    1  —  ^(1) 


L         dv^-^        J„=o~ 


(^•')  -I r^'      (n^od  /)• 


Leur  exactitude  ressort  de  ce  que  l'on  a 
(81)' 


(o(.t)=(J(x)  +  - — ^^(i  +X+...  +x'-')  +  0(x)(x'—i). 


0)(O  =  (7) (e")  +  ^^ ^^  v'-\       (mod  /). 

Dans  la  première  égalité,  0(a:)  désigne  un  certain  polynôme  entier  en  x,  et  la  se- 
conde signifie  que,  dans  les  développements  des  deux  membres  de  cette  congruence 
suivant  les  puissances  de  v,  les  coefficients  de  i,  u,  y*,  .,. ,  v'~*  sont  congrus  entre  eux 
mod  /('). 

V,  y.  étant  deux  entiers  quelconques  de  c(Ç),  tels  que  v^  i,  [x^i,  mod  ï,  nous 

,  (  '^'  '-''  ) 

définissons  le  symbole  )—f-[  comme  suit  : 

(82)  ^^  =  r  '<"(v)i"-''(f^)-/<*>(v)/"-«>(i^)+..— /<'-''(v)i(*'(i.). 


(1)  N.  T.  —  Soit,  plus  généralement,  (o(Ç)  un  entier  de  c(Ç)  non  divisible  par  I,  de  sorte  que 
oj(i)  ne  soit  pas  divisible  par  /,  et  soit  w'(Ç)  le  même  nombre  exprimé  d'une  autre  façon;  on 
aura  encore 

pour  g  =  1,  2,  ... ,  1 — 2. 

En  eiïet,  soit 

Q(r)  =  a.  +  a.:  +  ...-fa'_,C'- 

la  l'orme  réduite  de  w(Ç)  et  de  m'{Z),  de  sorte  que  l'on  ait 

co(a;)  =  (i  +X+  ...  +x''')Q{x)  +  Qix), 
(o*(£c)  =  (i  +  £c  +  ...  +  x'-')Q*{x)  +  Q(a;) . 

I  +  j?  +  ...  +  Jî'^'  et  ses  /  —  2  premières  dérivées  sont  divisibles  par  /  pour  œ=  i  {à.  cause 
de  la  congruence  i  +  a?  -|-  ...  +  œ'—^  ^[i  — •^]'~^y  "^oJ  /). 

to(e^),  w'(e''),  £2(e")  sont  donc  congrus  entre  eux,  mod  l,  ainsi  que  leurs  /  —  2  premières 
dérivées,  et  il  en  est  par  suite  de  même  des  dérivées  logarithmiques. 

Si  deux  nombres  a(X),  ["'(Ç)  sont  coqgrusj  mod  /,  on  a  évidemment  aussi  pour  toute  valeur 
de  ff 
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De  cette  définition  découlent  imriiédiatement  les  règles 


(83) 


~r  hri-'' 


où  V,  V,,  Vj,  ij.,  u.^,  11.^  désignent  des  entiers  quelconques  de  c(u)^  i,  mod  I.  Si  r  est 
une  racine  primitive,  mod  /,  et5:=(^:  Q  la  substitution  correspondante  du  corps 
circulaire  c{V),  on  trouve  aisément  la  formule 


m) 


Si  V  et  [x  sont  des  entiers  quelconques  premiers  à  ï  du  corps  c(l),  je  définirai  le 
symbole    -y-    par  la  formule 

Dans  le  cas  où  l'un  des  nombres  v,  [x  ou  tous  les  deux  sont  divisibles  par  ï,  voir 
les  remarques  à  la  fin  du  paragraphe  i33. 


S   l32.   —  LeMMES  SLR  LE   SYMBOLE  ]  — T^  (  ET  LES  RÉSIDUS  DE  IVORMES  MOD  t. 


Lemme  2/».  —  w  étant  un  entier  de  cC^)  congru  à  i,  mod  ï,  la  norme  n(a))  de  w 
dans  c(Q  vérifie  la  congruence 

/('-i)((o)  =  ilI.^,       (mod/). 
[Kummer^".] 

Démonstration.  —  Soil  oj{x)  le  polynôme  adjoint  à  w,  et  soit 

F(x)  =  ii(o(i  +x{:"-  i)), 

le  produit  étant  étendu  aux  valeurs  g  =  o,  i,  ...,  /—  i.  F(x)  est  un  polynôme  en  x 
a  coefficients  entiers  et  les  coefficients  de  tous  les  termes  divisibles  par  x'  sont  évi- 
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demment  divisibles  par  a',  et  par  suite  aussi,  à  cause  de  la  rationalité  des  coefficients, 
par  f .  En  développant  suivant  les  puissances  de  x,  on  obtient  ensuite 


log  w(i  4-«(;  —  0) 


I      rd  log  0)  (x) 


rd  log  0)  (x)~l 
\_        dx       J,.=i 

^  (^-i)!  L       dx'-^        J...=,  ^  "•• 

En  posant  successivement  dans  ce  développement  ;=  i,  Z,  '1*.  ...,  w'~'  et  ajou- 
tant, on  obtient,  vu 

(ç-i/  4- (;;«-,)'  +  ...  +  (!:'-'-, )"=:(_,)'/. 

(g=  1,2,  ...,/-!) 

l'égalité 


(86) 


)  0.'-'  p/-'  log  (o(^n    )     , 

^-  +(7— ôiL     c/o.-'     J..,i+"^^' 


où  x'G  représente  l'ensemble  des  termes  du  développement  divisibles  par  x'. 

En  posant,  en  second  lieu,  dans  le  développement  (85),  ç^e"  et  prenant  la 
(/ —  i^^me  dérivée  par  rapport  à  v,  celle-ci  est  égale,  pour  i'  =  o,  à 


(87) 


rd'-'  log  a)(i  +  xie'  —  i))"|       __  X  rd  log  w(.r)"| 

■  1^-'^  rt/'iogo.(x)-i 

L        dx^        J^=, 

,r<fiogui(xr\ 

""  L        dx'        J 


2 

+  - 


+  ■ jr^ ^'  I  — ?-r^  I     +  ... 


j-=i 


(/-iy-'-...-(/-i)i^-'      rrf^-'iogo>(x)-i 

X  rd  log  (0  (a?)"!  j;*  rrf*  log  w  (aî)~| 

~~  I  !  L       f/j?       J.r=i       2ÎL        dx'       J^=, 
1  x^-'    rd^-'logo>(a^)-| 

En  comparant  les  formules  (86)  et  (87),  on  obtient 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  de  x,  x*,  ... ,  x'-'  dans  le  premier  membre  sont  con- 
grus mod  /*  aux  coefficients  correspondants  du  second  membre,  et  si  nous  passons 
Fac.  de  T.,  3"  S.,  II.  4; 


370  D.     HILBERT. 

aux  puissances  de  e  nous  obtenons,  d'abord  dans  le  même  sens,  puis,  vu  la  remarque 
faite  au  début  de  cette  démonstration,  sans  restriction,  la  congruence  des  deux  poly- 
nômes à  coefficients  entiers 

et  par  suite,  pour  a?  =  i , 

,1  (i^)  =  I  _  /.  /"-"(co) ,       (mod  r) , 

ce  qui  démontre  le  lemme  ik- 

Lemme  25.  —  Si  les  entiers  v,  \).  de  c(^)  vérifient  les  congruences  v^  i,  mod  ï,  et 
[j. ^  I  +  X,  mod  I,  et  si  de  plus  v  est  congru  mod  V  à  la  norme  relative  d'un  entier  A 
du  corps  kummerien  c(M.  0  défini  par  |V|  =  V^1J-.  •!  existe  un  polynôme /(x)  de 
degré  / —  i  à  coefficients  entiers,  tel  que  l'on  a 

/(0>o, 

n(/(0)=i,       (modf), 

v=/(.x),  (mod  I').  [Rummer^".] 

Démonstration.  —  Vu  la  démonstration  du  lemme  28,  tout  entier  A  de  c(M.  '0 
peut  être  mis  sous  la  forme 

.    ._  Y +  Y.(M-0  +  ...+Y/-,(M -■)'-' 
^-  S  ' 

et  par  suite  aussi  sous  la  forme 


A 

0 

Y'  Yi'  •••'  Yi-i'^-  P'  Pi'  •••'  i^/-i  étant  des  entiers  de  c{'^),  0  premier  à  l.  Ce  dernier 
fait  entraîne 

A  =  a  +  a.M  +  ...  +  'v.,_.iVi'"',      (ï'). 

a,  a^,  ...,  «;_,  étant  des  entiers  de  c(Q. 
Soient  alors 

a^a'\  x^^ci;,  ...,  7.,_, ^«/Li,     (mod  ï), 

a*,  a*,,  ...,  étant  des  entiers  positifs;  posons 

/*(a;)  =  a*'  +  a*a;  +  ...  +  «f_i£c'^'. 

Comme  on  a,  dans  c(|VI .  0-  I  =  fi'  et  M  ^  i  >  ™od  fi ,  il  en  résulte 

A  =  a  +  a, +  ...  +  a,_,  =  a''=- +  <  +  •••  +  a^i,     (mod  fi). 


THÉORIE  DES  CORPS  DE  NOMBRES  ALGEBRIQUES.  871 

Si  maintenant  on  a,  selon  l'hypothèse  de  l'énoncé,  X'"(A)^v,  mod  V,  on  a  de  plus 

v  =  i\c(A)  =  rt" +  <+ •••+«/-!=  I,     (mod  fi), 
et  par  suite 

(88)  a""  +  al  +  ...  +  af_i  ^  i ,     (mod  /). 

Par  suite,  /*(0  est  un  nombre  de  c(Ç)  congru  à  i,  mod  ï.  On  trouve  alors  aisé- 
ment un  entier  positif  6,  tel  que  la  norme  du  nombre  f{Z)=^f*(l)  +  Ib  dans  c(u) 
vérifie  la  congruence 

(89)  n(f(0)=i,     (modf), 
le  polynôme  entier 

f(x)  =r(x)  +  lb  =  a  +  «.a?  +  ...  -f  «,_,a3'~' 

remplit  alors  les  conditions  du  lemme  aS.  Car  on  a  évidemment  A=/(M)  +  ^  B. 
B  étant  un  entier  de  c(M.  'Ç)-  On  en  tire  facilement  (comme  paragraphe  i3o) 

(90)  v  =  >v(A)  =  Ne(/(M)).     {V). 
D'autre  part,  à  cause  des  congruences 

a'^^a,     a[^a^,     ...,     a/_,^a^_, ,     (mod/), 
on  a  identiquement  en  x  une  égalité 

(91)  f{x)f{^x)  ...fiV-'x)  =f{x')  +  /F(x') . 

où  F(x')  est  un  polynôme  en  x'  à  coefQcients  entiers. 
On  en  tire  pour  x=  i,  à  cause  de  (89),  la  congruence 

/(i)=/(i)  +  /F(i),     (mod  O,        c.-à-d.         F(i)  =  o,     (mod  /)• 

En  faisant  ic=  M  dans  (91),  on  obtient 

N.(/(M))=/(:..)  +  /F(:x), 

et,  par  suite,  comme  on  a  F([j.)^  F(i)^o,  mod  ï, 

Ne(/(M))=/(l^.).     (modïO, 
c'est-à-dire,  à  cause  de  (90), 

v^/(.^.),     (modl'). 

Ceci  joint  à  (89)  démontre  complètement  le  lemme  26. 

Lemme  26.  —  [x  et  v  étant  deux  entiers  de  c(Q  tels  que  l'on  ait  v^  i,  mod  l,  et 
[x^  I  +  A,  mod  r,  et  V  étant  de  plus  résidu  de  norme,  mod  I,  du  corps  c(M?  0 
défini  par  M  =\/tji,  on  a  toujours 

(  V  ,   u.  ) 

[Kummer^".] 
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Démonstration.  —  La  formule  connue  de  Lagrange  pour  l'inversion  d'une  série 
de  puissances  donne  immédiatement  l'identité  suivante  : 


dv 

11? 


('f(u))' 


dans  laquelle  V(v)  est  une  série  quelconque  de  puissances  de  v,  ç(y)  une  série  de 
puissances  de  v  dont  le  terme  constant  est  =]-  o,  et  Y  une  variable  liée  à  v  par 
l'équation  V!ii(i')  —  v  =  o. 

Soient  alors  v(a;)  et  i).(x)  les  polynômes  adjoints  aux  nombres  v  et  [j..  Gomme  v 
doit  être  résidu  de  normes,  mod  I,  du  corps  c(|VI'  0»  il  existe  (lemme  25)  un  poly- 
nôme/(x)  de  degré  / —  i  à  coefficients  entiers,  tel  que  l'on  ait 

(93)  •  n(/(;0)=i,  (modf). 

(94)  v=/(;jO,     (modl'), 

et/(i)>o. 
Posons  alors 

F(r0  =  log/(:..(O). 
Y  =  logu(0. 

V 


log  ij.{e") 


Ces  fonctions  ne  seront  envisagées  que  pour  v  =  o,  et  les  logarithmes  seront  déter- 
minés de  manière  à  être  réels  pour  i'  =  o. 

Si  nous  remplaçons  co,  -ci{x)  et  v  dans  la  deuxième  formule  (8i)',  paragraphe  t3i, 
par/(!^), /(x),  Y  respectivement,  on  en  tire 

['''''j''-y%,^ '''-■' (fO)  +  '-^.     (n>od  0. 

Le  lemme  24  donne,  vu  (gS),  la  congruence 

/<'-'>(/(:))  =  0,     (modo, 
et  l'on  a,  par  suite,  • 

D'autre  part,  on  a,  vu  (94),  la  congruence  (') 

/(;x(e'))  =  v(0+-^-'^~'^'^-'.     (mod  0, 


(1)  N.  T.  —  On  l'obtient  en  partant  de  la  deuxième  formule  (81)",  paragraphe  i3i,  en  remar- 
quant que,  à  cause  de  ;j.  ;^  i  +  À,  (t"),  on  a  :  ;j.(l)  =  1. 
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qu'il  faut  entendre  en  ce  que  dans  le  développement  par  rapport  aux  puissances  de  v 
les  coefficients  de  i,  v.  ...,  v'~*  sont  congrus,  mod  /,  de  part  et  d'autre,  et  on  en 
déduit  le  développement 


(96) 


(^'-''■•W  +  ''-'(v)^+''-'(v)^  + 


■■■+('"-"« +  ^=1^0  (7^-    '-"">■ 


congruence  qu'il  faut  entendre  comme  exprimant  la  congruence  des  coefficients  de 
I,  V,  V*,  ... ,  v'~'. 

Considérons  enfin  la  fonction  z>(v).  Comme  on  a  [j,  ^  i  +  X,  mod  I*,  ï.(y)  est  une 
série  de  puissances  dont  le  terme  constant  est  ^ —  i,  mod  /.  Puis  on  trouve  facile- 
ment 

(<P(y))'  =  cp(y')  =  i(o)  =  — I,     (mod/), 

en  ce  sens  que  les  coefficients  de  i ,  y,  ... ,  v'~^  sont  congrus,  mod  /,  de  part  et  d'autre  ; 
puis  toujours  dans  le  même  sens 

_(,(„))'-.  ^l2g|dfl),    („,od/), 

et  enfin,  toujours  dans  ce  même  sens,  le  développement 

I  -  (ç(y))'-  =  /'"(a)  +  1%,)  ^  +  /'"(a)  ^+  - 
(91)  )  „'-« 

La  réunion  de  la  congruence  (gS)  et  des  deux  développements  (96),  (97)  avec  (92) 
donne,  comme  /**'(;j.)  ^  —  i  et  que  {l  —  ç)^-{g  —  0  '  ^  ( —  0*'  mod  /,  pour 
g  =^  I,  2,  ... ,  l  —  i,la  congruence  suivante  : 

/"-"(v)  /"»(a)  —  /"-*'(v)  /'*'(a)  +  . . .  —  1%)  t'-%.)  =  o ,     (mod  /) , 
c'est-à-dire  d'après  la  définition  (82)  du  symbole  )—-r-[  S  i3i, 

ce  qui  démontre  le  lemme  26. 

.      00            T^                                         '                                    '                                                                                    ^^'   'A 
%   lÔO.  DiSTI.NCTION  DES  RESIDUS  ET  >ON  RESIDUS  DE  NORMES  AVEC  LE  SYMBOLE  • >. 

{  \xsS 

Théorème  i5i.  —  v,  t^.  étant  deux  entiers  quelconques  de  c(Q,  mais  sj ^.  n'étant 

pas  dans  c{'Ç),  et  w  étant  un  idéal  premier  quelconque  du  corps  circulaire  c(0,  v  est 

résidu  ou  non  résidu  de  normes,  mod  io,  du  corps  kummerien  c(|V|,  'Ç)  défini  par 

M  =v  ;jL.  suivant  que  l'on  a 

i^'  «-1  1 
=1      ou     =  =  I  . 
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Démonstration.  —  Soit  d'abord  n)=|=I  et  ne  divisant  pas  le  discriminant  relatif 

* 
du  corps  c(M.  0-  ^i  [J-*  est  un  entier  de  c(Q,  tel  que  —  soit  la  i'""*'  puissance  d'un 

V' 

(v,  U-*  )  (v,  u.  ) 

nombre  de  c{Z),  on  a  toujours  ] [  =    — -\.  On  peut  donc,  vu  le  théorème  i48, 

(    l»    )        (   tt>  > 

admettre  ici  que  [j.  n'est  pas  divisible  par  w.  Distinguons  deux  cas,  suivant  que  w 
est  égal  dans  c(|V|.  '0  à  un  produit  de  /  idéaux  premiers  SS, ,  ....  2S,  ou  que  t»  est 
lui-même  idéal  premier  dans  c(|VI.  '0-  D'après  le  théorème  149  on  a,  dans  le  premier 

cas  ,  —  =  I,  dans  le  second  ,—  =1=  i  etd=o. 

Dans  le  premier  cas  déterminons  un  entier  A  de  c(M-  0  divisible  par  33?^  mais 
non  par  ^l  ni  par  aucun  des  idéaux  95B,,  ... ,  2Ô^  ;  alors  la  norme  relative  x=  Nc(A) 
contient  iv  exactement  au  premier  degré.  Si  alors  W*  est  la  puissance  de  w  contenue 

V 

dans  V,  x  =  -j  peut  se  mettre  sous  forme  d'une  fraction  dont  les  deux  termes 
a 

sont  premiers  à  W  et  sont,  par  suite  (théorème  i5o),  résidus  de  normes  du  corps 
c(M»  0»  "lod  w.  11  en  est  donc  de  même  de  v.  Comme,  d'après  la  définition  du  para- 
graphe i3i. 


w  )         w 


=  I, 


le  théorème  i5i  est  exact  dans  ce  premier  cas. 

Dans  le  second  cas,  la  norme  relative  d'un  entier  A  de  c(|\/|-  0  est  toujours  divi- 
sible exactement  par  une  puissance  de  iv  dont  l'exposant  est  un  multiple  de  /.  Soit 
encore  l»*  la  puissance  de  l»  contenue  dans  v  ;  si  6  n'est  pas  multiple  de  /,  v  ne  peut 
donc  être  résidu  de  normes,  mod  tt)  ;  dans  ce  cas,  on  a  d'ailleurs 

Si  au  contraire  b  est  un  multiple  de  /,  et  que  at  désigne  un  entier  de  c(Q  divisible 
par  t».  non  par  w  ,  nous  posons  "/.  =  -7  et  nous  voyons  que  v  est  résidu  de  normes, 
mod  tt),  comme  dans  le  premier  cas;  d'autre  part,  on  a  maintenant 

l   w   i        i  w  ) 

Le  théorème  i5i  est  ainsi  démontré  dans  ce  second  cas. 

Supposons  maintenant  que  le  discriminant  relatif  du  corps  c(|VI>  0  soit  divisible 
par  lidéal  premier  w.  H)  doit  être  =|=I.  Supposons  que  v  soit  divisible  par  tt)*  et 

a 

[J.  par  tt)";  alors  a  n'est  en  tout  cas  jamais  nmlliple  de  /.  Le  nombre  x  =  ^  peut  se 

\). 

mettre  sous  forme  d'une  fraction  -,  dont  les  deux  termes  sont  premiers  à  to.  Le 

a 
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nombre  s^'"'  est  un  entier  non  divisible  par  ïo  ;  d'après  la  démonstration  du  théo- 
rème i5o,  pour  qu'un  tel  nombre  soit  résidu  de  normes,  mod  l»,  il  faut  et  il  suffît 

qu'il  soit  résidu  de  Z'''"'®  puissance,  mod  tt),  c'est-à-dire  ici,  que  ,— —  ==  i  et  par 

(V,     ;j.]  ,  ,     r  ,  r-  1 

suite  que    =  i  ;  le  théorème  idi  est  encore  exact  dans  ce  cas. 

(  w  \ 

Soit  enfin  to  =  ( .  >ous  envisagerons  seulement  le  cas  où  l'on  a  ;j,  ^  i  -|-  X,  mod  ï* 
(le  seul  dont  nous  aurons  besoin  dans  la  suite;  les  autres  se  traiteraient  d'une  ma- 
nière analogue).  Pour  la  démonstration,  nous  ferons  encore  la  restriction  (non  essen- 
tielle) v^T,  mod  ï.  Comme  on  a  u^i  -\-7,,  mod  V,  on  peut,  d'après  le  théo- 
rème i5o.  former  exactement  /'"'  résidus  de  normes  v*  du  corps  c{fiJ['Ç),  mod  I,  résidus 
congrus  à  i,  mod  I,  et  incongrus  entre  eux  mod  1'+'.  D'autre  part,  tout  résidu  de 
normes  V*  de  c(M'  '0'  ïïio'^  Î'  pour  lequel  on  a  v*^  i,  mod  I,  remplit  (lemme  26) 

la  condition    ——^  =  I . 
A  cause  de 

/"'(;x)  =  —  I,'  \ 

/"'(i— 0  =  0,  t-\i  —1  =  0,  ....  /"-*»(i  — 0  =  0,  / 


t'-\.-l)^'-"^-^^^-.. 


(mod  /), 


on  obtient,  vu  (82)  : 

(98)  1^1=^-'- 

Soit  maintenant  a  un  entier  quelconque  de  cÇQ  congru  à  i, ,  mod  ï,  et  posons 

où  a  est  un  nombre  de  la  suite  o,  i,  2,  ... ,  / —  i  ;  alors  on  a  évidemment 

^a(i-/)",   ^) 

au  contraire,  on  a  toujours 

i — i — !='=' 

lorsque  x  est  un  nombre  de  la  suite  0,  i,  2,  ...,  / —  i,  =|=a.  Si  nous  choisissons 
ensuite  un  entier  x'  de  c(^),  encore  congru  à  i,  mod  ï,  mais  non  congru,  mod  ï,  à 
aucun  des  /  nombres  a,  a(i  —  /)^  a(i  — l)'',  ...,  a(i  — /)'-',  les  /  nombres  a',  x'(\  — /), 
a'(i  —  /)*,  ... ,  a'(i  —  /)'"'  sont  aussi  tous  incongrus  entre  eux,  mod  ï'+\  et  de  plus 
non  congrus  à  aucun  des  /  premiers  nombres;  parmi  ces  /  derniers  nombres,  il  y  en 
a  évidemment,  à  cause  de  (98),  un  et  un  seul  —  soit,  par  exemple,  a'(i  —  0"  —  tel 
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que '—^i  =  I.  En  continuant  ainsi,  nous  voyons  que  le  nombre  des  nom- 

bres  V  incongrus,  mod  1'+',  congrus  a  i,  mod  t,  et  vérifiant  la  condition    — p-[  =  i. 

est  précisément  /'~',  et  comme  ce  nombre  coïncide  avec  le  nombre  trouvé  antérieure- 
ment pour  les  résidus  des  normes  v*,  on  voit  qu'inversement  tout  nombre  v  possé- 
dant ces  deux  propriétés  est  résidu  de  normes  du  corps  c(|\/|.  0»  rnod  I. 

Le  tbéorème  lôi  est  ainsi  démontré  complètement;  à  part  que  pour  le  cas  de 
H)  =  t  on  s'est  borné  aux  nombres  v,  tx,  v ^  i,  mod  ï,  et  jj, ^  i  +  X,  mod  I'.  La  res- 
triction relative  à  v  est  évidemment  facile  à  lever. 

Du  théorème  i5i  résulte,  à  l'aide  des  premières  formules  (80)  et  (83),  la  formule 

où  I»  est  un  idéal  premier  quelconque  de  c('Ç)  et  v*  un  résidu  de  normes  du  corps 
c(M.  w),  mod  ». 

Pour  définir  maintenant  le  symbole  )---r-[  dans  le  cas  où  l'un  des  deux  nombres 

V,  \j.  ou  tous  les  deux  sont  divisibles  par  I,  il  suffit  de  convenir  qu'on  a  toujours  les 

formules 

(  vv",  [xj  \^,  u.)  \  V,  p.  I  j  |J,,  V  I 

où  v"  est  un  résidu  de  normes  quelconque  du  corps  c(y  [;.,  ç),  mod  I.  On  en  déduit, 
en  particulier  (^), 

(  V,  a  ) 
Nous  pourrions  uniquement  baser  la  définition  du  symbole  l—r-i  sur  les  for- 
mules 

i ^ j  _  r^      ^  ^^>  V' }  ^  \  vj^  )  (  vj!: } 

\   l  )      ^        '    \     i     \      i    l    )i    i    )' 

}    i    \        '     M    W    li 


(')  N.  T. 

V  est  ici  divisible  par  f  et  ij.  par  I^;  donc 


j  I  +  a/J,  1)  _\1.  \  -{-  aÀ'p* 


1 ,       c;=  I  +  aV, 


l,  1  -\-  aVj j  I   )  \  I  +  aÀ'i~'  ^  I  +  «À',  À^ (  I  +  «a'/ 
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.OÙ  a  est  un  entier  de  c(Z)  premier  à  i,  v*  un  résidu  de  normes  de  c(v/[j-,  ç),  mod  f , 
et  V,  V,,  Vj  des  entiers  quelconques  de  c(Q  (voir  §  166).  J'ai  pourtant  choisi  pour  le 
moment  la  définition  (82),  qui  se  rattache  immédiatement  aux  développements  de 
Kummer. 

Remarquons  enfin  que  nous  avons  maintenant  atteint  le  but  fixé  au  début  du 
paragraphe  i3i  ;  si,  en  effet,  to*  est  une  puissance  quelconque  de  l'idéal  premier  t» 
(avec  e>»/  dans  le  cas  où  tt)  =  I),  on  peut  évidemment  diviser  un  système  complet 
de  nombres  de  c(0  premiers  à  tt)  et  incongrus,  mod  M)^,  en  ayant  égard  aux  valeurs 

(  V,    UL  ) 

du  symbole  l [  en  /  sections  contenant  toutes  autant  de  nombres,  l'une  d'elles 

(  w>  ) 
contenant  tous  les  résidus  de  normes  mod  to  du  corps  c(J\/|,  Z)  se  trouvant  dans  le 

système. 


CHAPITRE  XXX. 

Existence  d'une  infinité  d'idéaux  premiers  ayant  des  caractères 
de  puissances  donnés  dans  un  corps  kummerien. 


S  184.  —  Valeur  limite  d'un  produit  ofim. 

Après  avoir,  au  paragraphe  128,  obtenu  tous  les  idéaux  premiers  d'un  corps  kum- 
merien, nous  sommes  en  mesure  de  faire  pour  ce  corps  les  mêmes  recherches  qu'aux 
paragraphes  79  et  80  pour  le  corps  quadratique.  Nous  commencerons  par  l'impor- 
tante proposition  suivante  : 

Lemme  27.  —  /  désignant  un  nombre  premier  impair  et  a  un  entier  quelconque 

du  corps  circulaire  défini  par  Z^=e~,  non  égal  à  la  l'""""  puissance  d'un  nombre  de 
c(Q,  le  produit 

"" — ,   '1^ 

a  toujours  une  limite  finie  et  différente  de  o  pour  s=zi;  le  produit  II  étant  étendu  à 

(») 
tous  les  idéaux  premiers  de  c(^)  et  le  produit  H  à  tous  les  exposants  m=  i,  3,  ..., 

(m) 

/ —  i.  [Kummer**'.] 

Fuc.  de  T.,  3e  S.,  II.  48 
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Démonstration.  —  En  envisageant  le  corps  kummerien  C  =:  c\yy.,  ç)  et  désignant 
ici  la  fonction  'Ç(s)  du  théorème  56  par  Cc(^).  on  a,  d'après  le  paragraphe  27, 

Cc(5)  =  n 


le  produit  étant  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  5J>  de  C  et  N(^)  étant  la  norme 
de  ^  prise  dans  C.  Si  l'on  ordonne  ce  produit  par  rapport  aux  idéaux  premiers  p  du 
corps  c(Q,  dont  proviennent  les  idéaux  premiers  ^,  à  chaque  idéal  p  correspond 
dans  le  produit  (théorème  i/jg)  le  terme 


ou        T^—: ,        ou 


{i-n{prr  i-n{pr'  i-Kpr^' 


OL 


suivant  que  l'on  a  |  —  =:  i  ou  =0,  ou  =1=  i  et  =|=o. 
(  P  ) 
Ecrivons  ces  trois  expressions  sous  une  forme  commune 


11  -, nS (pour  m=  1,  2,  ...,  ;  — 1); 


I  —n{p)   *  (m)  (   a  ,         .    V 


nous  obtenons  ainsi 


(99)  ^c(s)  =  n  - — '-—-  n  n 

(f)l—n{p)       (f)  (m) 


.-j-;  nw- 


Il  représentant  le  produit  étendu  à  m  =  i,  2,  ... ,  / —  i  et  les  deux  produits  H  s'éten- 

(m)  (») 

dant  à  tous  les  idéaux  premiers  p  de  cÇQ.  Or,  chacune  des  expressions 

Lim(5— 1)11 7-T=ï'       Lim  (s  —  i)Cc(5) 

s=i  (P)  I  —  n{p)  s=i 

est  finie  et  =|=  o,  comme  on  le  voit  en  appliquant  le  théorème  56  au  corps  circulaire 
c(0,  puis  au  corps  kummerien  C  =  c( y  a ,  c) .  En  multipliant  par  s  —  i  l'équation  (99) 
et  passant  à  la  limite  pour  s=i,  on  voit  que  l'expression  donnée  dans  le  lemme  27 
a  une  limite  finie  et  =|;::o. 


S  i35.  —  Idéaux  premiers  de  c('Q  ayant  des  caractères  de  puissances  donnés. 

Théorème  i52.  —  Soient  a,,  ... ,  a^,  t  entiers  quelconques  du  corps  circulaire  c(Q, 

tels  que  le  produit 

a^<  a!f »  . .  .  af' 


ne  soit  jamais  la  puissance  P""®  d'un  nombre  de  c(Q  lorsque  m^,  m^,  m^  pren- 
nent les  valeurs  0,1,...,/  —  i ,  la  combinaison  m^  =  w.^  r= . . .  =  m^  =  o  exclue  ;  soient 
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de  plus  Y,,  Y,,... ,  Y^  des  racines  /'^■"^''de  l'unité  données  arbitrairement.  Il  y  a  toujours 
dans  le  corps  circulaire  c(Q  une  infinité  d'idéaux  premiers  p,  tels  que  l'on  ait  pour 
un  certain  exposant  m  premier  à  / 

ip)      ^''     ip\      ^"  ip)      ^' 

[Kummer^**.] 

Démonstration.  —  On  a,  tant  que  5  est  >•  i, 

,     \         (i)  «())       (p)        i—n{p)         {v)n{p) 
(100) 

c  __1  y       ^        4-  1  S       ^        _i_ 

{f)n{p)  (v)n{p) 

où  S  et  S  sont  étendus  respectivement  à  tous  les  idéaux  et  à  tous  les  idéaux  premiers 

(i)       (») 
de  c(Q.  Comme  l'expression  S  reste  finie  pour  s=  1  (voir  S  5o),  il  résulte  de  (100) 

que,  le  premier  membre  devenant  infini  pour  5=1,  la  somme  S croît  égale- 

(p)  n(,P) 
ment  au  delà  de  toute  limite  lorsque  s  tend  vers  i.  Ensuite,  a  étant  un  nombre  entier 

quelconque  de  c(Q,  on  a  de  même  pour  5>  i 


logll -^ =S    AM    ^+S(a), 

(loi)  ;  \p\''^^^ 

^  ^    ^r)U!  n(pr^^^,,\p\  n{pr'^ 


et  S(a)  reste  ici  encore  finie  pour  s  =  i.  Soit  maintenant  m  un  des  nombres 
I,  2,  ...,  / — I.  Posons  dans  (loi)  a  =  a"' ^  a^"'< a^''^ . . . aj""«  et  multiplions  encore 
l'égalité  obtenue  par  le  facteur  y7"' T7"' •  •  •  77"' >  donnons  ensuite  à  chacun  des 
t  exposants  u^,  u,,  ...,  u^  les  /  valeurs  o,  i,  2.  ...,  / — i  (à  l'exclusion  de  la  combi- 
naison u^  =  u^  =  ...^^Ui=^o).  En  additionnant  les  /' — i  égalités  ainsi  obtenues 
à  (100),  on  obtient  la  relation 


W^ip)  {u„...,ui)  if)  a"'  ...  a/ 

(102)         '  I  ^  i  \r 


— » 


C)  n{p)  (u„...,ut) 
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OÙ  l'on  a  posé  pour  un  instant 


[I]  =  I 

+  1 

[■'■- 

)  +  ( 

l  p)  J 

..  + 

0'■- 

!7Î  )    ' 

[.]  =  l 

+  1 

[■"-' 

i7i  . 

)  +  ' 

{■"-' 

i  p)  J 

..  + 

(-■ 

(a  .ry- 
(7!  )    ' 

[t]  =  l 

+  ( 

[■"- 

ip\  y 

)  +  ( 

[■'■- 

•  +  I 

[^■- 

ip)  J  ' 

Faisons  abstraction,  dans  la  prennière  somme  du  second  membre  de  102,  des 
termes  en  nombre  limité  (dont  G^  désignera  l'ensemble),  correspondant  aux  facteurs 
idéaux  premiers  de  a, a^,  X.  Le  reste  infini  de  cette  somme  est  alors  évi- 
demment /'S-——,  où  û  parcourt  seulement  tous  les  idéaux  premiers  de  c(l),  rem- 
plissant  les  /  conditions 

i  p)         ''  i  p)         ■' 

Ecrivons  alors  les  égalités  (loa)  les  unes  après  les  autres  pour  m  =  i,  2,  ..,,  / —  i 
et  ajoutons  ;  nous  obtenons 


(.o/i) 


+     V     Y-«....yr"Uogiin 

(", M<)  C)  (m) 


P 


fit  \'" 

-     n{pr 


C^l'Hlf)         (m)  (u ui) 

t  parcourt  tous  les  idéaux  premiers  p  de  c(Z)  satisfaisant  à  l'un  quelconque  des  / —  f 
systèmes  de  conditions  (io3)  obtenus  en  faisant  m  ^  i,  2,  ... ,  / —  i  ;  pour  yj=  i,  •••, 
Y^=i,  ces  / — I  systèmes  sont  identiques  et  les  idéaux  premiers  correspondants 
doivent  être  pris  / — i  fois.  En  passant  alors  à  la  limite  pour  5  =  1,  la  première 
somme  H  du  premier  membre  de  io4  augmente  indéfiniment,  tandis  que  la  deuxième 
somme  ï;  du  premier  membre  reste  finie  d'après  le  lemme  (27).  S  et  S(a^)  restant 

aussi  finies,  l'expression  S— -— ^  croit  donc  indéfiniment  lorsque  s  tend  vers  i,  et,  par 

n(r) 

suite,  il  V  a  une  infinité  d'idéaux  t;  or,  ils  satisfont  au  théorème  i52. 
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CHAPITRE  XXXI. 

Corps  circulaires  réguliers. 


S    l36.    DÉFINITION    DES    CORPS    CIRCULAIRES    RÉGULIERS,    DES    NOMBRES    PREMIERS 

RÉGULIERS    ET    DES    CORPS    KUMMERIENS    RÉGULIERS. 

2/- 

Soit  /  premier  impair,  ^  =  e~;  le  corps  circulaire  c(Ç)  et  le  nombre  premier  / 
seront  réguliers,  lorsque  le  nombre  h  des  classes  d'idéaux  du  corps  c{Q  ne  sera  pas 
divisible  par  /.  Les  chapitres  suivants  ne  traiteront  que  des  corps  circulaires  réguliers 
et  des  corps  kummeriens  qui  en  résultent,  corps  que  j'appellerai  corps  kummeriens 
réguliers;  on  peut  démontrer  de  suite  pour  ces  derniers  la  proposition  simple 
ci  après. 

Théorème  i53.  —  Soit  c(^)  un  corps  circulaire  régulier  et  C  un  corps  kummericu 
déduit  de  c(Q  :  tout  idéal  j  de  cÇÇ)  qui  est  idéal  principal  de  C  est  aussi  principal 
dans  c. 

Démonstration.  —  Posons  j  =  (A).  A  étant  un  entier  de  C,  on  a  en  formant  la 
norme  relative  j'  =  (Nc(A)).  c'est-à-dire  qu'on  a  dans  cÇQ  l'équivalence  j'^*'  i.  D'un 
autre  côté,  on  a  aussi  j''^*'  i,  h  étant  le  nombre  de  classes  de  c(Q.  En  déterminant 
deux  entiers  positifs  a  et  b,  tels  que  al — bh  =  i,  on  a  donc  j"'"*''-^  i,  c'est-à-dire 
que  j  est  idéal  principal  d'ans  c(V). 

La  question  se  pose  de  trouver  un  critérium  pour  reconnaître  simplement  si  un 
nombre  premier  /  est  régulier.  Les  deux  lemmes  ci-après  vont  nous  conduire  à  ce 
critérium. 


§   187.  —  Lemme  sur  la  divisibilité  par  /  DU  premier  facteur  du  nombre 

(  -\ 
DE  classes  de  c\e  '  J . 

Lemme  28.  —  /  étant  premier  impair,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 

que  le  premier  facteur  du  nombre  de  classes  du  corps  cVÇ^e  ^  )  soit  divisible  par  / 

/ 3 

est  que  /  divise  le  numérateur  de  l'un  des  /*  = premiers  nombres  de  Bernoulli. 

[Kummer'*,  Kronecker\] 
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Démonstration.    —   On   a   mis,   au  théorème   i/ia,  le  nombre  de  classes  h  du 
corps  cÇÇ)  sous  forme  d'un  produit  de  deux  facteurs;  considérons  l'expression  donnée 

avi  premier.  Posons  pour  abréger  Z  =  ^ '~'  •  Supposons  de  plus  r  racine  primitive 

mod  /,  choisie  de  façon  que  r  ^  +  i  ne  soit  divisible  que  par  la  première  puissance 
de  /(*).  Soit  enfin,  comme  aux  paragraphes  io8  et  109,  r^  le  plus  petit  reste  positif 

de  r' mod  l  et  q.= 


l 

Le  premier  facteur  du  nombre  de  classes  h  est  mis  dans  le  théorème  i/p  sous  la 
forme  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  (2/)'",  et  dont  le  numérateur  est 

(io5)  /(Z)/(Z')/(Z^)-/(Z'-). 

f{x)  désignant  pour  abréger  le  polynôme  à  coefficients  entiers 

/(^)  =  r,  +  f\x  +  i\x'  +  . . .  +  ri_,x'-* . 

En  posant  ensuite 

9{x)  =  9o  +  (Ji^  +  ^X  +  ...  +  gi-,x'-\ 

on  trouve  aisément 

{rZ-i)f{Z)  =  lZ.g{Z), 

et  comme,  vu  le  choix  de  r,  le  produit 

(/-Z  -  i)(^Z'-  0  ••.  (/-Z'-'-  0  =  (-  i/'^Cr^  +  I) 

est  exactement  divisible  par  la  première  puissance  de  /,  il  en  résulte  que  le  numé- 

/— I 
rateur  (io5)  du  premier  facteur  de  h  n'est  divisible  par  /  -  =/''+'  que  si  le  nombre 

g{Z)g{r)...g{t-') 

est  divisible  par  /.  Maintenant  8  =  (/,  Z  —  r)  est  un  idéal  premier  diviseur  de  /  dans 
le  corps  c{2),  et  comme  on  a  évidemment  Z^^^.  niod  fi.  on  a 

giDgiX) . . .  (gt-*)  ^  g{r) . . .  g{r'-%    (mod  s)  ; 

par  suite,  le  premier  facteur  du  nombre  de  classes  h  n'est  divisible  par  /  que  si  l'une 

au  moms  des congruences 

2 

j(r"-)  =  q.  +  q,r"-  +  </,r""^"  +  . . .  +  </,_,  r"^"  '"-'  =  o.     (mott  /). 

,      ,  (.=  .,=,-...!^) 

est  vérifiée. 

(*)  N.  T.  —  Si  l'on   avait  /•  -   +1^0,  (/-),  il  suffirait  de  prendre  une  racine  r'^r,  (l) 
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Soit  alors  /  un  des  nombres   i,   3,  3,  ..., .  En  élevant  a  la  puissance  st 

l'identité 

rr  z=:  r      4-  (rr  —  r     ) , 

dans  laquelle  r/v  —  /v,,  est  divisible  par  /,  on  obtient  la  congruence 

r''  r:-^  =  ,%,  +  2t(rr,  -  r,^,)  r?',!',     (mod  T), 

ou 

2t(rr,-n^{)rl^^r^^r^^-rl^,,     (modr): 

et  comme  on  a  évidemment 

(rr,-/v.)/1VY  =  (/'A-,-^i+i)/^'^'^<"'-^     (modO' 
on  en  tire 

2/(rr,  —  Ti+O^'*^*' *''"'*  =  f-'fi''  —  n+i  '     (rnod  0- 

En  ajoutant  ces  congruences  pour  J  =  o,  i,  2,  ....  / — 2,  on  obtient 

2  tir-'-'  S q, r'<-'-'>  =  r-'  S  r/'  —  S  rf'    ,     (mod  T) . 

(«")  («■)  ('") 

Comme  d'ailleurs  on  a 

v/-/'  =  s  rf^,  =  1^'  +  2^'  +  3^'  +  ...  +  (/  -  i)^', 
(«■)  ('") 

il  en  résulte  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  nombre  g(r*'~^)  soit 
divisible  par  /  est  que  le  nombre 

(106)  (,.«'_!)  (,"+2*'  +...+(/-!)") 

soit  divisible  par  P.  Vu  l'hypothèse  faite  pour  la  racine  primitive  r,  l'expression  (106) 

n  est  ccrtamement  pas  divisible  par  r  pour  /  = .  Pour  <  =  i,  2,  ... , on  a 

2  2 

toujours,  d'après  la  formule  sommatoire  de  Bernoulli('),  la  congruence 

,«'  4-  2^'  _^  3«'  +  ...  +  (/_  if  =  (—  i)'+'B,/,     (mod  r). 


(•)  N.  T.  —  Rappelons  qu'on  appelle  nombres  de  Bernoulli  les  coefficients  B^,  B,,  ...,  du 
développement 


X  X  _  xe""  +  I  By      B^x*  (—  i)"~'B„x 


e  —  I        2         2  e  —  I  2!  àl 

Valeurs  des  premiers  : 


(2n)\ 


+  ... 


».=!•  ^--ro'  «.=i-  B-=i-  ^-=1  B.=â'o-  '^=1  ■■ 

On  appelle />o////Jô/«e.ç  de  Bernoulli  les  polynômes  Çpfj")  s'annulant  pour  a?  =  o  et  vérifiant 
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OÙ  B,  représente  le  ^'^""^  nombre  de  Bernoulli,  et,  par  suite,  la  divisibilité  par  T  de 

/  — 3 
l'un  au  moins  des  nombres  (io6)  pour  ^=i,  2,  ... revient  a  la  divisibilité  par 

/ 3 

/  d'au  moins  un  des  numérateurs  des  premiers  nombres  de  Bernoulli.   Le 

2 

lemme  28  est  ainsi  démontré. 


(e^) 


S  i38.  —  Lemme  sur  les  unités  du  corps  circulaire  c\e  '  )  dans  le  cas  ou  /  ne 

divise    le    NUMERATEUR   D  AUCUN    DES   PREMIERS    NOMBRES    DE    BeRNOULLÎ. 


Lemme  29.   —  /  étant  un  nombre  premier  impair  ne  divisant  le   numérateur 

/ 3 

d'aucun  des =  r  premiers  nombres  de  Bernoulli,  on  peut  toujours  former,  au 


l'é(iuation  fonctionDelle 

(2)  '^p{x)  —  ^J^x—\)  =  x\ 

On  a 

(3)  9p(n)  =  1"  +  2"  +  S''  +  ...  +  (n  -  1/  +  n". 
On  démontre  l'expression  ci-après  de  ce  polytiùnie  : 

,  /^^_  ^'^      ,    ^''    .    R    /^  r'-'-B  P(/>-0(p-2)     p-3 

^pW-^TT  +  T  +  ^^Ti''        ^^  k\  ^ 

T>  /?(p-i)-(p-4)    „_, 
+  «.  6! 

On  trouve  en  effet,  à  l'aide  du  développement  (1),  en  chassant  le  dénominateur  e^  —  1,  divi- 
sant par  X  les  deux  membres  et  égalant  les  coefficients  de  j?-",  la  formule  de  récurrence 

i             (— i)"^*B„        (—  i)"B„  ,                           B,  I 

+  7— TT-TT  +•  •  •  •  H — rr—. "T7  + 


2.(2rt)!         (2n!)i!         (2/1  — 2)!3!  21(2/1— i)!      (2/1+1)! 

Or,  on  est  conduit  à  la  même  formule  en  égalant  les  coefficients  de  .tp--"  dans  les  deux  membres 
de  l'équation  fonctionnelle  (2)  :  ^p{j.)  —  ?p(J' —  •)  =  •'^■''> 
Des  propriétés  ci-dessus  résulte  l'égalité 

?..p(^)=  i"  +  ^"  +  -  +  («-')"  +  ""=^^T^  +  T  -^^'tI^""' 

_  2p(2p-l)(2p-2)^.^3^      _  ,_.         2^^.^ 

d'où  la  congruence  indiquée. 
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moyen  de  produits  et  quotients  d'unités  du  corps  circulaire  c(X),  un  système  de  /* 
unités  £,,  ...,  £^.  vérifiant  les  T  congruences 

£.  ^i  +a;A%     (O, 
(107)  (e,^i  +a:K\     (V), 


où  a,,  a,,  ...,  a,,  sont  des  entiers  rationnels  non  divisibles  par  /,  et  où  on  a  posé 
À=i  —  u,  I  =  (X).  [Kumme^'^] 

Démonstration.  —  Partons  de  funité  circulaire  (v.  S  98) 


,.^\  /(i-0(i-ro 

où  r  est  une  racine  primitive  mod  /.  Posons  ensuite  î'~'  =  r,  et 

(109)  tt  —  r/''*-^)  <'•*-*)  C"-')  -  (r«'-*-*)(r«'  -»-s)(r»'-*-s) ...  (r'-»-s) 

pour  /=  I,  2,  3, ...,  r,  où  s  est  dans  l'exposant  symbolique  la  substitution  ^^((^  ;  CO- 
L'unité  r^,  (l —  i)'^"»  puissance  d'un  entier  de  c(Q,  est  nécessairement^  1,  mod  ï, 

et  il  en  est  alors  de  même  de  chacune  des  unités  e^. 

Supposons  formés  conformément  au  paragraphe  i3i  les  polynômes  adjoints  s/a?) 

pour  chaque  unité  c^;  on  a  pour  les  nombres  rationnels 

c'est-à-dire,  pour  les  valeurs  des  / —  2  premières  dérivées  du  logarithme  de  cj(e'')  pour 
u  =  o,  les  congruences 

/*"'(£,)  =  0,  (mod/), 

(«  =  1, 2, 3, ...,  it—i,  it+i, ...,  1—3,  i—î). 

{t  =  1,  2,  ...,  /s). 

Pour   le  démontrer,  observons  que  d'après  la  première   formule   (81)',    para- 
graphe i3i,  on  peut,  dans  le  calcul  des  / —  2  premières  dérivées 

/"'(vi),      /'•»(r.),      ...,      /"-'(t.), 

relatives  au  nombre  rj,  prendre  directement,  au  lieu  du  polynôme  adjoint  à  y,,  le 
polynôme  suivant  : 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  49 
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Puis  on  a  le  développement  connu 

log =4-  -i'  +  -^  — 7-77^^   +FT7" 

i'  2  2.2!       [\.k-  0.0! 

où  B, ,  Bj,  B3,  ...  sont  les  nombres  de  Bernoulli. 
De  ce  développement,  résulte 


-('•'-■^rli  "'  +  ('■•-■>  ai"'--! 

Les  fonctions  Y;(e'''')'  ^X^*^'')'  •  ••  jouent  le  même  rôle  par  rapport  aux  nombres 
STj,  s\,  ...  que  Y;(e'')  par  rapport  à  r,.  En  remplaçant  alors  dans  l'expression  (109)  de 
£,,  Y),  5Y),  s\  ...  par  r/O'  "^.(O-  ti^''"')'  on  obtient  une  fonction  \{e''),  qui  peut  tenir 

lieu  de  la  fonction  e/e")  pour  le  calcul  de  /"*(£,),  /'*'(0 /""**(s,).  De  (m)  on 

tire(i) 

logs,(0  =  (^-  i)|c  +  (-iy(r*-0(r*-r*V- 

. . .  (,.«'-*  _  r«')  (r«'-^*  _  r*')  (r"  *  —  r")  . . .  (/•'-'  —  r'')  (  i  —  r'')  -^  u"  j 

où  C,  C,_,,  C,  ,,  ....  désignent  certaines  constantes.  Le  produit  écrit  en  détail  dans 
le  coefficient  de  y*'  est 

rd(x-i)(x-r')...(x-r'-')-] 

L  dx  J  (a;=r20 

f-l 

et  le  polynôme  à  dériver  ci-dessus  est  ^  a?  -  —  i ,  mod  /.  Le  développement  ci-dessus 
entraîne  immédiatement  les  congruences  (no). 

Comme  par  hypothèse  les  numérateurs  des  l*  premiers  nombres  de  Bernoulli 
B,,  ... ,  B,.  ne  sont  pas  divisibles  par  /,  les  T  dérivées  /'*''(£,)  pour  /=  i,  2,  ... ,  /*  sont 

(>)  N.  T.  —  En  représentant,  en  effet,  l'exposîint  de  r^  dans  s,  par  f[s)  =  a^  +  a^s  +  ...  + 
+a,._is'*-S  on  a  f{r-"}  =  o  pour  u—  i,  2,  ...,  /  —  i,  /  +  i,  ...,  /*.  De  sorte  que,  vu 

log  è(e")  =  a^  log  f,(e'')  +  a,  log  r,(0  -f  ...  +  a,«_,  log  f,(/      ")' 

on  a  pour  coefficient  de  y'^" 

2U.2U! 

c'est-à-dire  o  pour  les  valeurs  de  «  de  i  à  /',  à  l'exception  de  n^=f. 
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toutes    EJEo,    mod   /,    d'après  (no).    Nous    en    concluons   qu'aucune    des    unités 
e,,  ...,  £,.  n'est  ^  i,  mod  /.  En  posant  alors 

(112) 


c^c-^i +a,a"'«,    (r'«^^') 


avec  des  exposants  e, ,  ...,  e,.  tels  que  a,,  ...,  a^.  soient  des  entiers  non  divisibles 
par  /,  ces  exposants  e^,  ...,  e^,  sont  tous  <Cl —  i-  Puis  on  tire  des  congruences  (112), 
le  développement  d'une  expression  (1  —  e*)"  suivant  les  puissances  de  v  commençant 
par  le  terme  ( —  i)V,  les  congruences  suivantes  pour  l'unité  s^  : 

/<"(c,)  =  G ,     /'*'(£,)  =  0,     . . . ,     /•''-" (e,)  =  o,     (mod  /) , 
/'^"(£,)  =  (-i)^'a,.e,!,    -  (mod/), 

et  comme  a^  ne  doit  pas  être  divisible  par  /,  on  tire  des  congruences  (no),  vu  la 
remarque  faite  plus  haut,  e^^^  a/,  ce  qui  démontre  le  lemme  29. 


S  iSg.  —  Critérilm  pour  les  nombres  premiers  réguliers. 


Voici  un  critérium  simple  pour  les  nombres  premiers  réguliers  /. 

Théorème  i54.  —  Pour  qu'un  nombre  premier  /  soit  régulier,  il  faut  et  il  suffit 

Z  — 3 

qu'il  ne  divise  le  numérateur  d'aucun  des  /"= premiers  nombres  de  Bernoulli. 

2 

[Kummer*.] 

Démonstration.  —  Le  lemme  28  montre  que,  si  /  divise  le  numérateur  d'un  des 
/*  premiers  nombres  de  Bernoulli,  /  divise  aussi  le  nombre  de  classes  h  du  corps  c(Ç). 
Dans  le  cas  contraire,  /  est,  toujours  d'après  ce  lemme,  premier  au  premier  facteur 
du  nombre  de  classes.  Il  y  a  donc  encore  seulement  à  démontrer  que  le  second  fac- 
teur du  nombre  de  classes  h  n'est  pas  non  plus  divisible  par  /  lorsque  l'un  des  T 
premiers  nombres  de  Bernoulli  ne  l'est  pas. 

Soit  Y, Y,,  un  système  de  1*  unités  réelles  de  c(Q,  système  qui  existe  toujours 

d'après  le  théorème  127;  nous  pouvons  alors  poser 

/     .o\  „t     mil     nui  tniai 

(ri3)  *^  =  T,  'rr  •••V/«     ' 

pourf=:o,  i,  2,  ...,  /* — I,  les  exposants  m, ^,  m^^,  ...,  W/.^  étant  des  entiers  ration- 
nels et  £  l'unité  circulaire  définie  lormule  (108).  On  tire  de  (i  i3) 

(II 4)  log  |s'£l  =:m,,log  IyJ  +  m^^log  |yJ  -F  ...  -t-  m^.^log  |Yr| 
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pour  t  =  o,  I,  2,  ...,  /• —  I,  log  représentant  la  partie  réelle  du  logarithme.  D'autre 
part,  les  égalités  (109)  définissant  les  unités  $,,  ...,  e^.  entraînent  un  système  de  la 
forme 


^"^'(5s)"-'...(s'*^-'£)"'«. 
{t  =  1,  2,  ...,  /«) 


(ii5) 

Nous  en  lirons  les  égalités 
(116)  log£,  =  /i,,log|s|  -{-n^,log\se\  +  ...  +  n,«,log  l^'^-'ej, 

(<  =  1,2,  ...,/c) 

et  ensuite,  à  cause  de  (ii4). 


(117) 


log£,  =  M,,log|yJ  +  M.,log|yJ  +  ...  +M,«,log|y,«I, 
(t  =  1, 2, ...,  /«) 


OÙ  M,^,  Mj,,  ...,  Mi'i  sont  les  combinaisons  bilinéaires  connues  des  2/*^  entiers  «„, 
n,, ,  ...,  ni-^f-,  m^g,  m^,,  ...,  mt-^r-  Les  systèmes  (ii3)  et  (ii5)  en  donnent  encore 
chacun  T —  i,  si  l'on  effectue  sur  les  unités  qui  y  figurent  les  substitutions  s,  s*,  ... , 
*'*"*.  En  prenant  les  logarithmes,  nous  passons  de  même  aux  systèmes  correspondant 

à  (ii/j),  (116)  et  (117). 


En  posant  alors 

log  |syj  , 
R  = 


log  |y,«| 
log|sy^« 


A  = 


log  js'"-' 

log|s|, 
log  \s-\ , 


YJ 


log  |S£| 

logr  l.<f*c 


logl^'^-'Y,* 

log  |s"'— Ul 
logk'^el 


log  1^'*"" 

log   c,  . 

log  SZ,  , 


log  \s''-i\ 
log  s, 

l0g5£,, 


log  \s"" 

log  £^« 
log  *£,« 


log  .Ç'*""' 


£,,  l0g5'*-'£,, 

on  trouve,  par  la  règle  de  multiplication  des  déterminants, 


(118) 


A^A  A 

I  R~AR 


loiï  s' 


Ma 


M, 
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Le  déterminant  du  second  membre  est  un  entier  rationnel  et  il  n'est  pas  divisible 
par  /.  Car,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  trouver  Rentiers  N^,  ...,  N/-,  non  tous 
divisibles  par  /  et  rendant  divisibles  par  /  toutes  les  sommes 

(0  K)  (t) 

On  obtiendrait  alors,  vu  (117),  une  égalité  de  la  forme 

N.logc,  4- N.logs.+  ...+N,« log £,«  =  /. logE. 
où  E  serait  une  certaine  unité  positive  de  c(Ç).  D'où 

(119)  e^'e^'-..^r=E!. 

Mais  une  telle  égalité  est  impossible.  Car  on  en  tirerait  d'abord  E  ^E'^  i,  niod  (; 
en  considérant  le  polynôme  adjoint  E(x)  et  les  valeurs  pour  t'  =  o  des  / — 2  pre- 
mières dérivées  de  log  E(0'  on  déduirait  de  (119),  en  appliquant  (iio)  les  con- 
gruences 

{t  =  i,2,  ...,  le) 

Mais  tous  les  nombres  de  Bernoulli  B^,  ...,  B^.  doivent  être  premiers  à  /,  tandis  que 

les  nombres  N, ,  ...,  N,.  ne  sont  pas  tous  divisibles  par  /;  il  y  a  donc  contradiction. 

Ainsi  le  déterminant  du  second  membre  de  (i  18)  n'est  pas  divisible  par  /.  Comme, 

X        A  A 

d'autre  part,  les  facteurs  —  et  -5-  sont  toujours  entiers  et  que  — -  représente  le  se- 

A         R  R 

cond  facteur  du  nombre  de  classes  h,  le  second  facteur  du  nombre  de  classes  n'est 
donc  pas  non  plus  divisible  par  /.  Le  théorème  i54  est  ainsi  complètement  dé- 
montré. 

En  s'appuyant  sur  ce  théorème,  on  voit,  d'après  les  valeurs  des  47  premiers  nom- 
bres de  Bernoulli,  qu'en  dehors  de  87,  69  et  67  tous  les  nombres  premiers  inférieurs 
à  loo  sont  réguliers.  Le  calcul  montre,  d'ailleurs,  que  les  nombres  de  classes  h  rela- 

tifs  aux  corps  c\e  '  )  pour  /=37,  69  et  67  ne  sont  divisibles  que  par  /  et  non  par  /*. 
[Rummer  "'*•*.] 

S  i4o.  —  Système  particulier  d'usités  indépendantes  d'un  corps  circllaire 

RÉGULIER. 

Le  paragraphe  189  nous  fournit  le  moyen  de  déterminer  dans  un  corps  circulaire 
régulier  un  système  d'unités  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

Théorème  i55.  —  /étant  un  nombre  premier  régulier,  il  existe  toujours  dans  le 
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{  —\  ,  {—'■^ 

corps  circulaire  cVe  '  /  un   svstème   de   /*  = unités   indépendantes, 

2 

£^«  vérifiant  les  congruences 


(À=i-^  i  =  (i-0). 

Démonstration.  —  c(Q  étant  régulier,  les  numérateurs  des  t*  premiers  nombres 
de  Bernoulli  sont  tous  premiers  à  /,  et  il  existe  par  suite  (lemme  29)  /*  unités  e, ,  ..., 
e^e  vérifiant  les  congruences  (107).  Comme  a^ a^  sont  premiers  à  /,  nous  pou- 
vons déterminer  /*  entiers  6, ,  ... ,  6,«  tels  que  l'on  ait 

a^b^^  i Uiob^st^  I ,     (niod  /). 

En  posant  alors 

les  unités  1,,  ...,  i,o  vérifient  les  congruences  du  théorème  i55. 

De  plus,  elles  forment  un  système  d'unités  indépendantes,  parce  que  les  unités 
£, ,  ... ,  $^«  du  paragraphe  i38  en  forment  un.  Pour  montrer  ce  dernier  point,  suppo- 
sons au  contraire  qu'il  existe  ime  égalité 

( 1 20)  e{<  ...  îjr  =  I , 

les  exposants  étant  des  entiers  non  tous  nuls;  on  peut  supposer  ensuite  que  ces 
exposants  ne  sont  pas  tous  divisibles  par  /,  car,  dans  le  cas  contraire,  on  aurait 

s/ ...   r,«"  =  I. 

(^es  exposants  n'étant  pas  tous  divisibles  par  /,  l'équation  120  serait  de  la  même 
forme  que  (119)  qui  a  été  déjà  reconnue  impossible  au  paragraphe  139. 


§  i^i.  —  Propriété  caractéristique  des  umtés  d'un  corps  circulaire  régulier. 

Théorème    i56.    —    /  étant   un    nombre    premier   régulier,    s'il    existe  dans   le 

corps  c\e~ )  une  unité  E  congrue  mod  /  à  un  entier  rationnel,  elle  est  nécessairement 
égale  à  la  /''""'  puissance  d'une  unité  de  ce  corps.  [Kummer*.] 

Démonstration.  —  Supposons  déterminé  un  système  d'unités  ?,,  ...,  T^a  confor- 
mément au  théorème  i55;  comme  elles  sont  indépendantes,  on  a 


(121)  r=7^ 


-e/:; 
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e,  e^,  ... ,  ^,«  étant  des  entiers  rationnels  non  tous  nuls,  et  l'on  voit  de  suite  qu'ils  peu- 
vent aussi  être  supposés  non  tous  ^o,  mod  /(^).  Alors  si  e  était  divisible  par  /, 
l'égalité  (i2i)  serait  de  la  forme  (119),  qui  est  impossible.  Si,  au  contraire,  e  n'était 
pas  divisible  par  /,  on  aurait  E*^  i,  mod  ï,  et,  par  suite,  ^  i,  mod  /;  prenons  alors 
la  dérivée  logarithmique  des  polynômes  adjoints  des  deux  membres  de  (121).  Comme 
E*  étant  ^i,  mod  /,  les  nombres  P(E^)  sont  tous^o,  mod  /  pourg<il —  i,  il  en 

résulte,  en  prenant  g^a,  It 2/*,  et  tenant  compte  des  valeurs  des  nombres 

/*"*(£,) /'*'(£,«),  et  de  (iio),  que  l'on  a  successivement  e,  =  o e^«^o,  mod  /; 

on  a  donc  E*=  H^  H  étant  une  certaine  unité  du  corps,  e  n'étant  pas  divisible  par  /. 
En  déterminant  alors  deux  nombres  a  et  b,  tels  que  ae  +  6/=  i,  on  a 

e-=(h"eY, 

ce  qui  démontre  le  théorème  i56. 

On  est  conduit  par  les  considérations  suivantes  à  une  démonstration  tout  à  fait 
différente  de  ce  théorème. 

Si  E  n'était  pas  égale  à  la  Z'^""*  puissance  d'une  unité  de  cÇQ,  H  =  E'"'  ne  pourrait 
l'être  non  plus;  car  i — s  et  r  4-5+  ...  +  s'~*  sont  deux  polynômes  à  coefficients 
entiers  en  s  sans  diviseur  commun  mod  /.  Mais  si  E  est  congru  mod  l  h  un  entier 
rationnel,  on  a  H^  i.  niod  V,  ce  qui,  vu  la  deuxième  partie  du  théorème  i48,  exi- 
gerait que  le  corps  kummerien  c(v/h.  C)  ait  le  discriminant  relatif  i  par  rapport 
à  c(t).  Mais  comme  ce  corps  kummerien  est  abélien  relatif  de  degré  relatif  /  par 
rapport  à  cÇÇ),  le  théorème  94  exigerait  que  le  nombre  des  classes  d'idéaux  du  corps 
circulaire  c(0  fût  divisible  par  /,  contrairement  à  l'hypothèse  qu'il  est  régulier. 

S  143.  —  Nombres  primaires  d'un  corps  circulaire  régulier. 

Un  entier  a  du  corps  circulaire  régulier  c(u)  est  dit  primaire  :  i°  s'il  est  semi-pri- 
maire (voir  S  ii5)  et  2°  si  le  carré  de  son  module,  c'est-à-dire  son  produit  par  le 

nombre  imaginaire  conjugué  ^"^"a,  est  congru  à  un  entier  rationnel  mod  l'~'=  /. 
Un  nombre  primaire  est  donc  toujours  premier  à  I  et  vérifie  les  congruences 

a  =  a,     (V). 

a.5~'a  =  6,      (I'-'), 
a  et  6  étant  des  entiers  rationnels.  [Kummer  *^] 

(1)  N.  T.  —  Eq  effet,  dans  le  cas  contraire,  en  extrayant  la  racine  /'«"'".  on  aurait 
E*'=^*£/'i  ...  lj««'/«,  et  E*'  étant  cona^riie,  mod  /,  à  un  entier  rationnel,  et  les  unités  =,,  élant 
réelles,  on  aurait,  la  congruence  devant  subsister  qu.ind  on  change  Ç  en  Ç-' , 

^*=r*-         (mod/), 
c'est-à-dire  k^o,  (mod/),  et  en  continuant  ainsi,  tant  que  les  exposants  sont  tous  divisibles 
par  /,  OQ  arrive  bien  finalement  à  une  égalité  (121). 
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Théorème  157.  —  Dans  un  corps  circulaire  régulier  c(ç),  on  obtient  un  nombre 
primaire  en  multipliant  un  entier  quelconque  premier  à  t  par  une  unité  convenable. 
[Kiimmer  ^-.]  ,    . 

Démonstration.  —  Le  nombre  p^a.s  -  a  est  évidemment  un  nombre  du  sous- 
corps  de  degré du  corps  c(Q  et  vérifie  par  suite  une  congruence  S^a,  mod  I*, 

a  étant  un  entier  rationnel  non  divisible  par  /.  Soient  I^,  ï^,  ...,  i^a  les  l*  unités  du 
paragraphe  i4o.  Si  on  a,  par  exemple,  /S^a  +  a^X*,  mod  ï*,  a,  étant  un  entier 
rationnel,  on  déterminera  un  entier  rationnel  m,,  tel  que  l'on  ait  aaa,  +  «,^0,  mod  /; 
alors  on  a  nécessairement 

Si  l'on  a  ensuite,  par  exemple,  Pi,^"i  ^a  +  a/*,  mod  (V),  a^  étant  un  entier 
rationnel,  on  déterminera  un  entier  u^,  tel  que  l'on  ait  aaWj,  +  ^/.^^o,  mod  /;  on  a 
dès  lors 

On  arrive  finalement  à 

pif'  li"'  . . .  f,T  =  [il*  =  a ,     (mod  I'-) . 

Si,  d'autre  part,  '^*  est  une  puissance  de  l,  telle. que  ^*a  soit  semi-primaire,  i^*la 
sera  évidemment  primaire. 

Un  nombre  primaire  réel  est  toujours  congru,  mod  Z=I'~',  à  un  entier  rationnel. 
D'après  le  théorème  i56,  toute  unité  primaire  de  c(!^)  est  la  /''''"^  puissance  d'une  unité 
de  c(r)- 

\  oici  encore  un  lemme  sur  les  nombres  primaires  qui  sera  utile  dans  la  suite. 

Lemme  3o.  —  V,  [j.  étant  d3ux  nombres  primaires  du  corps  circulaire  régulier  c(Q, 
on  a  touiours  {— ;—  >  =  i . 

Démonstration.  —  Nous  pouvons  supposer  les  deux  nombres  v,  p.  ^  i,  mod  t,  car 
autrement  leurs  (/ — i)'^'"^^  puissances  rempliraient  sûrement  cette  condition,  et  à 

cause  de     -— ^  }  = 

D'après  (83),  on  a 


cause  de     -y- |  =  ^ ^ — (   (voir  S    i3r),    on   pourrait  les  substituer  à   v  et  p. 


/-i  /— I 

V,   y,  )    (  V,  5  ^   p.  ]  \^,    fJ..S  '^   u.) 

.~r\i—r-\  =  i     r-^i' 
/— 1 

et  comme  par  hypothèse  on  a  u..s  -  jj. ^  i,  mod  t'~',  et  que  v  ^  i,  mod  V,  on  tire 
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/— I 

(v      ULi         (v      tX-5'^u} 

immédiatement  de  la  définition  générale  (82)  du  symbole  \--j-[  '•  ]      '  ' -\  =  i, 

et,  par  suite. 


/— 1 

j  V.    U,]    (  V,    *    *    [Jl.) 


On  démontre  de  même  que 


(     I      W        I 

Puis  de  la  formule  (8li)  on  tire 


/— 1       /— I 


iv,  \t.1  i.S  ^  y.  s  -  ix)  


Les  trois  dernières  égalités  donnent 


YUi,      c-à-d.         Y='-  ^•^•^•^• 


CHAPITRE  XXXII. 
Classes  d'idéaux  invariantes  (')  et  genres  d'un  corps  kummerien  régulier. 

S  143.  —  Familles  d'unités  d'un  corps  circulaire  régulier. 

Soit  /  un  nombre  premier  impair  régulier,  et  considérons  dans  le  corps  circulaire 

régulier  c\i;z=e~)  un  ensemble  E  d'unités  contenant  les  /'*''"''*  puissances  de  toutes 
les  unités  du  corps  et  tel,  de  plus,  que  le  produit  et  le  quotient  de  deux  unités  quel- 
conques de  l'ensemble  en  fasse  encore  partie.  On  appellera  un  tel  ensemble  une 
famille  d'unités  du  corps  circulaire  c(Ç). 

Dans  toute  famille,  on  peut  déterminer  m  unités  z^,  ...,  s,„  telles  que  toute  unité 
de  la  famille  est  représentée  une  fois  et  une  seule  par  l'expression 

-M,  .«,  ,«m  2' 

t^    -2    •  ■  ■    ~m     "B 

lorsqu'on  donne  à  chacun  des  exposants  u,,  ...,  m„, ,  les  valeurs  o,  1,  ...,  / —  i  et  où 
l  est  une  unité  quelconque  de  c(Ç).  J'appellerai  un  tel  système  s,,  ...,  e,„  base  de  la 
famille.  Il  est  clair  qu'on  ne  peut  avoir 


(')  Ou  ainbiges. 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  5o 
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e^ ^„,  étant  des  entiers  rationnels  non  tous  divisibles  par  /  et  e  une  unité  de  c(Ç). 

On  voit  aisément  que  toule  autre  base  de  la  famille  E  comprend  le  même  nombre  in 
d'unités;  ce  nombre  m  s'appellera  le  degré  de  la  famille  d'unités. 

Si,  en  particulier,  une  famille  d'unités  ne  contient  que  les  /'''""■**  puissances  d'unités 
de  c(Ç),  elle  contient  le  plus  petit  nombre  possible  d'unités  et  son  degré  est  o.  La 
totalité  des  unités  de  c(Ç)  est  aussi  une  famille  d'unités;  toute  unité  de  c(ç)  est  (théo- 
rème 127)  le  produit  d'une  racine  /'*''"*  de  l'unité  et  d'une  unité  réelle  :  on  conclut 
de  là  et  des  développements  de  la  démonstration  du  théorème  157  que  les  unités  i, , 
... ,  i/--3  du  paragraphe  iZ|0  forment  avec  Ç  une  base  de  cette  famille  d  unités,  qui  est 

la  plus  étendue.  Son  degré  est  donc  ;  c'est  évidemment  la  seule  famille  de 

2 

degré et  il  n'y  en  a  pas  de  degré  plus  élevé. 

On  voit  facilement  que  les  normes  relatives  de  toutes  les  unités  d'un  corps  kum- 
rnerien  c(v  [x,  ç)  déduit  de  c(Ç)  forment  un€  famille  d'unités  de  c(Ç);  enfin,  la  totalité 
dos  unités  égales  à  des  normes  relatives,  soit  d'unités,  soit  de  fractions  du  corps 
kummerien  c{\/[j.,  ç),  forment  une  famille  d'unités  de  c(Ç). 


§  i44-  —  Idéaux  invariants  (^),  classes  d'idéaux  invariantes  (^)  d'un  corps 

KUMMERIEN  RÉGULIER. 

Soit  c(Ç)  un  corps  circulaire  régulier,  \).  un  entier  de  c(^),  qui  ne  soit  pas  puissance 
l''"'"  d'un  nombre  de  c{Q;  soit  C  le  corps  kummerien  régulier  c(M'  '0  engendré  par 
f\J\  =  \/^  et  u.  Cherchons  maintenant  à  développer  la  théorie  de  ce  corps  par  des 
méthodes  correspondant  à  celles  qu'on  a  employées  pour  le  corps  quadratique 
dans  les  chapitres  xvii  et  xviii. 

Le  groupe  relatif  de  C  par  rapport  à  c(l)  est  formé  de  puissances  de  la  substitu- 
tion S  =  (|V|.  CM);  on  appellera,  d'après  le  paragraphe  67,  un  idéal  51  de  G  idéal 
invariant(^).  quand  la  substitution  S  le  laissera  invariant,  S3l  =  3l,  et  que,  de  plus, 
51  ne  contiendra  en  facteurs  aucun  idéal  de  c(Ç)  différant  de  i. 

D'après  le  théorème  98,  les  idéaux  premiers  qui  divisent  le  discriminant  relatif 
de  C  sont  tous  invariants,  et  il  n'y  a  pas  d'autres  idéavix  invariants.  2ï  étant  donc  un 


C)  L'expression  de  M.  Hilbert  est  ambig.  Selon  une  remarque  de  M.  E,  Cahen,  l'oriai'ine  de 
ce  mot  remonte  à  la  traduction,  par  Poulet-Delisie,  des  Disquisitiones  afithméticae  :  il  traduit 
par  ambigu  le  mot  anceps ,  employé  par  Gauss  dans  sa  théorie  des  formes  quadratiques. 
M.  Lévy,  vu  l'acception  habituelle  difFérente  du  mol  ambigu,  a  employé  le  mot  ambige  dans  ses 
traductions  de  l'ouvrage  de  Sommer  et  des  trois  premières  parties  de  l'ouvrage  actuel. 
M.  de  la  Vallée-Poussin  emploie  le  mot  bilatère.  Je  propose  inrarianf,  qui  a  l'avantage  de  rap- 
peler la  définition  des  classes  dont  il  s'agit.  .      • 
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idéal  invariant  quelconque  de  C,  nous  déduisons  facilement  de  S5l  =  5ï  (voir  S  78) 
que  tout  idéal  premier  de  C  qui  divise  51  doit  aussi  être  invariant,  et  il  en  résulte  que 
le  nombre  de  tous  les  idéaux  invariants  est  /'. 

^  étant  un  idéal  d'une  classe  K  du  corps  de  Kummer  C,  la  classe  d'idéaux  déter- 
minée par  l'idéal  conjugué  relatifs^  sera  représentée  par  SK.  Les  classes  SK,  S*K, 
... ,  S'~*K  s'appelleront  les  classes  conjuguées  relatives  de  K.  F(S)  étant  un  polynôme 
quelconque  de  degré  / —  i  en  S  à  coefficients  a,  a,,  ... ,  aj_,  entiers  rationnels  : 

F(S)  =  a  4- a.S +  ...  +  «,_, S'-' 
la  classe  déterminée  par  l'expression 

K"  (SK)"^  (S*  K)"2  . . .  (S'-'  K)"'-' , 
s'appellera  la  puissance  symbolique  F  (S)  de  la  classe  K  et  se  représentera  par 

Enfin,  une  classe  d'idéaux  A  du  corps  kummerien  sera  dite  classe  amhige  ou  inva- 
riante lorsqu'on  aura  A  =  SA,  c'es'.-à-dire  A'-^=  i.  La  /'■'""'  puissance  d'une  classe 
ambige  quelconque  contient  toujours  parmi  ses  idéaux  des  idéaux  de  c(Ç).  Cela 
résulte  immédiatement  de  ce  que  l'on  a 

\'  —  ^i+s+s^^- ...  +SI-' 

à  cause  de  \  =  SA  et  que,  d'autre  part,  la  norme  relative  d'un  idéal  quelconque  de  C 
est  un  idéal  de  c(Q. 


§  145.  —  Famille  de  classes  dans  lm  corps  kummeriex  régulier. 

Considérons  dans  le  corps  kummerien  régulier  C  un  ensemble  de  classes,  tel  que 
la  /'■^""^  puissance  de  chacune  d'elles  contienne  des  idéaux  de  c{Z)  et  que,  de  plus,  il 
contienne  toutes  les  classes  contenant  des  idéaux  de  cÇÇ);  tel,  de  plus,  que  le  produit 
et  le  quotient  de  deux  classes  de  l'ensemble  en  fassent  encore  partie.  J'appellerai  un 
tel  ensemble  une  famille  de  classes  du  corps  kummerien.  Dans  toute  famille  de 
classes,  on  peut  toujours  déterminer  n  classes  K^,  ...,  K,^,  telles  que  toute  classe  de 
la  famille  est  représentée  une  fois,  et  une  seule,  par  le  produit 

K^-  K;'^ . . .  k;;"  k  ' 

lorsque  u^,  u^,  ... ,  u,^  prennent  séparément  les  valeurs  0,1 / —  i,  et  A-  désignant 

une  quelconque  des  classes  renfermant  parmi  ses  idéaux  des  idéaux  de  cil)-  On  appel- 
lera Kj,  ... ,  K,j  une  base  de  la  famille  de  classes.  On  montre  facilement  que  le  nombre 
de  classes  de  toute  autre  base  de  la  famille  est  encore  égal  à  n.  Ce  nombre  n  sera  lé 
degré  de  la  famille  de  classes. 
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Si  toutes  les  classes  d'une  famille  contiennent  des  idéaux  de  c(Q,  elle  est  de 
degré  o.  Une  autre  famille  de  classes  est  encore  formée  parla  totalité  des  classes 
de  C  contenant  soit  des  idéaux  invariants  de  C,  soit  des  produits  de  tels  idéaux  par 
des  idéaux  de  c(Q.  Enfin,  la  totalité  des  classes  invariantes  du  corps  kummerien 
forme  une  famille. 


S  i46.  —  Deux  lemmes  généraux  sur  les  unités  fondamentales  relatives 
d'un  corps  cyclique  relatif  de  degré  premier  impair. 

Avant  de  poursuivre  les  recherches  du  précédent  paragraphe,  établissons  deux 
lemmes  se  rattachant  au  théorème  91  du  paragraphe  55. 

Lemme  3i.  —  Soit  /  premier  impair  le  degré  relatif  d'un  corps  C  cyclique  relatif 
par  rapport  à  un  sous-corps  c,  soit  S  une  substitution  autre  que  la  substitution 
identique  du  groupe  relatif  de  C  par  rapport  à  c,  et  soit  H,.  •••.  H^-^,  un  système 
d'unités  fondamentales  relatives  du  corps  C  par  rapport  à  c;  on  a  dès  lors  pour 
toute  unité  E  de  C  une  relation  de  la  forme 

/étant  un  exposant  entier  rationnel  non  divisible  par  /,  F,(S),  ...,  F^j,(S)des  poly- 
nômes entiers  en  S  de  degré  (7 —  2)  à  coefficients  entiers  et  [e]  une  unité  de  C  dont 
la  P™*'  puissance  appartient  à  c. 

Démonstration.  —  De  la  démonstration  du  théorème  91  résulte  que  les  unités 

H, H^..  SH, SH,, S'-*H S'-^H^. 

jointes  à  r  unités  fondamentales  du  corps  c  sont  indépendantes,  et  comme  il  y  en  a 
en  tout  /(r  +  0  —  i,  il  existe  pour  toute  unité  E  de  C  des  relations  de  la  forme 

où  G(S),  G,(S),  ...,  G^j(S)  sont  des  polynômes  entiers  en  S  de  degré  / — 2  a  coef- 
ficients entiers,  dont  le  premier  n'est  pas  identiquement  nul,  et  où  [e]  est  une  unité 
de  C  telle  que  [e]'  est  dans  c.  Parmi  les  relations  (122)  en  nombre  infini,  prenons-en 
une  où  G(Q  soit  divisible  par  une  puissance  de  i  —  Z  aussi  petite  que  possible. 
Admettons  que  ce  soit  précisément  la  relation  (122);  supposons,  de  plus,  d'abord 
que  GÇÇ)  soit  au  moins  divisible  par  i  —  Z.  D'après  la  définition  des  unités  fonda- 
mentales, paragraphe  55,  il  faut  que 

G.(ç),  ....  G^._,(0 
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soient    aussi   divisibles  par   i  —  Z.    En   élevant   (122)  à  la   puissance   symbolique 

(i— S*)  (1— S')  ...  (i— S'-')etenposant 

on  trouve  facilement,  la  (i  +  S  +  S*  +  ...  +  S'"*)'^"^  puissance  symbolique  de  toute 
unité  de  G  étant  dans  c  : 

(123)  E'^"='^'  =  Hfï«^'...H;îr'-""w. 

où  [s]  est  encore  une  unité  de  c  ou  la  racine  /'^™*^  d'une  unité  de  c. 

A  cause  de  l'égalité  (128),  une  racine  /'^"^  de  ce  nombre  [s]  est  certainement  un 
nombre  de  C,  et  par  suite  aussi  une  unité  de  C  dont  la  /"'^""^  puissance  appartient  à  c, 
et  qu'on  désignera  encore  par  [s]  ;  on  lire  alors  de  (128) 


:Ge(S) 


=  H?î'^>...H^;r""w. 


[s]  étant  encore  une  unité  de  C  dont  la  /'^"'«  puissance  est  dans  c.  Cette  égalité  est  de 
la  même  forme  que  (122),  sauf  que  G*(;^)  serait  divisible  par  une  puissance  de  i  —  ^ 
inférieure  à  celle  qui  divise  G(^),  ce  qui  est  contradictoire  à  notre  hypothèse  sur  le 
choix  de  (122).  Donc  G(v)  ne  peut  être  divisible  par  i  —  Ç. 

En  posant  /=G(w)G(^*) ...  G(s'~'),  /est  un  entier  rationnel  non  divisible  par  /. 
et  il  existe  évidemment  deux  polynômes  entiers  H(S),  M(S)  à  coefficients  entiers, 
vérifiant  identiquement  en  S  l'égalité 

/=H(S)G(S)  +  M(S)(i  +  S  +  S'  4-  ...  +  S'-). 

En  élevant  (122)  à  la  H  (S)''™"  puissance  symbolique  on  obtient  la  formule 
annoncée  dans  le  lemme  3i. 

Lemme  82.  —  Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  lemme  3i,  prenons  les 
normes  relatives  des  r  -f-  i  unités  fondamentales  relatives  du  corps  relatif  cyclique  C  : 

■^.  =  N^(HJ -')..,,  =  N,(H,^,), 

toute  unité  £  de  c  égale  à  la  norme  relative  d'une  unité  E  de  C  est  alors  de  la  forme 

— .,«,       .,."'■+"  ri' 

«, ,  ...,  «^  ^  étant  des  entiers  rationnels  et  [  ]  une  unité  de  C. 

Démonstration.  —  D'après  le  lemme  3i,  nous  avons  pour  E  une  égalité 

E'^Hr'^'...H';r*'*[e]. 
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avec  les  notations  de  ce  lemme.  En  prenant  la  norme  relative  par  rapport  à  c,  on 
obtient  (') 

Kn  délerininanï  ensuite  deux  entiers  rationnels  a  et  h,  tels  que  l'on  ait  1 1=0/  +  hl, 
et  en  élevant  (j24)  à  la  puissance  a,  on  obtient  une  formule  conforme  au  lemme  82. 


S  1/17.  —  Les  classes  d'idéaux  déterminées  par  les  idéaux  invariants. 

Soit  C  =  c\\/\).,  Z)  un  corps  kummerien  régulier,  prenons  dans  son  groupe  relatif 
la  substitution  S  =  (v/[x  '.  Z\/ii-).  Comme  tout  idéal  invariant  5(  de  C  détermine  une 
classe  invariante,  vu  S3l  =  5l.  nous  devons  d'abord,  pour  arriver  à  la  connaissance 
des  classes  invariantes,  étudier  la  famille  de  classes  engendrée  par  les  idéaux  inva- 
riants. On  a  l'importante  proposition  : 

Théorème  i58.  —  Soit  l  le  nombre  des  idéaux  premiers  distincts  gui  divisent  le  dis- 
criminant relatif  du  corps  kummerien  régulier  C  =  c{\/\).,  iç)  de  degré  relatif  l;  les 
normes  relatives  de  toutes  les  unités  de  C  forment  pour  c  une  famille  d'unités  de 
degré  m;  si  nous  considérons  alors  toutes  les  classes  contenant  soit  des  idéaux  inva- 
riants de  C,  soit  des  produits  de  tels  idéaux  par  des  idéaux  de  c(w),  elles  J  or  ment  une 
famille  de  classes  de  degré 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  que  le  nombre  [j.  ne  soit  pas  de  la  forme 
éa',  où  £  et  a  sont  une  unité  et  un  nombre  de  c{^).  Alors  toute  unité  [s]  du  corps 
C  =  c(\/[j,,  Z)  dont  la  /'^'"'^  puissance  est  dans  c(Ç)  est  nécessairement  elle-même  dans 
c(Z);  déplus.  H,.  •••»  H/_,  désigneront  un  système  d'unités  fondamentales  relatives 

du  corps  C  par  rapport  à  c(^)  et 

leurs  normes  relatives. 

/—  i 

Nous  prenons,  en  premier  lieu,  le  cas  exlrcme  ou  l'on  a  m  = .  Nous  con- 

2 

cluons  du  lenmie  32  que  les  linilés  ■r^^,   ...,  Y|^_,  forment  une  base  de  la  famille 
(1)  N.  T.  —  Si  l'on  a  en  cftV-t 

Q  =  c./(^)  =  oi«(So.)". ...  (S'-^o)"'-^ 

on  en  déduit 

:\c(Q)=[N.((o)r[N,(S(o)7.  ...  [N,(S'-^o,)]"'-^=[Ne(o,)r-V—«/-2^[N,(o.)7»'>. 
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d'unilés  formée  des  normes  relatives  de  toutes  les  unités  de  C.  Considérons,  d'autre 

part,  les  /  idéaux  premiers  invariants  fi^ fi,  du  corps  C  ;  ils  déterminent  t  classes 

invariantes,  que  nous  désignerons  par  L^,  ...,  L^.  Pour  déterminer  le  degré  de  la 
famille  de  classes  qu'elles  définissent,  posons 

(125)  M  =  \/â  =  fif  ...  Sfi, 

où  a,,  ...,  a^  sont  des  exposants  entiers  et  j  un  idéal  de  cÇQ.  \\i  l'hypothèse  faite 
sur  ;x,  l'un  au  moins  des  exposants  a,,  ...,  a^  n'est  pas  divisible  par  /;  soit,  par 
exemple,  a^.  Nous  déduisons  de  (lao)  que 

k  =  \J['  ...  L^' 

est  une  classe  contenant  des  idéaux  du  corps  c(Ç);  comme  L/  est  aussi  une  classe  de 
cette  espèce,  il  en  résulte  que  L^  est  le  produit  de  puissances  des  classes  L, ,  ...  ;  [.^^ 
et  d'une  classe  contenant  des  idéaux  de  c(ç). 

Démontrons  maintenant  que  les  classes  L^,  ...,   L^_^  ne  peuvent  à  elles  seules 
composer  aucune  classe 

(126)  /t'=Lf...L;V 

contenant  des  idéaux  de  c(w),  à  moins  que  tous  les  exposants  a\,  ... ,  a\_^  soient  divi- 
sibles par  /.  En  effet,  de  la  relation  (126)  on  tirerait  une  égalité 

(■27)  M'=sr-...fi::!r'i'- 

où  i'  serait  un  idéal  de  cÇÇ)  et  M'  "n  entier  de  C;  on  en  concluerait  alors  que 
E=  M """^  devrait  être  une  unité  de  C.  Appliquons  à  E  le  lemme  3i;  on  a  aussi 
une  égalité  de  la  forme 

F/-1(S)  ■ 

(128)  E'=Hr'*'>...Hj     s. 

où  y  est  un  entier  rationnel  non  divisible  par  /,  F,(S),  ...,  F,_^(S)  des  polynômes 

entiers  en  S  à  coefficients  entiers  et  î  une  unité  de  c(Q.  Comme  on  a  évidemment 
N,(E)=  ',  on  a,  en  prenant  la  norme  relative  des  deux  membres  de  (128), 

y/-i(i)  » 

F,(l)  - 

1  =  ni     •  •  • ''•i,_,    • 

TT,,,  ...,  T|,_^  devant  former  la  base  d'une  famille  d'unités,   les  entiers  Fj(i),   ..., 

2 
F,_,(i)  doivent  être  tous  divisibles  par  /,  et  par  suite  ¥J^Ç),  ...,  F,_,(w)  par  i^ — Ç.  En 

posant 

F,(o  =  (r-r)F:(0,...,F,_,(0-(i-:)F;L,(r), 
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et 


E'=  H' 


£  , 


£*  étant  encore  une  unité  de  c(Q.  Puis,  en  prenant  la  norme  relative,  on  a  r  =  s*', 
c'est-à-dire  que  e*  est  une  racine  Z'^""'  de  l'unité,  par  exemple  =  Z".  Comme  M  '^^  =  Ç~', 
on  a 

iM''M''H-'î^-^=i, 

c'est-à-dire  que  l'expression  M"^M^H~'  est  un  nombre  de  c(Ç).  Comme  M'  (vu  127) 
ne  contient  pas  l'idéal  C^  ou  le  contient  à  une  puissance  d'exposant  divisible  par  /, 
que  M  contient,  au  contraire,  C^  à  une  puissance  d'exposant  n^  non  divisible  par  /,  la 
décomposition  de  ce  nombre  en  idéaux  premiers  du  corps  c(Ç)  montre  d'abord  que  g 
doit  être  divisible  par  /;  puis  elle  montre,  /étant  premier  à  /,  que  les  exposants 
a/,  ...,  a/_,  devraient  être  tous  divisibles  par  /,  contrairement  à  l'hypotlièse.  Par 
conséquent  il  ne  peut  y  avoir  entre  les  classes  L, ,  ... ,  Lj_,  une  relation  comme  (126), 

c'est-à-dire  que  les  classes  L, ,  ... ,  L,  ,  forment,  si  m= ,  une  base  de  la  famille 

3 

de  classes  engendrée  par  la  totalité  des  idéaux  invariants;  le  degré  de  cette  famille 

1+  I 
est  donc  / —  \  z=t  -\-  m . 

/  — 3  .  . 

Supposons,  en  second  lieu,  w= .  Il  doit  alors  exister  entre  les  unités  r^^, 

•  •-'  0;-,  "lie  relation  de  la  forme  r/i,  ...,  ■r\^^^  ^y/,  les  exposants  e,,  ....  e^_^  n'étant 

2  2  2 

pas  tous  divisibles  par  /,  y)  étant  une  unité  de  c(Ç).  Si  e^_, ,  par  exemple,  n'est  pas 

2 
divisible  par  /,  y;,,  ....  r),_^  forment  une  base  de  la  famille  des  normes  relatives  de 

2 
toutes  les  unités  de  C  :  cela  résulte  du  lemme  82.  Formons  alors  l'unité 

(>'-^9)  E  =  Hr^  . . .  H^"r,-^ 

Comme  elle  a  pour  norme  relative  i,  il  existe  dans  C  un  entier  A  tel  que  l'on  ait 
A'~*^^E  (théorème  90).  Déterminons  —  ce  qui  est  toujours  possible  —  un  entier 
positif  r  tel  que  dans  le  produit  (\/| '  =  A  |\/j *"  l'idéal  ii^  entre  avec  un  exposant  divisible 
par  /.  Les  autres  facteurs  fi, ,  ... ,  fi^_,  ne  pourront  avoir  tous  dans  M'  des  exposants 
divisibles  par  /,  car  autrement  on  aurait,  d'après  le  théorème  i53,  M'=  O^-  O  éjtant 
une  unité  de  C  et  x  un  entier  de  c(w);  et  on  aurait  par  suite  0'^^  =  EÇ  '-  contraire- 
ment à  la  définition  (S  55)  des  unités  fondamentales  relatives  H,-  •••'  H;-,' puisque, 

~2~ 

dans  l'expression  (129)  de  E-  <?;„,  est  premier  à  /.Alors  l'idéal  invariant  fi,_,,  par 
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exemple,  entre  dans  M'  a^^c  un  exposant  non  divisible  par  /.  On  en  conclut  que  la 
classe  L^_,  est  le  produit  de  puissances  des  classes  L, ,  ...,  L^_^  et  d'une  classe  con- 
tenant des  idéaux  de  c(Ç). 

Démontrons  maintenant  que  les  classes  L, ,  ...,  L^_j  ne  peuvent  former  aucune 
classe 

(i3o)  /f''=L;"^ ...  L;"'r' 

contenant  des  idéaux  de  c(Z),  à  moins  que  les  exposants  a'^,  ... ,  a'^__,  soient  tous  divi- 
sibles par  /. 

En  effet,  une  relation  (i3o)  entraînerait  une  égalité 

(i3i)  M"=<'^.--Cr'i"' 

M"  étant  un  entier  de  C  et  j"  un  idéal  de  c(Ç);  alors  E'=  M'"~^  devrait  être  une  unité 
de  C.  En  lui  appliquant  le  lemme  3i,  on  obtient  une  égalité 

¥'l-liS) 

(i32)  E'^' =  H^*'>  •  •  •  H  J     e, 

f  étant  un  entier  rationnel  non  divisible  par  l,  les  polynômes  F'(S)  étant  à  coefficients 
entiei-s  et  s  une  unité  de  c(Ç).  Déterminons  alors  un  exposant  entier  rationnel  «  tel 
que  l'entier  F',_,(i)  4- tie,_,  soit  divisible  par  /;  on  obtient,  par  rapport  à  c(Ç), 

comme  Nc(E')  =  i , 

F'f_3(4)+ttff-:{ 

(i33)  .  i  =  vi[V"""^^...rj^ 

i 

e'  étant  encore  une  unité  de  c(Ç).  Les  unités  yj,,  ... ,  ■f\,_j  étant  une  base  d'une  famille 

2 

d'unités,  il  résulte  de  (i33)  que  les  exposants  F/(i)  -H  ue^,  ...,  F',_,(i)  -|-  «<?,_,  sont 

2  2 

tous  divisibles  par  /,  c'est-à-dire  que  tous  les  nombres 

2  2 

sont  divisibles  par  i  —  Ç.  En  posant 
et  > 

h'=hP''...h^ 

il  résulte  de  (iSa) 

E'^'E"  =  H"-^£^', 

où  E  est  l'unité  de  C  définie  par  (129)  et  ='*  encore  une  unité  de  cÇÇ);  en  prenant  la 
Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  5i 


F»'/-t(S) 


•<> 
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norme  relative,  on  a  i  ==='*',  c'est-à-dire  que  s'*  est  une  racine  de  l'unité,  égaL:  par 
exemple  à  ^'.  On  a  alors,  en  tenant  compte  des  égalités  : 

\M"''M"'W-"'H'-']'-'=  I, 

c'est-à-dire  que  l'expression  entre  crochets  est  un  nombre  de  c('Ç). 

En  remarquant  que  fi/,  fi/_,,  8/_2,  •••,  fi^  sont  idéaux  premiers  dans  c(Q,  nous 
voyons  d'abord  que  g'  —  ur  doit  être  divisible  par  /;  alors,  fj\'  contenant  par  hypo- 
thèse l'idéal  8,_,  à  une  puissance  d'exposant  non  multiple  de  /,  tandis  qu'au  con- 
traire IVI"  contient,  d'après  (i3i),  8^_^  à  une  puissance  d'exposant  multiple  de  /,  on 
voit  que  ii  devrait  aussi  être  divisible  par  /,  et  enfin, /' étant  premier  à  /,  que  les 
exposants  a\,  ...,  a",_,  devraient  être  tous  divisibles  par  /,  contrairement  à  l'hypo- 
thèse faite  à  leur  sujet.  Ainsi  il  est  démontré  qu'une  relation  (i3o)  ne  peut  exister 

/ 3 

entre  les  L,,  ... ,  L,_,,  c'est-à-dire  que  ces  classes  forment  dans  le  cas  de  m  = 

2 

une  base  de  la  famille  de  classes  engendrée  par  tous  les  idéaux  invariants;  son  degré 

est  donc  t  —  2,  conformément  à  la  formule  du  théorème  i58. 

/ 5 

Supposons,  en  troisième  lieu,  m  = .  Alors  il  existe  entre  les  unités  y;,  ,  ....  ■r^l_^ 

'^  e  ~' 

lui 
non  seulement  une  relation  de  la  forme  r^\'  ■••  '^/J,  =  V'  r,  étant  une  unité  de  c(0  et 

l'un  au  moins  des  exposants,  par  exemple  e,_,  n'étant  pas  divisible  par  /;  mais  il  y 

en  a  encore  une  de  la  forme  r|f'  ...r,     -  =t,",  ^^^   étant  encore  une  unité  de  c(Q  et 

l'un  des  exposants  e/,  par  exemple  e\_^  n'étant  pas  divisible  par  /.  Formons  les 
unités 


(•34) 


E  =  H?  ...H,J,  T.-'. 


'—1 


H,J  -' 


La  norme  relative  de  E  et  E'  étant  égale  à  i.  on  peut  (théorème  90)  poser 
E  =  A*~^  et  E'  =  A''^^>  a  et  A'  étant  des  entiers  de  C.  Si  l'on  détermine  alors,  comme 
dans  le  cas  précédent,  un  entier  positif  r,  tel  que  |\/|'  =  AIVI*^  contienne  fi,  à  une  puis- 
sance d'exposant  multiple  de  /,  l'un  au  moins  des  facteurs  fi,,  ... ,  fi,_,  entre  dans  M' 
à  une  puissance  d'exposant  non  multiple  de  /,  soit  par  exemple  fi^_,.  Déterminons 
alors  deux  entiers  positifs  r'  et  /•"  tels  que  M"  =  A'M"^  M*^  contienne  les  deux  fac- 
teurs fi^  et  fi,_,  à  des  puissances  d'exposants  multiples  de  /.  Alors  les  facteurs 
8i>  ••• .  fi,_„  ne  peuvent  tous  avoir  dans  ce  nombre  {VI"  des  exposants  divisibles  par/. 
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Car  autrement  on  pourrait  poser,  d'après  le  théorème  i53.  |y|"z=0'a',  O'  étant  une 
unité  de  C  et  a'  un  entier  de  c(Ç).  En  considérant  alors  les  égalités  |VI'-^^;^^', 
A'~'^=E,  A""''=E'on  aurait, 

Q  '  I— s  __.  p'  pr'  ■'  —  (rr'+r") 

d'où  on  déduirait,  à  cause  de  (i3/i), 

(i35)  O"-^  =  H'y^  •  •  •  H J"     ~H^3, 

B  étant  une  unité  de  c(Z);  mais  cette  relation  est  incompatible  avec  la  définition  des 
unités  fondamentales  relatives  (S  55);  car  chacun  des  nombres  ej_, ,  e'^_,  étant  pre- 

2  2 

mier  à  /,  les  exposants  de  H;-,.  Hj_,  dans  (i35)  ne  sont  certainement  pas  tous  deux 

2  2 

divisibles  par  /.  Si  donc,  par  exemple,  8,_j  figure  dans  M"  avec  un  exposant  non 
divisible  par  /,  on  en  conclut  que  la  classe  L^_^  est  un  produit  de  puissances  des 

classes  L,,  ... ,  h^_^  et  d'une  classe  contenant  des  idéaux  de  c{Q. 

l 3 

Les  mêmes  considérations  que  dans  le  cas  de  m  = montrent  encore,  dans  le 

2 

cas  actuel  de  m^= ,  que  les  classes  d'idéaux  L,,  ...,  L^_3  ne  peuvent  former 

aucune  classe 

l,m f  «'"i  I  a"'t_3 

Ix     L,,  ...    l.j_3 

contenant  des  idéaux  de  c(0.  si  les  exposants  a!"  sont  des  entiers  rationnels  non  tous 
divisibles  par /.  L, ,  ...,  L^_3  forment  donc  une  base  de  la  famille  de  classes  composée 
de  tous  les  idéaux  invariants;  son  degré  est  par  suite  t  — ^^3,  ce  qui  est  conforme  au 
théorème  i58. 

En  continuant  par  le  même  procédé,  on  arrive  à  démontrer  complètement  le 
théorème  i58. 

Nous  avions  exclu  le  cas  où  le  corps  kummerien  C  serait  défini  par  un  nombre 
y  £,  £  étant  une  unité  de  c(Ç)  ;  il  nous  reste  donc  à  traiter  ce  cas  à  part. 

Le  discriminant  relatif  du  corps  C^c(y/. ,  ^j  ne  peut  alors,  d'après  le  théo- 
rème lis,  contenir  d'autre  facteur  premier  que  ï.  On  a  dans  C  la  décompo- 
sition I  ^  8'  et  S  est  le  seul  idéal  premier  invariant  de  G .  Soient  encore  t,, ,  ... ,  T|,_,  , 

2 

les  normes  relatives  des unités  fondamentales  relatives  H,.  •••.  H/-,-  Comme 

le  degré  d'une  famille  d'unités  de  c(ç)  est  toujours  >^ ,  on  a  certainement  une 

relation  de  la  forme  * 

(l36)  e,  .,—.—_..' 
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OÙ  e^ <?,_,,  e^^^  sont  des  entiers  rationnels  non  tous  divisibles  par  /  et  y,  une 

2  2 

unité  de  c(^).  En  posant  . 

(i37)  H  =  H?...H^(>/3)    =^  rr', 

on  a  Nc(H)=  i»  et  par  suite  (théorème  90)  H  =Â'~^.  A  étant  un  entier  de  G;  on  peut 
alors  poser  (*)  A  =  S°i.  \  étant  un  idéal  de  c(Ç).  L'exposant  a  n'est  pas  divisible  par  /, 
car  autrement,  comme  fi' =  ï  =  i  —  '^,  on  aurait,  vu  le  théorème  i53,  A  =  0^. 
O  étant  une  unité  de  G  et  a  un  nombre  de  c(Ç);  mais  on  aurait  alors  H  =  0'~^,  et 
par  suite,  à  cause  de  (137),  une  contradiction  avec  la  définition  des  unités  fondamen- 
tales relatives  (S  55).  De  l'égalité  A=^fi''i.  nous  tirons  j'^*'  i  :  donc  i^^  i,  fi"^*'  i,  et 
comme  a  est  premier  à  /,  8  ^^^  i,  c'est-à-dire  que  le  seul  idéal  invariant  du  cas  actuel 
est  un  idéal  principal.  Le  degré  de  la  famille  de  classes  de  tous  les  idéaux  invariants 
est  par  suite  égal  à  o  dans  le  cas  actuel. 

Supposons  maintenant  que  parmi  les  exposants  £>,,  —  e,_, ,   t',_, ,  par  exemple, 

soit  premier  à  /et  démontrons  qu'il  ne  peut  exister  aucune  relation 


'/-3    <"  t  +  \ 


(l38)  7i^   ...r  J    t     ^-    =r, 


fl 


OÙ  e/,  ....  e',_3,  e\, ,  soient  des  entiers  rationnels  non  tous  divisibles  par  l  et  y,'  une 

2  2 

unité  de  c{^).  En  effet,  on  en  déduirait  que 

est  une  unité  de  norme  relative  égale  à  i.  Posons,  d'après  le  théorème  90,  H'  =  A''~^> 
A'  étant  un  entier  de  G,  et  déterminons  un  exposant  entier  positif  r  tel  que  8  ait 
dans  AA*^  un  exposant  divisible  par  /.  On  peut  alors,  vu  le  théorème  i53,  poser 
A'A'^  =  0'a',  O'  étant  une  unité  de  G  et  a'  un  entier  de  c(l);  alors  on  a  0''-*^  =  H'H^ 
c'est-à-dire  que  l'unité 

■À  i 

serait  la  (r  — S)''^™e  puissance  symbolique  d'une  unité  de  G,  ce  qui  est  incompatible 

avec  la  définition  des  unités  fondamentales  relatives.  Une  relation  telle  que  (i38)  est 

donc  impossible;  vu  (i36),  et  comme  e,_j  est  premier  à  /,  r^^,  ...,  t„_3,  s  forment 

2  2 

donc  une  base  de  la  famille  d'unités  formée  des  normes  relatives  de  toutes  les  unités 

(i)  N.  T.  —  Parce  que  8  est  le  seul  idéal  invaiiant  de  C. 
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de  G.  Le  degré  de  cette  famille  est  donc et,  par  suite,  toute  unité  de  c(Z)  est  la 

norme  relative  d'une  unité  de  C .  On  a  donc 

t  -\-  m =  o , 

2 

et  le  théorème  i58  est  encore  établi  dans  ce  cas. 


S    l48.   —  La  totalité  des  classes  d'idéaux  OVARIA^TES. 

Le  théorème  i58  a  mis  en  lumière  une  relation  remarquable  qui  existe  entre  la 
famille  de  classes  formée  de  tous  les  idéaux  invariants  et  la  famille  d'unités  formée 
par  les  normes  relatives  de  toutes  les  unités  de  C .  11  y  a  une  relation  aussi  impor- 
tante entre  la  famille  de  classes  formée  de  toutes  les  classes  invariantes  et  une  cer- 
taine famille  d'unités  de  c(Ç). 

Théorème  109.  —  Soit  t  le  nombre  des  idéaux  premiers  qui  divisent  te  discriminant 

relatif  du  corps  liummerien  régulier  C  de  degré  relatif  l;  toutes  les  unités  de  c(w)  égales 

à  la  norme  relative  soit  d'une  unité  de  C ,  soit  dune  fraction  de  C ,  forment  une  famille 

d'unités  :  si  n  est  son  degré,  la  famille  de  classes  formée  de  toutes  les  classes  invariantes 

.     .       .  ^+  ' 

est  de  degré  t  -\-  n . 

2 

Démonstration.  —  Donnons  à  m  le  même  sens  que  dans  le  théorème  i58.  Si,  en 
premier  lieu,  n  =  m,  la  famille  d'unités  en  question  coïncide  avec  celle  du  théo- 
rème i58,  c'est-à-dire  qu'une  unité  de  c(Ç)  égale  à  la  norme  relative  d'une  fraction 
de  C  est  en  même  temps  toujours  égale  à  la  norme  relative  d'une  unité  de  C.  Dé- 
montrons alors  que,  dans  ce  cas,  la  famille  de  classes  des  idéaux  invariants  est  la 
famille  de  toutes  les  classes  invariantes.  En  effet,  A  étant  une  classe  invariante  de  C 
et  ^  un  idéal  de  A,  nous  pouvons  poser  21'-^  =  a,  a  étant  un  certain  nombre  entier 
ou  fractionnaire  de  C,  et  la  norme  relative  Nc(a)  est  alors  évidemment  égale  à  une 
unité  j  de  cÇÇ).  Comme  ensuite,  dans  le  cas  actuel,  n  =  m,  on  peut  aussi  trouver 
dans  C  une  unité  H  telle  que  Nf(H)  ^.3r.  on  a  Nc(a~'H)  =  i,  et  par  suite  (théorème  90) 
a~"'H  =  t'^*  ou  ab'~^  =  H.  &  étant  un  nombre  convenable  de  C.  A  cause  de 
a  =  5l'~^,  on  a  (?lb)'-^  =  H.  c'est-à-dire  que  51b  est  le  produit  d'un  idéal  invariant 
et  d'un  idéal  de  c(Ç),  et  par  suite  on  obtient  la  classe  A  en  multipliant  une  classe 
contenant  un  idéal  invariant  par  une  classe  contenant  des  idéaux  de  c{'ç).  Notre 
assertion  est  donc  justifiée  et  le  degré  de  la  famille  de  classes  formée  de  toutes  les 

classes  invariantes  est  alors  (vu  le  théorème  i58)  égal  à  / -f-  m .  co  qui  est 

2 

conforme  au  théorème  109,  si  /î  =  m. 
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Soit,  en  second  lieu,  n  =  m,  -{-  i  ;  il  existe  alors  dans  c(Ç)  une  unité  j.  qui  n'est  pas 
égale  à  la  norme  relative  d'une  unité  de  C,  mais  est  la  norme  relative  d'une  fraction 
a  de  C,  et  toute  autre  unité  Sr'  de  même  nature  sera  égale  à  St'  =  3r''-q,  a  étant  un 
exposant  entier  et  tj  la  norme  relative  d'une  unité  de  C.  Posons 

•^^j,  ....  ^,,  étant  des  idéaux  premiers  distincts  de  C,  dont  aucun  n'est  conjugué 
relatif  d'un  avitre  et  où  Gj(S),  ... ,  G^(S)  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  de 
degré  / —  i  en  S.  Comme  Nc(a)  =  j,  on  a 

d'où  l'on  déduit  aisément  que  tous  les  polynômes  G  sont  divisibles  par  i  — 8.  l'osons 

G,(S)  =  (i-S)G:(S) G,(S)  =  (i-S)G;(S) 

et 

•31  étant  un  idéal  de  C  et  %  un  entier  ou  une  fraction  de  c(Ç);  on  a,  dès  lors,  a  =  3l'~^. 
Il  en  résulte  d'abord  que  51  détermine  une  classe  invariante.  Cette  classe  invariante  A 
ne  contient  pas  d'idéal  égal  au  produit  d'un  idéal  invariant  par  un  idéal  de  c(Q.;  en 
cITet,  on  pourrait  dans  ce  cas  poser  5l=cCi,  c  étant  un  entier  ou  une  îraction 
de  C,  tt  un  idéal  invariant  de  C  et  j  un  idéal  de  c(Ç);  on  aurait  alors  ^'-^  =  c^~^ 
c'est-à-dire  a  =  Hc'~^.  H  étant  une  unité  de  C.  Il  en  résulterait  N,.(a)  =  Nf(H)  =  ,5, 
contrairement  à  l'hypothèse  sur  j. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que,  dans  le  cas  actuel  n  =  m  -|-  i,  toute  classe 
invariante  donnée  A'  est  de  la  forme  A'  =  A''LA',  où  A"  est  une  puissance  de  la 
classe  A  qui  vient  d'être  déterminée,  L  une  classe  avec  un  idéal  invariant  et  k  une 
classe  contenant  des  idéaux  de  c(Q.  Pour  cela,  prenons  dans  A'  un  idéal  quelconque 
%';  nous  pouvons  poser  ensuite  21' -^1=  a',  a'  étant  un  nombre  convenable  de  C. 
Alors  Nf(a')  =  j'  est  une  unité  de  c(Ç);  posons,  conformément  à  notre  hypothèse, 
N^(a')  =  j'ï) ,  Sr,  a,  Yj  ayant  le  sens  de  tout  à  l'heure.  Soit  a  le  nombre  déjà  considéré 
pour  lequel  j  =  Nc(rt);  soit,  de  plus,  y,  =  N<,.(H),  H  étant  une  unité  de  C .  On  tire  de 
cette  équation  N(.(a'~'a"H)  =  i ,  et  alors  (théorème  90)  a'~'a"H  =  c'~^,  c  étant  un 
nombre  convenable  de  C,  on  en  tire  (5ï'~'2l"c~')'~^==:  1.  Cette  égalité  montre  que 
2l'"'5ï"c~'  devient,  après  multiplication  par  un  entier  convenable  de  c(Ç),  le  pi'oduit 
d'un  idéal  invariant  S  par  un  idéal  j  de  c(Ç)  ;  on  a  donc  21'  ^^  2l"iii .  Par  conséquent, 
à  cause  de  n  =  m  -{-  i,  le  degré  de  la  famille  de  toutes  les  classes  invariantes  est 

t  -\-  m  ->r  i  : ,  valeur  conforme  au  théorème  iSg. 
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Soit,  en  troisième  lieu,  n  =  m  4-  a;  il  existe  alors  dans  c(Z),  outre  j.  encore  nne 
unité  y  égale  à  la  norme  relative  d'une  fraction  a'  de  C,  et  cependant  elle  ne  peut 
se  mettre  sous  la  forme  .j'  =  .j"ï;,  t,  étant  la  norme  relative  d'une  unité  de  C.  Posons 

(les  ^'  et  les  G'  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que  les  ^  et  les  G  plus  haut). 
Comme  Nc(a')  =  .3r',  on  a 

les  G'  doivent  alors  être  divisibles  par  i  —  S.  Posons 

g;(S)  =  (i-s)g;«(S),  ...,  g:,(S)  =  (i-s)g;;(S) 

et 

21'  étant  un  idéal  de  C  et  a'  un  nombre  de  c{'Ç).  on  a  a' =  21''"^.  L'idéal  W  définit 
donc  une  classe  invariante  A'.  Cette  classe  ne  peut  se  représenter  par  A'=A''L/i, 
A"  étant  une  puissance  de  la  classe  A,  L  une  classe  à  idéal  invariant  et  A'  une  classe 
contenant  des  idéaux  de  c(Q.  En  effet,  il  en  résulterait,  pour  21',  2l'  =  c2l''Lj ,  c  étant 
un  nombre  de  C,  L  un  idéal  invariant  et  j  un  idéal  de  c(t);  mais  alors  on  aurait 
5('i-s_j;i-s5ja(i-s)^^i-s^a  c'est-à-dire  a'r=Hc*-^a",  H  étant  une  unité  de  C.  En 
prenant  la  norme  relative,  on  aurait  Nc(a')  =  y  =  j''Nc(H).  ce  qui  est  impossible. 

Dans  le  cas  actuel  n  =  m  4-  3,  toute  unité  j"  de  c(Ç)  égale  à  la  norme  relative  d'un 
nombre  de  C  est  de  la  forme  j"  ^  Sr'"' ,3r"r; ,  a',  a  étant  des  exposants  entiers  et  tj  la 
norme  relative  d'une  unité  de  C .  Alors,  par  les  mêmes  considérations  que  plus  haut, 
on  montre  que  toute  classe  invariante  A"  peut  se  représenter  par  X'"'\"Lk,  A',  A  étant 
les  classes  précédemment  définies,  L  une  classe  à  idéal  invariant,  k  une  classe  con- 
tenant des  idéaux  de  c(Ç).  Le  degré  de  la  famille  de  classes  formée  de  toutes  les  classes 

invariantes  est  alors  /  +  m  +  a ,  ce  qui  est  la  formule  du  théorème  i5g  pour 

En  continuant  ainsi,  on  démontre  complètement  le  théorème  159. 


S  i49-  —  Caractères  d'l>  nombre  et  d'u>  idéal  dans  un  corps  kummeriex  régulier. 

Il  s'agit  maintenant  d'étudier  la  répartition  des  classes  d'idéaux  d'un  corps  kum- 
merien  régulier  C:^c\\/\).,  'Q,  au  même  point  de  vue  que  la  répartition  en  genres 
des  classes  d'un  corps  quadratique.  Nous- désignons  par  ï, ,  ...,  I^  les  t  idéaux  pre- 
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miers  distincts  de  c(Q  qui  divisent  le  discriminant  relatif  de  C .  A  tout  nombre  entier 
v(=|=o)  de  c{Z)  répondent  des  valeurs  déterminées  des  /  symboles  : 

ces  symboles  représentent  (S  i3i)  des  racines  V'''"^*  de  l'unité.  Ces  /  racines  de 
"l'unité  (iSg)  s'appellent  les  caractères  du  nombre  v  dans  le  corps  kummerien  C. 
Pour  un  idéal  3  du  corps  kummerien,  prenons  la  norme  relative  Nc(3)  =  i.  Soit  h 
le  nombre  de  classes  de  c{Z)  et  h*  un  entier  positif,  tel  que  l'on  ait  hh*^  i,  mod  /. 
Alors  i*"*  est  un  idéal  principal  de  c(i^).  Soit  ji'"'*  =  (v),  v  étant  un  entier  de  c(l).  Soit 
encore  ;,  une  unité  de  c(î^).  Alors  si  pour  toute  unité  r,  les  t  symboles 

i  I.  S'  *■•'■(  h  s 

ont  la  valeur  i,  nous  poserons  r=r/  et  nous  appellerons  les  /*  racines  de  l'unité 

/  ï.  S MJ 

les  caractères  de  l'idéal  3;  ils  sont  parfaitement  définis  par  cet  idéal. 

S'il  existe,  d'autre  part,  une  unité  $,  dans  c(Z),  telle  que  l'un  au  moins  des 
/  symboles 

(   K  ) (   h   ( 

soit  différent  de  i,  nous  pouvons,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  que,  par 
exemple,     — —  ^(,. 

'   '  ,  \  c  ,  a  j 

Considérons  alors  toutes  les  unités  E,  de  c{Z)  pour  lesquelles  ^  "    '  =  i-  Soit, 

parmi  elles,  z^  une  unité  pour  laquelle  l'un  au  moins  des  symboles 

i  K   î (UÎ 

soit  différent  de  i  ;  nous  pouvons  admettre  que,  par  exemple,  j-^ — ^   =^  Z.  Conside- 

rons  toutes  les  unrtés  Cj  pour  lesquelles  les. deux  derniers  caractères  relatifs  à  I^  et 
ï<_,  sont  égaux  à  i,  et  voyons  si  elles  en  comprennent  une  e^,  pour  laquelle  l'un  au 
moins  des  /  —  2  symboles 

i£v^)  \h'  V-} 

.       M.  i (ï.-J 

soit  =|-i.   En  continuant  ainsi,   nous  obtenons  finalement  un  certain  nombre  r* 

I 
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d'unités  s,,  s,,  ...,  £,.«  de  c(ç),  telles  que  l'on  a,   en  rangeant  convenablement  les 
idéaux,  ï^.  ...  ï^. 


c, 


et  que  de  plus,  pour  toute  unité  ;  qui  vérifie  les  r*  conditions, 
les  r  =  ^  —  /'*  caractères 

Mil)        <>h±l 

sont  aussi  tous  égaux  à  i . 

Multiplions  alors  le  nombre  v  de  c(^)  déduit  plus  haut  de  l'idéal  3  par  des  puis- 
sances des  unités  e,,  ....  £,.«,  de  façon  que  le  produit  obtenu  v  vérifie  les  conditions 

j'appelle  alors  les  /'  =  /  —  r*  unités  : 


z.(3)  =  p^^  •••'  ^^(^^  =  rr  ' 


les  caractères  de  V idéal  3.  Dans  le  paragraphe  i5i,  nous  verrons  que  l'on  a  toujours 
r*  <^l  et,  par  suite,  r  ^  i . 


S  i5o.  —  Caractères  d'l^e  classe  et  notion  de  genre. 

Le  théorème  i5r  et  les  remarques  additionnelles,  paragraphe  i33,  conduisent  à 
la  proposition  : 

Théorème  i6o.  —  Les  idéaux  d'une  seule  et  même  classe  d'un  corps  kummerien 
régulier  ont  tous  les  mêmes  caractères 

Il  est  ainsi  possible  de  faire  correspondre  à  toute  classe  d  idéaux  un  système 
déterminé  de  caractères.  Nous  rangerons,  comme  au  paragraphe  ^^  pour  le  corps 
quadratique,  toutes  les  classes  ayant  les  mêmes  caractères,  dans  un  genre,  et  nous 
Fac.  de  T.,  3e  S.,  IL  52 
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appellerons  en  particulier  genre  principal  celui  dont  tous  les  caractères  sont  égaux 
à  I.  Comme  c'est  le  cas  de  la  classe  principale,  celle-ci  appartient  donc  toujours  au 
genre  principal.  Les  premières  formules  (80)  et  (83)  conduisent  facilement  aux  pro- 
positions suivantes  :  G  et  G'  étant  deux  genres  quelconques,  si  l'on  multiplie  chaque 
classe  de  G  par  chaque  classe  de  G',  les  produits  forment  encore  un  genre  :  on  l'ap- 
pellera le  produit  des  genres  G  et  G'.  Les  caractères  en  seront  les  produits  des  carac- 
tères correspondants  de  G  et  G'. 

De  la  définition  résulte  que  les  classes  conjuguées  relatives  SK,  ...,  S'~'K  d'une 
classe  K  font  partie  du  même  genre  que  K,  et,  par  suite,  la  (i  — ^y^me  pviissance  sym- 
bolique d'une  classe  R  quelconque  appartient  au  genre  principal.  Enfin,  il  est  évident 
que  tous  les  genres  d'un  corps  kummerien  contiennent  le  même  nopibre  de  classes. 


S  lai.  —  Limites  supérieures  du  degré  de  la  famille  issue  de  toutes 

LES  classes  I>iVARIAINTES. 

Comme  pour  le  corps  quadratique,  se  pose  la  question  importante  de  savoir  si 
un  système  arbitraire  de  r  racines  /'*"""*  de  l'unité  peut  former  les  caractères  d'un 
genre  du  corps  kummerien.  Cette  question  ne  sera  complètement  éclaircie  qu'au 
chapitre  xxxiv.  Dans  ce  paragraphe  et  le  suivant  nous  placerons  seulement  quelques 
lemmes  nécessaires  pour  la  suite. 

Lemme  33.  —  /  et  n  ayant  le  même  sens  qu'au  théorème  139  et  r  étant  le  nombre 
des  caractères  distinctifs  du  genre  d'une  classe,  on  a  toujours 

/+  I    / 

t^n -—  </■—!. 

2 

Dé/nonstration.  —  Soient  e, ,  ...,  e^»,  les  r*  unités  particulières  de  c(!^)  introduites 
paragraphe  149.  Alors  on  a  /'  =  /  —  r*.  Soient  .2r,,  ...,  .3^„  une  base  de  la  famille 
d'unités  de  c(C,).  normes  relatives  de  nombres  de  C.  Supposons  qu'il  existe  entre  les 
/••  +  n  unités  e^,  ...,  s^c,  5,,  ...,  .5,,  une  relation 

les  exposants  a,,  ...,  a,.«.  b^,  ...,  6„  étant  des  entiers  rationnels  non  tous  divisibles 
par  /  et  e  étant  une  unité  convenable  de  cil);  on  devrait  alors  toujours  avoir  pour 

u=  l,   '.>.,...,  t 


i  £.1   ...   £  r  .J,*    •••   J     ,   IJ-, 
y    1  /••'        I  n  '    «     I 


I  , 


et  si  l'on  remarque  que  les  unités  ,j  sont  normes  relatives  de  nombres  de  G  et  que, 
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par  suite,  on  a  toujours  ,^ — /  =  i  pour  u=  i,  a,  ... ,  /  et  u=  i,  2,  ...,  /?,  on  aurait 
aussi 


K 

Ceci  n'est  possible,  vu  les  formules  (i4o)  pour  les  unités  ?, ,  ....  z^„,  que  si  les 
exposants  a,,  ...,  a^  sont  divisibles  par  /,  et  la  relation  (i^i)  prendrait  alors  la 
forme 

'    i      "  '   '  n  "     ' 

£*  étant  encore  une  unité  de  c(!^).  Mais  comme  les  Sr  forment  une  base  d'une  famille 
d'unités  de  c(Ç),  une  telle  relation  n'est  possible  que  si  tous  les  b  sont  divisibles  par  /. 
Il  résulte  de  là  que  la  relation  supposée  (i4i)  ne  peut  exister,  c'est-à-dire  que  les 

imités  £ ,  £  ,,  j,,  ...,  j   forment  une  base  de  famille  d'unités;  le  de^ré  de  cette 

/— I 
famille  est  r"  +  n,  et  comme  le  degré  d'une  famille  d'unités  est  au  plus ,  on  a 

r*  -f  /i<<^ ,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Comme  on  a  t  -\-  n ^  o,  il  en 

3  2 

résulte  qu'on  a  toujours  r*  <C  t,  donc  r  ^  i . 


S  i52.  —  Complexes  d'un  corps  klmmerien  régulier. 

Soit  h  le  nombre  des  classes  d'idéaux  du  corps  circulaire  régulier  c(C);  il  existe 
alors  dans  le  corps  kummerien  C  =  c(\/[a,  l)  exactement  h  classes  d'idéaux  dis- 
tinctes, contenant  des  idéaux  de  c(Q.  En  effet,  toute  classe  de  c(C)  donne  évidemment 
une  classe  de  R  de  cette  espèce,  et  si  deux  classes  distinctes  k^,  k^  de  c(Ç)  contenaient 

k 
des  idéaux  équivalents  dans  C,  un  idéal  j  de  c(0  dans  la  classe  -r^  devrait  toujours 

devenir  principal  dans  C.  Mais  alors,  d'après  le  théorème  i53,  j  serait  aussi  principal 
dans  c[X,),  contrairement  à  l'hypothèse  fr,  =|-  A',. 

K  étant  alors  une  classe  quelconque  de  C  et  /i, ,  ... ,  k^  les  h  classes  de  C  contenant 
des  idéaux  de  c(u),  j'appellerai  l'ensemble  des  h  classes  /v\K,  ... ,  /c^K  un  complexe. 
Le  complexe  k^,  ...,  /t\  sera  le  complexe  principal  et  se  représentera  par  i.  Les 
h  classes  d'un  complexe  quelconque  P  font  évidemment  partie  du  même  genre;  ce 
genre  s'appellera  le  genre  du  complexe  P. 

Si  une  classe  d'un  complexe  P  est  invariante,  il  en  est  de  même  des  autres;  le 
complexe  sera  dit  invariant. 

P  et  P'  étant  deux  complexes  quelconques,  les  produits  d'une  classe  quelconque 
de  l'un  par  une  classe  quelconque  de  l'autre  forment  encore  un  complexe  :  ce  sera  le 
produit  PP'  des  complexes  P  et  P'. 
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K  étant  une  classe  du  complexe  P,  le  complexe  auquel  appartient  SR  sera  SP; 
j'appellerai  le  complexe  Q,  dont  le  produit  par  SP  donne  le  complexe  P,  la 
(i  —  ^y^"^ puissance  symbolique  du  complexe  P,  Q^  P'~^. 

Si  P'-^=  I  (complexe  principal),  P  est  un  complexe  invariant.  En  effet,  K  étant 
une  classe  de  P,  P'-^=  i  entraîne  évidemment  K^-^  =  /f,  k  étant  une  des  classes 
li\,  ...,  kf^.  En  prenant  la  norme  relative,  on  obtient  i=zk'.  et  comme  d'ailleurs 
/i''=  I,  il  en  résulte  /i-=  i,  c'est-à-dire  K'~^=  i  :  R  est  une  classe  invariante  et  P  un 
complexe  invariant. 


$  i53.  —  Limites  sipérieuues  du  nombre  des  genres  d'un  corps  kummerien  régulier. 

Lemme  34-  —  /  et  /i  ayant  le  sens  du  théorème  169,  g  étant  le  nombre  des  genres 
du  corps  kummerien  régulier  C,  on  a  toujours 

'+' 
9<f  -  ■ 

Démonstralion.  —  g  étant  le  nombre  des  genres  du  corps  kummerien,  les  com- 
plexes se  répartissent  aussi  en  g  genres.  Si  l'on  désigne  par/  le  nombre  des  com- 
plexes du  genre  principal,  on  a  donc  pour  le  nombre  total  M  des  complexes,  M  =fg. 

Cherchons  maintenant  le  nombre  a  des  complexes  invariants.  Pour  cela,  obser- 
vons que,  d'après  le  théorème  169,  le  degré  de  la  famille  issue  de  toutes  les  classes 

invariantes  est  égal  à  /  +  n .  Soit  A,,  ....  A^ .  „_,  i^  i  une  base  de  cette  famille: 

l'expression 

représente  alors,  lorsque  les  exposants  prennent  séparément  toutes  les  valeurs  o, 
1,  ...,  t —  I,  des  classes  toutes  invariantes,  faisant  partie  de  complexes  distincts,  et 
par  suite  ces  classes  forment  l'+"~^~  complexes.  Toute  classe  invariante  A  est  de  la 
forme 

a  =  a;'....a      ,;,  k, 

t+n — 

les  a  étant  des  entiers  rationnels  et  k  une  classe  de  c{^).  En  nous  rappelant  alors  que 
les  /'^"""puissances  des  classes  invariantes  A,,  ...,  A^+„_{±1  sont  des  classes  conte- 
nant des  idéaux  de  c(Ç),  il  en  résulte  que  A  appartient  nécessairement  à  l'un  des 
l.'+"--r  complexes  précédemment  déterminés;  le  nombre  cherché  a  =  l^'^"'"~^. 

Les  définitions  des  paragraphes  lôoet  iSa  montrent  de  suite  que  la  (i  —  S)'*'""' puis- 
sance symbolique  d'un  complexe  quelconque  est  un  complexe  du  genre  principal. 
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Envisageons  les  complexes  du  genre  principal  qui  sont  des  (i  — syi-mes  puissances 
symboliques  de  complexes;  soit/'  leur  nombre  et  soient  P^  =  Gi  '' ,  ...,  P/^r  =  G/^' 
ces  complexes.  P  étant  alors  un  complexe  quelconque,  P'~^  est  nécessairement  l'im 
des  /'  complexes  P^,  ...,  P,^;  soit  P*~^  =  Pj,.  Alors  on  a  P  ~  =0,,"^,  c'est-à-dire 
(PG7')'~^^  I,  et  par  suite  PG7'  est  un  complexe  invariant  A;  on  a  P  =  AG^,  et  par 
suite  l'expression  A  G,,  embrasse  tous  les  complexes,  si  l'on  prend  pour  A  tous  les 
complexes  invariants  et  pour  G^,  les/'  complexes  G,,  ...,  G^.  Il  est  aussi  évident  que 
cette  représentation  est  unique;  le  nombre  de  tous  les  complexes  est  donc  M  =  a/'. 
On  a  donc  af  =  gf,  et  comme  on  a  /' -^ /,  il  en  résulte  g  ^a,  c'est-à-dire 


ce  qui  démontre  le  lemme  S/j. 


Lemme  35.  —  Les  lemmes  33  et  34  conduisent  de  suite  au  suivant;  /•  étant  le 
nombre  des  caractères  distinctifs  du  genre  d'une  classe,  le  nombre  des  genres  g  est 


CHAPITRE   XXXHI. 

Loi  de  réciprocité  des  résidus  de  i^èmes  puissances  dans  un  corps  circulaire 

régulier. 


S  i5/i.  —  La  loi  de  réciprocité  des  résidus  de  /''""*  puissances  et  les  lois 

COMPLÉMENTAIRES. 

Les  théories  développées  jusqu'ici  nous  permettent  de  démontrer  certaines  lois 
fondamentales  sur  les  résidus  de  puissances  Z''^""'*  dans  un  corps  circulaire  régulier; 
elles  correspondent  aux  lois  de  réciprocité  des  restes  quadratiques  dans  le  domaine 
des  nombres  rationnels,  et  la  loi  de  réciprocité  d'Eisenstein  (théorème  i4o,  S  ii5) 
entre  un  nombre  quelconque  de  c{t)  et  un  nombre  rationnel  en  est  un  cas  particu- 
lier. Pour  donner  à  ces  lois  leur  expression  la  plus  simple,  généralisons  le  sym- 

(  u  )       , 

bole  ,—    défini  aux  paragraphes  ii3  et  1^7. 

(w\ 

Soit  //  le  nombre  des  classes  d'idéaux  de  c(Q;  déterminons  un  entier  positif  /**  tel 
que  l'on  ait  hh* ^  i,  mod  /.  p  désignant  alors  un  idéal  premier  quelconque  de  cCQ, 
différent  de  ï,  p''''*est  toujours  un  idéal  principal  de  c(^);  posons  ;p''''"  :=(-),  ::  étant 
un  entier  de  c(Ç),  et  supposons,  ce  qui  est  possible  d'après  le  théorème  lôy,  que  •:: 
soit  primaire.  Un  tel  nombre  -  s'appellera  un  nombre  primaire  de  p.   Toute  unité 
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primaire  de  c(C)  étant  la  /'•■'""  puissance  d'une  unité  de  c(Ç)  (remarque  du  §  143), 
t:  possède  vis-à-vis  de  tout  idéal  premier  autre  que  ;p  un  caractère  de  puissance  com- 
plètement déterminé,  q  étant  alors  un  idéal  premier  quelconque  de  c(Ç)  autre  que  t 

\P) 
et  p,  on  définira  le  symbole  .->  par  la  formule 

Ce  symbole  est  donc  une  racine  /"''"•' déterminée  de  l'unité,  définie  par  les  deux 
idéaux  premiers  :p  et  q .  En  utilisant  ce  symbole,  nous  énoncerons  le  théorème 

Théorème  161,  —  p  et  (\  étant  deux  idéaux  premiers  distincts,  autres  que  { .  du  corps 
circulaire  régulier  c[t),  on  a 

\P_)_\±} 

relation  appelée  loi  de  réciprocité  des  restes  de  l^'''"^^  puissances.  De  plus,  si  z  est  une 
unité  quelconque  de  c(Ç)  et  -  un  nombre  primaire  de  p .  on  a 


-\-\  I  S'    ip\~\  i  i' 

relations  appelées  lois  complémentaires  de  la  loi  de  réciprocité,  f  Kummer  '"'  '-•  '^'  "''  -"'  -'.] 
Nous  dimontr^rons  progressivement  ce  théorème  fondamental  dans  les  para- 
graphes suivants  (SS  i55-i6i),  en  appliquant  à  des  corps  kummeriens  réguliers  parti- 
culiers les  théorèmes  et  lemmes  du  précédent  chapitre. 


S  i55.  —  Idéaux  premiers  de  première  et  de  seconde  espèce  da>s  un  corps 

CIRCULAIRE  régulier. 

Il  est  nécessaire  de  distinguer  pour  la  suite  deux  espèces  d'idéaux  premiers 
dans  c(C);  un  idéal  premier  p  autre  que  t  de  c(Ç)  sera  de  première  espèce  lorsque  toute 
unité  de  c(Q  ne  sera  pas  reste  de  /''"""'  puissance  mod  p;  dans  le  cas  contraire,  il  sera 
de  seconde  espèce.  [Kummer-".] 

Lemme  36.  —  ^  et  î  étant  des  imités  quelconques  du  corps  circulaire  c(l),  a=  i  —  T, 
I  =  (X),  on  a  les  égalités 

Démonstration.  —  Si  s  est  la  /'"""  puissance  d'une  unité  de  c(Ç),  les  formules 
ci-dessus  sont  évidentes.  Dans  le  cas  contraire,  y  £  définit  un  corps  kummerien  c[\/t'  -j. 
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et  les  considérations  du  paragraphe  147  s'appliquent  à  ce  corps.  Toutes  les 
unités  de  c(Z)  et,  de  plus,  le  nombre  X,  sont  alors  normes  relatives  de  nombres 
de  ciyt,  'C),  d'où,  vu  le  théorème  i5i,  les  égalités  à  démontrer. 

Si  l'on  veut  n'appliquer  ici  le  théorème  i5i  pour  W  =  I  que  dans  le  cas  traité  en 
détail  paragraphes   i33,  où  [j, ^  i  -i-1,  mod  V,  on   achèvera  en  prenant  d'abord, 

pours,  ç'"';  ensuite  on  aura  y^'.^i,      -^=  i(i).  On  déterminera  ensuite,  dans 

le  cas  de  e  unité  quelconque  de  c{Ç),  une  racine  /'^™*  de  l'unité  Ç*,  telle  que  l'on  ait 
r^i^^'^i  4-  A,  mod  r.  En  prenant  alors  dans  la  démonstration  précédente  C*£'~'. 
au  lieu  de  ï,  on  a,  vu  la  deuxième  formule  (83),  paragraphe  i3i, 

iz,  t)  (X,  £) 

» 

Lemme  37.  —  p  étant  un  idéal  premier  de  première  espèce  et  ■::  un  nombre  pri- 
maire de  p,  il  existe  dans  c(C)  au  moins  une  unité  s,  pour  laquelle  on  a 


Si,  au  contraire,  q  est  un  idéal  premier  de  seconde  espèce  et  y.  un  nombre  pri- 
maire de  q .  on  a  pour  toute  unité  q  de  c(Q 

Démonstration.  —  Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  qu'on  ait,  au 
contraire,  pour  toute  unité  z  de  c(Ç), 

■  K^  r 

T 

Posons  z^a  +  bl^,   mod  f^',  a  et  6  étant  des  entiers  rationnels  et  e  le  plus 

grand  exposant  -^/ — i,  pour  lequel  une   telle  relation  est  possible;  r:  étant  un 

/— 1 
nombre  primaire,  on  doit  avoir  nécessairement  e]>i  el  7: .  s  2  -;:  doit  être  congru 

.  /  izî  , 

mod  /  a  un  entier  rationnel  {s  ^    représente  la  substitution  (Ç  ;  Ç  ')  du  corps  circu- 

laire  c(s)).  Comme  on  as  -  X^  —  X,  mod  ï',  on  a 


r..s^  ^  =  (a  +  6X0(a  +  6(— Xn,     (V'^') , 


et  il  en  résulte  que,  dans  le  cas  de  e<Ct —  \ .  e  doit  être  nécessairement  impair. 


(')  N.  T.  —  Voir  la  fin  du  §  i3i,  el  remarquer  que  "Ç'—'-  =  (i  — X)'-'^  i  —  (7 — i)X  ^1  +  X, 
(mod  J-). 
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/— 3  , 

Nous  avons  trouvé,  en  démontrant  le  lemme  29,  que  les  I*  = unités  s,, ...,  s^» 

(lu  corps  c(Ç)  vérifiaient  les  conditions 

\u—  1,  2,  ....  t—2.J 


Si  l'on  porte,  dans  l'égalité  |^^^''  =  i,  successivement  les  unités  s,,  ....  e,<>  à  la 

il 
t 


place  de  E.  on  déduit  de  la  définition  (83)  du  symbole  ]— j—   etdeson  extension  (S  i.3i) 


les  congruences 

/"-*>(7:'-*)  =  o.     /<'-*>(^'-')  =  o,     /"-'"(z'-')  =  o,     ...,     /'^'(z'-')  =  o,    (mod/); 

elles  montrent  que  dans  la  congruence  r.^a  -\-  bl",  mod  V^\  e  ne  peut  prendre 
aucune  des  valeurs  / — 2,  /  —  li,  l  —  6,  ...,  3.  Ceci  joint  aux  conditions  déjà  trouvées 
pour  e  montre  que  e  =  / — i.  Comme  d'ailleurs  >/~' ^  —  /,  mod  I',  on  a  z^a^6/, 
mod  t',  et,  par  suite,  la  norme  de  z  vérifie  la  congruence 

n(z)  =  (a  — 6/)'"'  =  -'"S     (ï')- 
D'autre  part,  on  tire  de  la  définition  du  symbole  (S  i3i)  et  du  lemme  2/1  (8  i32) 

et  comme  le  symbole  du  premier  membre  doit  être  égal  à  «,  il  en  résulte  «(t:)^  1, 
mod  /*,  c'est-à-dire  z'~' ^  i,  mod  l',  ou  7:^::',  mod  ï'.  D'après  le  théorème  i/j8,  le 
corps  kummerien  déterminé  par  y  7:  possède,  vu  la  dernière  congruence,  un  discri- 
minant relatif  premier  à  ï,  et,  par  suite,  p  est  le  seul  idéal  premier  figurant  dans 
le  discriminant  relatif  de  c[\/r.,  Cj- 

Posons  p  =  ^';  «P  est  le  seul  idéal  invariant  de  ce  corps.  De\/^  =  ^'*'"*=^P    ' 
résulte  que  ^  est  équivalent  à  un  idéal  de  c({).  La  famille  de  tous  les  idéaux  inva- 
riants est  donc  de  degré  o  pour  le  corps  kummerien  c[\/::,  ç).  Comme  le  nombre  / 

des  idéaux  invariants  dece  corps  est  i,  il  résultedu  théorème  i58  :  i  +  m =  0, 

2 

c'est-à-dire  m  = .  Par  suite,  loule  unité  de  c(Ç)  est  norme  relative  d'une  unité 

—  I  î^   —  1 

decyyr.,  l),  et  on  a  donc  toujours  (théorème  101)  y^^-^'=  i,  et,  par  conséquent 

aussi,  comme  l- — =  -^—  =  ^   ,  ]-:-    =1,  contrairement  a  l'hypothèse  que 

i    P    )       (   P    ^       (  P  )    i  P  ) 
l'idéal  p  est  de  première  espèce. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie,  considérons,  comme  dans  le  lemme  36,  le 

corps  kummerien  c\\/ç,  t),  ;  élant  une  imité  quelconque  de  c(Ç),  différente  cepen- 
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dant  de  la  Z'*""^  puissance  d'une  unité  de  c(Q.  Comme  on  l'a  démontré  à  la  fin  du 
paragraphe  1^7,  toute  unité  de  c(C)  est  norme  relative  d'une  unité  de  c{\/\,  g  et  les 
deux  familles  d'unités  des  théorèmes  i58  et  169  ont,  par  suite,  toutes  deux  le  degré 

/—  I 


Comme,  de  plus,  ^=1,  le  lemme  34  donne  g'  ^  i.  Donc  {7  =  1,  toutes  les  classes 
d'idéaux  du  corps  c{\/ç,  c)  appartiennent  au  genre  principal,   q  étant  idéal  pre- 

mier  de  deuxième  espèce,  on  a  ]  —  =  i ,  et,  d'après  le  théorème  149.  q  se  décompose 
en  /  idéaux  premiers  distincts  du  corps  c\\/q ,  C)-  Soit  d  l'un  d'eux.  Un  nombre  a(=|=o) 
du  corps  c(C)  a  dans  c[\/ç,  ç)  le  caractère  unique  |-t-[;  ce  dernier  est  toujours  égal 
à  I  (lemme  36)  si  a  est  une  unité  de  c(C).  Le  caractère  de  l'idéal  premier  Ci 
dans  c(v  5,  ^)  est,  par  suite,  |  ^  | ,  et  ce  dernier  doit  être  égal  à  i  d'après  la  propo- 
sition antérieure.  Le  lemme  37  est  donc  complètement  démontré. 

Si  l'on  voulait  encore  ne  considérer  le  théorème  i5i  comme  démontré  dans  le  cas 
de  tt)  =  t  que  si  p.  ^  i  -{- 1,  mod  V,  la  répartition  des  genres,  et  en  particulier  le 
lemme  34.  ne  seraient  aussi  valables  que  dans  ce  cas.  Nous  devrions  alors,  pour 
démontrer  la  deuxième  partie  du  lemme  37,  prendre  d'abord  ^  =  Ç'~',  puis  ^^Ç**'"', 
£  étant  une  unité  quelconque  de  c(Ç)  et  ^*  une  racine  /'*"*  de  l'unité,  telle  que  l'on 
ait  Ç*£'~*=  I  +X,  mod  V. 


S  i56.  —  Lemmes  sli\  les  idéaux  premiers  de  première  espèce. 

Lemme  38.  —  Soit  p  un  idéal  premier  de  première  espèce  du  corps  circulaire 
régulier  c(t)  et  7:  un  nombre  primaire  de  p .  S'il  existe  alors  dans  c{Z)  une  unité  z  telle 
que  l'on  ait 

on  a  pour  toute  unité  ;  de  c(Q  l'égalité 

Démonstration.  —  Le  corps  kummerien  c[\/z,  C)  contient,  p  étant  un  idéal  pre- 
mier de  première  espèce,  deux  idéaux  premiers  invariants  8  et  ^,  à  savoir  ceux  dont 
les  puissances  /'^"'**  sont  t  et  p  (voir  démonstration  du  lemme  37).  L'idéal  premier 
invariant  ^  étant  évidemment  idéal  principal  dans  c{\/'k,  z),  la  famille  de  classes  des 
Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  53 
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idéaux  invariants  de  ce  corps  est  de  degré  o  ou  i,  suivant  que  8  est  ou  non  idéal 
principal.  D'après  le  théorème  i58,  le  nombre  2  -+-  m est  donc  égal  à  o  ou 

.       ,    ,.              ,.                   '  —  3                l  —  .i     ^ 
a  i.  c  est-a-dire  que  1  on  a  m^ ou/?î=: .  Comme  l'unite  e,  vu  l'hypo- 
thèse l—T-^l- I'  n'est  certainement  pas  (théorème  i5i)  norme  relative  d'une  unité 

de  c(v  77,  C)  »  on  a  nécessairement  m  ■= ,  et,  par  suite,  toute  unité  ;  de  c(^)  peut 

se  mettre  sous  la  forme  ;  =■  t^,  a  étant  un  entier  rationnel  et  ^  une  unité  égale  à  la 
norme  relative  d'une  unité  de  c\\t.,  ^).  Pour  ce  motif,  on  a  donc  (théorème  loi) 

et  par  suite  aussi    -j—  =^  ^  '  "^  ^^  résulte,  d'après  la  deuxième  formule  (83),  que  , 
l'on  a  aussi  v^^\  =  |  — |  •  C.  q.  f.  d. 

Si  le  théorème  i5i  n'est  admis  pour  tt)  =  ï  que  si  |j. ^  i  +  À,  mod  I',  on  détermi- 
nera une  racine  /'^""^  de  l'unité  "Ç,  telle  que  X^r}~'^  ^  i  +  X,  mod  T,  et  l'on  considérera 
le  corps  c(v/(^*7:'~',  ^)  au  lieu  de  c\^r,,  s).  Puis  on  appliquera  le  lemme  36. 

Lemme  39.  —  ^,  ^>*  étant  deux  idéaux  premiers  de  première  espèce  de  c(Ç)  et  x,  r* 
deux  nombres  primaires  de  p,  p*,  si  l'on  a,  pour  toute  unité  ;  de  c(Ç;), 


r.,\\ 

i^  ) 

I  r 

\p*r 

~i  I 

(^  \ 

_i^') 

ip*) 

ip^- 

on  a 


Démonstration.  —  p*  étant  idéal  premier  de  première  espèce,  nous  pouvons  déter- 
miner une  unité  s  de  c(Q,  telle  que  |  — [  =  i.  Considérons  alors  le  corps  kumme- 

rien  cyytTz,  ^).  Son  discriminant  relatif  ne  contenant  que  les  deux  facteurs  premiers 
I  et  p,  un  nombre  a(=|=o)  de  c(Q  ne  possède  que  les  deux  caractères 

iJzIl}      et      !i:-!^!-i^l; 

(  ï  )        i  P  ripy 

Comme  on  a    -^[  =  i,  :p*  est  décomposable  dans  c(v£~.  s)»  soit  ^  l'un  de  ses  fac- 

iP  ) 
teurs  premiers  dans  ce  corps. 

Pour  former  les  caractères  de  ^*,  observons  que  p  est  un  idéal  premier  de  pre- 
mière  espèce;  on  peut  donc  déterminer  une  unité  e*  de  c(Ç),  pour  laquelle    - — |  =  i 
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et  ^  possède  le  caractère  unique  j "  "  '  " " | .   Nous  concluons  alors,  du  lemme  35, 

gf  <^  I  pour  le  corps  ciyer.,  ç),  c'est-à-dire  que  dans  ce  corps  toute  classe  d'idéaux 
appartient  au  genre  principal,  et  le  caractère  ci-dessus  a  donc  la  valeur  i.  Or,  nous 

avons  |  — I  =  I,  c'est-à-dire,  à  cause  de  la  formule  (S  ii3), 

iP) 


(,42) 


ensuite  | — ^[  =  i,  c'est-à-dire 

(    P   ) 


(i43) 


P_}^{± 

P'i     h* 


p)    iP 


et  enfin  ] '         =  i,  ou,  avec  les  formules  (83), 


}  i^*' 

x) 

(Tt*.  £| 

1  „•  , 

~) 

\i    I 

' 

Il    ) 

(    l 

{', 

rc*,  TZ*) 

1  =  1. 

et 

(lemme 

3o): 

r 

t    1 

i  1 

Comme  (lemme  36)  :  ]— 7-[  =  i,  et  (lemme  3o)  :  ] — - — [  =  i,  la  dernière  formule 
devient 

(144) 


:.  e 


ï 

Comme,  vu  notre  hypothèse,  on  a 


et 


,7:  ,  £ 


i  i  i    ip)         i  i  )     ip'y 

on  tire  de  (i44) 

\p)     (p*)'    '• 

égalité  qui,  jointe  aux  formules  (142),  (i4'^).  conduit  à  celle  du  lemme. 

Si  l'on  veut  encore  n'appliquer  le  théorème  i5i  pour  ID^I  que  si  u^  i  +  À, 
mod  V,  on  prendra  dans  la  démonstration  ci-dessus  une  unité  s  telle  que  l'on  ait, 

outre  1^1  =  1,  (zz)" ^  i  +  "a,  mod  V,  pour  un  exposant  a  premier  à  /.  C'est  toujours 

(  P  ' 

possible  si  ,— -,=  i.  Mais  si  ,-^   =|=  i  et  que  ^-^i-l-i,  cette  condition  peut  être  vé- 

(p  )  [p  )  (p  ) 

rifiée  encore  si  l'on  prend  pour  e  une  puissance  convenable  de  !;.  11  n'y  a  encore 

doute  que  si  |  -—  [  =|-  i  et  <  -^  [  =  i .  Dans  ce  cas,  renversons  les  rôles  de  ».  ■::  et  »*,  tt* 

ip)  Ip*) 

dans  la  démonstration  :  alors  il  ne  reste  plus  que  le  cas  où  l'on  aurait  en  même 

temps  I —-(  =1- ï  »   1  —  [-1=1.  et    -^(  =  1,   ,  —  =  1.  Mais  dans  ce  cas  les  deux  der- 

iP  )  (P)  iP  )  ip) 

nières  conditions  montrent  sans  plus  l'exactitude  du  lemme. 


4^0 
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Lemme  4o.  —  p  étant  un  idéal  premier  de  première  espèce  de  c{Z,)  et  ::  un  nombre 
primaire  de  p,  si  l'on  a  pour  toute  unité  ^  de  c(Ç) 

si,  en  outre,  p*  est  un  idéal  premier  =|=  p  de  première  espèce  tel  que  l'on  ait 

p*)    (p)  ^    '    ■ 

il  existe  toujours  dans  c(t)  une  unité  s  telle  que 

z*  étant  un  nombre  primaire  de  p*. 

Démonstration.  —  Nous  procédons  exactement  comme  dans  le  lemme  précédent 
et  nous  arrivons,  en  introduisant  certaines  unités  s  et  i*,  aux  trois  formules  (142), 

(  £*)       (-::,£*)  ip  }       (O*) 

(i43),  (i44)-  Mais,  \u  l'hypothèse  {—==  < — - —   ,ceciet<— -==] —   =|- i ,  ainsi  que 

ip\       l     i     )  iP*)       ip) 

les  trois  formules  indiquées,  conduisent  à  la  démonstration  du  lemme  4o. 

Si  le  théorème  i5i  n'est  admis  que  dans  le  cas  de  jx^  i  +  a,  mod  ï',  il  suffit  de 

déterminer  s  de  manière  à  vérifier,  outre  |^|=:i,  encore  la  congruence(£T:)''^  i  +X, 

mod  r,  avec  a  premier  à  /,  détermination  toujours  possible  ici. 


S   157.   —  Cas  particulier  de  la  loi  de  RÉCIPROflITÉ  POUR  DEUX  IDÉAUX  PREMIERS. 

Théorème  162.  —  :|)  et  q  étant  deux  idéaux  premiers  quelconques  d'un  corps  cir- 

(p)  (q) 

culaire  régulier  pour  lesquels  {-  =  1,  on  a  aussi  ^-=1. 

Démonstration.  —  Soient  7:,  /.  des  nombres  primaires  de  p  et  q.  Considérons  le 
corps  kummerien  c(v/t:,  C)  et  distinguons  deux  cas,  suivant  que  p  est  de  première 
ou  de  seconde  espèce. 

Dans  le  premier  cas,  le  discriminant  relatif  de  c[\/t.,  l)  contient  les  deux  idéaux 

premiers  I  et  ^  et  il  existe,  d'après  le  lemme  87,  une  unité  s  de  c(C)  telle  que  |-7-(=N  i- 
Un  idéal  de  c{\/t:,  t)  n'a,  par  suite,  qu'un  seul  caractère,  c'est-à-dire  que  r^i  et 
(lemme  35)  g=i.  Comme  ]-[^  i,  q  est  décomposable  dans  c(vx,  'C);  soit  &  un 

de  ses  facteurs  premiers,  x  et  ■/.  étant  primaires,  on  a  (lemme  3o)      "'"■==  i,  et  Ci 

appartenant  au  genre  principal,  on  a  aussi  <  -^-^ [  =   - ^  i .  C.  q.  f.  d. 

i  p  )     Ip) 
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Si  p  est  de  seconde  espèce,  on  a  (lemme  87)  pour  toute  unité  ç  de  c(Q  :  j^^^  =  i, 

et  par  suite  (démonstration  du  lemme  87)  le  discriminant  relatif  de  c\\/t,,  l)  ne 
contient  que  l'idéal  premier  p.  Par  suite,  on  a  encore  r=i,  g=  i .  |-=i,  donc 
q  est  décomposable  dans  c{\/-r:,  Cj-  Soit  Ci  un  de  ses  facteurs  premiers.  &  étant  du 

ffenre  principal  et  comme  on  a  |^^^'  =  i,  on  a  aussi  |-^-^'  =  ,  -'  =  i.   C.  q.  f.  d. 

/    I    ^  l    p    \       Ip^ 

Dans  le  cas  où  le  théorème  i5i,  et  par  suite  aussi  le  lemme  35,  ne  seraient  admis 
pour  10  =  (  que  dans  le  cas  de  jj.  ^  i  4-  ^.  mod  V,  il  faut  ajouter  ce  qui  suit  dans  le 
cas  où  p  est  de  première  espèce. 

p  étant  un  idéal  premier  quelconque  et  7:  un  de  ses  nombres  primaires,  on  déduit 

— —    (s  i3i)  et  du  lemme  24  (§  iSa)  l'égalité 


(i45) 


{ C  ) 
Or,  si  l'idéal  premier  q  est  tel  que  l'on  ait  ]—  =:i,  déterminons  une  racine  /'•""'*  de 

(  fl  1 
l'unité  C  telle  que  l'on  ait  ÇV~*  ^  i  +  X ,  mod  V,  et  envisageons  au  lieu  de  c{\/t.  ,  t) 
le  corps  c(v  C*z'~',  u).  Nous  employons  alors  la  méthode  indiquée  plus  haut.  Comme 
on  a 

(x,  Ç*x'-*;  _(-/..  Ç*)  (7.,  ::|'- 


I  I  ï 


et  qu'on  a,  comme  plus  haut,  |-^V-Î=  i  ;  que  d'autre  part,  vu(i45),   -^-^'=  -=  i, 

(    t    )  (    I    )       ff>) 

(  y         ?'*— '~'   ]  l  y         r*— '— '   ]  (  A   ] 

il  en  résulte  "  " —   ==  i ,  et  nous  en  tirons  \  — — - —  ^  =  i ,  c'est-à-dire  |  -  |  :^  i . 

i       t        )  l       p        )  ip)    _ 

Soit,  d'autre  part,  j  —  [  =1=  i  ;  P  étant  de  première  espèce,  il  existe  sûrement  une 


s-^L,., 


unité  £,  telle  que  i  —  M=  i-  et  de  plus  (lemme  87)  une  unité  s^  telle  que  \ 

On  peut,  de  plus,  choisir  ces  unités  ^  i  +  X,  mod .  ï*.  Nous  en  déduisons  l'existence  d'une 

unités,  pour  laquelle  I  — [-|=i  et  1  ^^^^r- f -i=  i ,  et  telle  que  c^i  -1- X,  mod  V.  En 

effet,  si  ces  conditions  ne  sont  remplies  ni  par  s,  ni  par  e^,  on  a  simultanément 

(  £  ,  ::  )  (  £  )  {±1 

'  *         —  I»   iirl  "^^  ''  ^'^  alors  £:^(£j£j  2   serait  une  unité  vérifiant  ces  conditions. 

P 


il)  (P 

—  ^i.  Si  l'on  avait 

\  —  [=1=  I,  a  serait  sûrement  premier  à  /  et  on  aurait  '  ''  "' - 

iP) 


\-  I. 


De  plus,  y.  étant  primaire,  il  est  visible  qu'une  certaine  puissance  de  rj,  d'expo- 
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sant  premier  à  /  est  congrue  à  i  +  X,  mod  V.  De  (i45)  et  du  lemme  36  résulte  encore 
\-—r—  (  =N  ••  Le  corps  kummerien  c\\/r^-/,,  ç)  ne  possède  donc  qu'un  genre.  Comme 


•ry. 


—    z=z  I,  p  est  décomposable  dans  ce  corps;  ^  étant  un  de  ses  facteurs  premiers, 
son  caractère  est  égal  au  symbole 

(   q   i~u  y 

L*  étant  une  racine  /'""*  de  l'unité  telle  que  l'on  ait  ] — ''   '      =:^  i.  Vu  la  dernière 

égalité  et  comme  on  a  J-^^   z=i,  il  en  résulte  !— r—    )~~r^[^^  ''  ^^^  ^  cause  de 

V-^-r-^    =N  I'     — 7— [  est  aussi  =hi,  c'est-à-dire,  vu  (i45),    —   H-  '  ;  <^ii  a  donc  l*-|=  i. 

(     î     )  (     I     )  (  <l  ' 

Mais  comme  l'un  des  caractères  de  l'idéal  premier  «P  doit  être  égal  à  i,  il  résulte  de 

(  tt  )  ,  (  j;*  ) 

]-  >  =  I  nécessairement  <  —  [  =  i*  contrairement  a  ce  qui  précède. 


S  i58.  —  Existence  d'idéaux  premiers  auxiliaires  pour  lesquels  la  loi 

DE  réciprocité  SE  VÉRIFIE. 

Lemme  4i-  —  ^  étant  un  idéal  premier  quelconque  du  corps  circulaire  régulier 
c(C),  il  existe  toujours  dans  c(Ç)  un  idéal  premier  t  vérifiant  les  conditions 

Démonstratioîi.  —  Soit  h  le  nombre  de  classes  de  cÇÇ)  et.  comme  aux  paragra- 
phes 1 49  et  i54,  h*  un  entier  positif  tel  que  l'on  ait  hh*  ^  i ,  mod  /.  Soit  p  le  nombre 
premier  divisible  par  p  et  r.  =  p'''^''  un  nombre  primaire  de  p:  soient,  de  plus,  p', 
p", ...  les  idéaux  premiers  distincts  conjugués  de  pdans  c(X)  cl  z'  =  p' ''''",  -"  =  ^"'"'*,  etc., 
les  conjugués  de  7:  dans  c(C)  :  ils  sont  primaires  pour  p\  p" On  a  ensuite 

p=^pp'p" ...  .  Comme,  de  plus,  — j—j-, —  doit  être  une  unité  de  c(X)  et  que  c'est  un 

TCTC  ~     ... 

nombre  primaire,  il  résulte  du   théorème  i56  (voir  aussi  S   1/43)  que  ce  quotient 
représente  la  /'■'"""puissance  d'une  unité  z  de-c(Z}: 

Appliquons  alors  le  théorème  162,  en  prenant 
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Ç  n'étant  pas  la  Z'^"'*"  puissance  d'une  unité  de  c(t)  et  z,  ■::',  -",  ...  étant  des  puissances 
d'idéaux  premiers  dont  les  exposants  sont  premiers  à  /,  les  conditions  du  théo- 
rème 102  sont  remplies,  et  il  existe  par  suite  dans  c(C)  un  idéal  premier  r  et  un  cer- 
tain  exposant  m  premier  à  /  tel  que  l'on  ait 


X  \   ~^'      /  r  )   ~^'      l  v).~  ''     lv\   ~'' 


c'est-à-dire 


(M6)       !-^!=r,   it;=?*.  i^[  =  ^'  i^i  =  «' 


De  (i46),  on  tire  j [  =  ] — ^ — [  ^^  i 1 [  ==^  ^*'  ^^  P**^  suite  on  a  aussi,  vu 


où  Ç'  est  une  racine  /'^"'®  de  l'unité  autre  que  i. 

le  théorème  i^o,  l  -^    =2:'',  p  étant  un  nombre  primaire  de  r.  Gomme  maintenant, 

lp'""'\       ■     ^  ^ 

\  (  p  )  (pi 

vu  (i46)  et  le  théorème  162,  on  doit  avoir  j-^  •  ;=  i,   j-^   =1,  ...  et  que 


nous  obtenons 


P  /        \  t 


Lemme  42.  —  p  étant  un  idéal  premier  quelconque  du  corps  circulaire  régulier 
c(u)  et  z  un  de  ses  nombres  primaires,  e  étant  une  unité  quelconque  de  c(Z)  non  égale 
toutefois  à  la  F""^  puissance  d'une  unité  de  c(Q,  il  existe  toujours  dans  c(s)  un  idéal 
premier  r  vérifiant  les  conditions 

Démonstration.  —  Soient  ~,  t.',  t:",  ...  les  mêmes  nombres  que  dans  la  démons- 
tration précédente;  prenons  pour  le  théorème  i52 

a,  =  Z-.       a,  =  T,        a,  =  rJ,       a,  =  r.',       a,  =  r."\ 

les  nombres  a^,  a^,  ...  vérifiant  encore  les  conditions  du  théorème  162.  Une  démons- 
tration semblable  à  la  précédente  conduit  à  un  idéal  premier  t  remplissant  les  condi- 
tions de  l'énoncé. 
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§    159.  —  DÉMONSTRATION  DE  LA  PREMIERE  LOI  COMPLEMENTAIRE. 

Pour  démontrer  la  première  loi  complémentaire  dans  le  cas  d'un  idéal  premier  p 
de  première  espèce,  appliquons  le  lemme  Ai  ;  on  pevit  déterminer  un  idéal  premier  r 
tel  que  l'on  ait 

et  que,  par  suite,  il  soit  de  la  première  espèce.  D'après  (i/i5),  on  a  pour  l'idéal  t 
l'égalité 

(Ti  =  ^     -î— i- 

(M 
p  étant  un  nombre  primaire  de  t.  Comme  on  a  ]—   =|=  i,  on  a  pour  toute  autre  unile 

;  de  c(0  (lemme  38) 

\t\-{  i  V 

et  par  conséquent  les  conditions  du  lemme  ko  sont  remplies  par  les  idéaux  r  et  ^>. 
D'après  ce  lemme,  il  existe  donc  dans  c{X,)  une  unité  e  telle  que  l'on  ait 

T.  étant  un  nombre  primaire  de  p.  Par  suite,  on  a  (lemme  38)  pour  toute  autre  unité 

ç  de  c(s)  l'égalité    —  =    — — ^   ,  ce  qui  démontre  la  première  loi  complémentaire  de 

la  loi  de  réciprocité  si  p  est  de  première  espèce. 

Soit  maintenant  q  idéal  premier  de  deuxième  espèce  de  c(Ç).  Alors  on  a,  pour  toute 

unitécdec(Q,    — =  r,  et  y.  étant  un  nombre  primaire  de  q,  on  a  toujours  aussi 

.  '     (  a  1 

(lemme  37)  ]— r-^[  =1.  On  a  donc  encore  la  première  loi  complémentaire 


I 


s  160.  —  Démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  entre  deux  idéaux  premiers 

QUELCONQUES. 

La  première  loi  complémentaire  ayant  été  démontrée,  on  en  conclut,  avec  le 
lemme  Sg,  la  loi  de  réciprocité  pour  deux  idéaux  premiers  quelconques  de  première 
espèce. 
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Soient,  en  second  Heu,  p  un  idéal  premier  de  deuxième  espèce,  z  et  y.  des  nom- 

bres  primaires  de  :p  et  q.  Dans  le  cas  où  l'on  a    -^  i,  il. résulte  du  théorème  162 

iP) 
ip) 
j  -    ==  I,  et  par  suite  l'exactitude  de  la  loi  de  réciprocité  pour  p  et  q.  Supposons  main- 


tenant {-}  =  ] — [  =N  1 .  0  étant  de  première  espèce,  il  existe  une  unité  e  telle  que  \ — ,  =  i . 

iP)      (p)  ^  {p\ 

et  on  peut  de  plus  toujours  supposer  qu'une  certaine  puissance  de  £■/.,  d'exposant 

premier  à  /,  est  ^  i  +  À,  mod  V  (cela  ressort  d'une  considération  à  la  fin  de  la  dé- 
monstration du  lemme  Sg).  Considérons  le  corps  kummerien  c\\/z7,,  'Ç).  D'après  le 
théorème  i48,  le  discriminant  relatif  de  ce  corps  par  rapport  à  c{Z)  contient  les  deux 
facteurs  premiers  I  et  q  ;  q  étant  de  deuxième  espèce,  on  a,  vu  les  lenimes  36  et  87, 
pour  toute  unité  ç  de  c(V) 

et,  d'après  cela,  le  nombre  des  caractères  distinctifs  du  genre  d'un  idéal  de  f(vex,  ^) 
est  égal  à  2.  D'après  le  lemme  35  le  nombre  des  genres  de  ce  corps  est  donc  g  ^l. 
Déterminons  alors,  d'après  le  lemme  /»2,  un  idéal  premier  r  de  c{Z)  tel  que  l'on  ait 

A  cause  de  la  première  égalité,  r  est  encore  décomposable  dans  c(v/îx,  v).  Soit  9Î  un 
de  ses  facteurs  premiers  dans  ce  corps  et  p  un  de  ses  nombres  primaires.  L'idéal  91  a 
dès  lors  dans  ciyzv.,  Z)  les  deux  caractères 

(    l    )       f    q    ^      f  q 

Gomme  le  second  caractère  est  =|=  i,  les  idéaux  91,  91*,  ....  91'  déterminent  des  genres 
tous  différents,  et  il  n'y  en  a  pas  d'autres,  vu  la  limite  supérieure  trouvée  pour  g. 
En  appliquant  la  première  loi  complémentaire  (S  lôg),  on  obtient 

(     I     S  iq  S       (   f  Wq  S       lt)\q\~iv\.lv\~i  v)~'' 

C'est-à-dire  que  le  produit  des  deux  caractères  (1A7)  est  égal  à  i.  Comme  tout  idéal 
de  c[\/e.v.,  Z)  appartient  à  l'un  des  /  genres,  il  en  résulte  que  tout  idéal  de  c{\/z7.,  ç) 

a  deux  caractères  de  produit  égal  à  1.  A  cause  de  |  —  |  =  i,  p  est  encore  décompo- 
sable dans  c[\/e'A,  ^);  soit  ^S  un  de  ses  facteurs  premiers  dans  ce  corps;  les  deux 
caractères  de  cet  idéal  sont  les  symboles 

i     I     )'      (    q     i"~(q  )' 
Fuc.  de  T.,  3e  S.,  II.  54 
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et  on  en  conclut,  d'après  la  première  loi  complénnentaire^ 

(Z,   £•/.)    \P    }  (-     s)    (    V    )  {    ^}\P 


ou 

î  q  i     I  ^  i       l  p  )     \  p  )^ 

ce  qui  démontre  la  loi  de  réciprocité  pour  les  idéaux  p  et  q. 

Soient,  en  troisième  lieu,  q  et  q*  deux  idéaux  premiers  de  deuxième  espèce,  v.,  x* 
des  nombres  primaires  de  q,  q*.  Considérons  le  corps  kummerien  c(yy.7.*,  u).  Les 
nombres  y.  et  /.*  sont,  on  l'a  vu  dans  la  démonstration  du  lemme  87,  congrus  mod  V 
à  des  /''■•"•■*  puissances  de  nombres  de  c(V);  il  en  est  donc  de  même  de  xx*,  et  par 
suite,  d'après  le  théorème  iZjS,  le  discriminant  relatif  du  corps  c\\/xyf,  ç)  n'est  pas 
divisible  par  t.  Ce  discriminant  relatif  ne  contient,  par  suite,  que  les  deux  facteurs 
premiers  q  et  q*.  Or,  on  a  pour  toute  unité  ;  de  c(Ç) 

i     q     nui"  l    q-    )~U*\~     ' 

et  par  suite  le  nombre  des  caractères  distinctifs  des  genres  de  c[\/v.-a*,  'Q  est  /'^2. 
D'après  le  lemme  35,  on  a  alors  g^l-  Ensuite,  d'après  le  théorème  i52,  on  peut 
toujours  déterminer  un  idéal  premier  r  de  c{^)  tel  que  l'on  ait 


y.x 


-,      (IL,.,      jiLJ-i-, 


r  est  encore  décomposable  dans  c(Z).  Soit  91  un  de  ses  facteurs  premiers,  p  un  de  ses 
nombres  primaires.  Les  caractères  de  l'idéal  91  dans  le  corps  kummerien  sont  les 
deux  symboles 

q-    j       i<\*)       lq*r 

Comme  le  premier  caractère  est,  d'après  le  théorème  i6a,  nécessairement  =|=  i, 

puisque    —   =N  i,  les  idéaux  91,  9*1* 01'  déterminent  /genres  distincts  et  il  n'y 

(  r  ) 

en  a  pas  d'autres.  Comme  on  a    —    =1=  »,  ï  est  un  idéal  de  première  espèce;  par 

(  ï  ) 
suite,  d'après  ce  qui  précède,  la  loi  de  réciprocité  s'applique  d'une  part  à  r,  q  ; 

d'autre  part  à  r,  q*.  et  le  produit  des  deux  caractères  (i48)  est  donc 

(149)  s^M^)_j±Mi:^-S'^)-, 
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Comme  tout  idéal  de  c\\/v.y.* ,  c)  appartient  à  un  des  /  genres,  il  résulte  de  (i^o) 
que  tout  idéal  a  deux  caractères  dont  le  produit  est  égal  à  i.  Or,  l'idéal  q  est  égal  à 
la  1^^"""  puissance  d'un  idéal  premier  Cl  de  c\\/'a-/*  ,  CJ-  Les  deux  caractères  de  fii  dans 
ce  corps  sont  alors 


et  leur  produit  devant  être  égal  à  i,  on  obtient 

La  loi  de  réciprocité  est  ainsi  démontrée  pour  deux  idéaux  premiers  quelconques. 


§  16 1.  —7  Démonstration  de  la  deuxième  loi  complémentaire. 

Soit  d'abord  p  un  idéal  premier  de  première  espèce  et  x  un  nombre  primaire 

de  p.  Déterminons  une  unité  s  de  c(").  telle  que  l'on  ait  |— •  =  i,  et  considérons  le 

(  p  ) 

corps  kummerien  c{v^îX..  ^).  Gomme  ,  — f  =  i,  p  est  encore  décomposable  dans  ce 
corps;  soit  ^  un  de  ses  facteurs  premiers.  Nous  voyons  que  l'idéal  ^  a  un  seul 


caractère,  j  '"  "    i  ;  et  comme  il  n'y  a  aussi  qu'un  genre  (lemme  35),  le  genre  prin- 
cipal, ce  carac 
suite  l'égalité 


cipal,  ce  caractère  doit  être  égal  à  i.  Par  suite,  comme  (8  i5q)    — |  =  ,^^  ,  on  a  de 

(p)       i    i   ) 


lp)~i    i 

Soit,  en  second  lieu,  q  un  idéal  premier  de  seconde  espèce,  et  /.  un  nombre  pri- 
maire de  q  ;  il  v  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  l'on  a  \  —  [  =  1  ou  =|=  i.  Dans 

le  premier  cas.  la  considération  du  corps  kummerien  cyyl,  z)  montre  que  l'on  a 
aussi  |-^|  =  i.  Dans  le  second  cas,  on  déterminera,  d'après  le  théorème  102,  un 

idéal  premier  » ,  pour  lequel  on  ait  |-^f=   — >=l=i-  Alors  p  est  nécessairement  de 

ip)       (p) 

première   espèce,   et  il   résulte  du    théorème    162,    x   étant  un  nombre  primaire 
de  Ip ,  ]  -^  [  =!=  I  ;  on  peut  donc  déterminer  un  entier  rationnel  a  de  façon  que   -^[  =  i . 

i  <\  )  i  <i  ) 

En  considérant  le  corps  ciK/lz",  z),  comme  on  a  ■,— — —';  =  —  f  =1=  i,  un  idéal  n'a 

i     P     )       (p) 
encore  dans  ce  corps  qu'un  seul  caractère,  toujours  égal  à  i.  Appliquant  ceci  à  un 


4a8  D.    HILBERT. 

facteur  premier  fii  de  q  dans  ce  corps,  on  a    — —^ — -î=   —       \-t--\  =  i.  et  en 

{       i       )       {p)     {    i    ) 

tenant  compte  de  réffalité  ', —   ==   —  .  on  a  \  —  [=i^l— [. 

{  ^)     ip)  (fl'M) 

C'est  Kummer  qui  a  démontré  le  premier  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  de 
puissances  /'^•"««.  Notre  démonstration  nouvelle  diffère  de  celle  de  Kummer,  surtout 
en  ce  que  Kummer  obtient  d'abord  la  première  loi  complémentaire,  au  moyen  de 
calculs  considérables,  par  une  généralisation  très  habile  des  formules  de  la  division 
du  cercle,  et  que  c'est  seulement  alors  en  s'appuyant  sur  ces  calculs,  qu'il  en  déduit 
la  loi  de  réciprocité  entre  deux  idéaux  premiers;  au  contraire,  dans  les  développe- 
ments qui  précèdent,  les  démonstrations  de  la  loi  de  réciprocité  et  des  deux  lois 
complémentaires  découlent  d'une  source  commune. 

Parmi  les  lois  de  réciprocité  particulière  que  l'on  traite  à  l'aide  des  formules  de 
la  division  du  cercle,  citons  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  biquadraliques  [Gauss'\ 
Eisenstein*'"],  celle  des  résidus  cubiques  [Eisenstein ''' ",  Jacobi'],  puis  les  recher- 
ches de  Gmeiner '•  -'  ^  pour  les  résidus  bicubiques  et  celles  de  Jacobi*  pour  les  restes 
de  puissances  5%  8°  et  I2^ 

Mentionnons  aussi  que  Eisenstein  a  donné  sans  démonstration  une  loi  de  récipro- 
cité pour  les  restes  de  /'^"""'  puissances  et  a  même  envisagé  le  cas  où  le  nombre 
des  classes  du  corps  circulaire  des  racines  /'"'""'**  de  l'unité  est  divisible  par  /. 
[Eisenstein'-  '^.] 


CHAPITRE   XXXIV. 
Nombre  des  genres  d'un  corps  kummerien  régulier. 


S  162.  —  Théorème  sur  le  symbole 


Théorème  i63.  —  v  et  \).  étant  deux  entiers  quelconques  =|=o  d'un  corps  circulaire 
régulier  f(Q,  on  a  toujours 

II  U^    =1, 

le  produit  étant  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  t»  de  c(^). 

Démonstration.  —  Soit  h  le  nombre  des  classes  d'idéaux  de  cÇÇ)  et  h*  un  entier 
positif  tel  que  hh*^\,  nftod  /.  Posons  ^^Vp^p^...  et  [j.  =  I*q,q^ ... ,  a  et  6  étant 
des  exposants  entiers  et  p^,  p^.  ...,  q,,  q^,  ...  des  idéaux  premiers  déterminés  de 


THÉORIE  DKS  CORPS   DE  NOMBRES  ALGEBRIQUES.  /\21J 

c(v).   -, .  ',.   .  -,  ■/-,.  "/-j.     ••  étant  des  nombres  primaires  des  idéaux  premiers  p^, 
p^,  ... .  <},,  <!,,  ...  et  tels  que  l'on  ait 

on  a,  en  posant  X  =  i  —  », 

(  1 5o)  v""''  =  £  À"""*  z,  t:,  . . . ,     [j."""  =  T,  À"*'"'  •/.,  y.^ . . . , 

£  et  T,  étant  des  unités  de  c(t).  lo  étant  un  idéal  premier  quelconque,  on  a  toujours 

jv,  [j.}  _  (y***,  [j***^ 


(iSi) 

Soient  alors  p,  q  deux  idéaux  premiers  distincts  autres  que  ï  de  c(Z)  et  •::,  y.  deux 
nombres  primaires  correspondants;  soient,  de  plus,  ?..  t,  des  unités  quelconques  de 
cÇ^).  On  tire  facilement  du  lemme  36  et  du  théorème  i6i  les  formules 

tW»>i  •      l    p    )i    q    ^ 

tt>  étant  un  idéal  premier  autre  que  I,  non  diviseur  de  [j.,  le  discriminant  relatif  du 
corps  kummerien  c\\/'^.,  z)  est  (théorème  i48)  premier  à  n>;  si  tt>  est  aussi  premier 

à  V,  V  est  résidu  de  normes  du  corps  kummerien  c\\/[j.,  Z)  (théorème  i5o)  et  on  a, 

,      ,  (  V,  u.) 

par  suite  (théorème  i5i),  < — -\  =  i.  Par  suite  (vu  162)  le  théorème  est  vrai  si  l'un 

f    W    ] 

des  deux  nombres  v,  \).  est  soit  une  unité,  soit  une  puissance  quelconque  de  X,  soit 
un  nombre  primaire  d'un  idéal  premier  =|=  I  ;  à  cause  de  (i5o)  et  (i5i)  et  des 
règles  (80)  et  (83),  le  théorème  i63  est  donc  général. 


S  i63.  —  Théorème  fondamental  sur  les  genres  d'un  corps  kummerien  régulier. 

Théorème  164.  —  Soit  r  le  nombre  des  caractères  distinctifs  d'un  genre  du  corps 
kummerien  régulier  C  =  c(v/p.,  z);  pour  qu'un  système  donné  de  r  racines  /'"°^*  de 
l'unité  caractérise  un  genre  de  C,  il  faut  et  il  suffît  que  le  produit  de  ces  r  caractères 
soit  égal  à  t.  Le  nombre  des  genres  de  C  est  par  suite  r~\ 

Démonstration.  —  Soit  h  le  nombre  de  classes  du  corps  circulaire  régulier  c(Z,), 
h*  un  entier  positif,  tel  que  l'on  ait  hh* ^  i,  mod  /;  soient  (, ,  ...,  I,.  les  r  fadeurs 
premiers  du  discriminant  relatif  de  C  choisis  conformément  au  paragraphe  i^Q- 
Soit  A  une  classe  d'idéaux  quelconque  de  C,  3  un  de  ses  idéaux  premier  à  I=:(i  —  Z) 
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et  au  discriminant  relatif  de  C;  soit  v  =  (Nf[3])''''*  l'entier  de  c{Z),  formé  selon  le 
paragraphe  149  et  pourvu  d'un  certain  facteur  unité  de  telle  sorte  que 

.  x,(3)  =  |^|'    •••'    x.(3)  =  |t^[; 

soient  les  r  caractères  distinctifs  du  genre  de  3.  Soit  p  un  idéal  de  c(0,  dans  le  cas 
où  il  en  existe  un.  figurant  dans  v  avec  un  exposant  divisible  par  /;  p  est  alors  sûre- 
ment différent  de  I  et  premier  au  discriminant  relatif  de  C.  Nf(3)  étant  la  norme 
relative  d'un  idéal,  p  doit  être  décomposable  dans  C.  On  a  donc  (théorème  1/19)  pour 

un  tel  idéal  p  :     -=i,  et  par  suite  aussi     -l-!-^^i.  Vu  le  théorèms   i63,  il  en 

h)  i  P  ^  . 

résulte 

(i53)  "j-iirH'' 

(-)  (  w  ' 

le  produit  étant  étendu  à  tous  les  facteurs  idéaux  premiers  w  distincis  de  ï  du  discri- 
minant relatif  de  C  et,  en  outre,  à  l'idéal  premier  I.  Ensuite  on  a,  ï,,, ,,  ...,  î^  étant 
les  autres  facteurs  premiers  du  discriminant  relatif,  vu  le  paragraphe  1/19  : 
(v,  a)  (v,  u,  j  {''^  V'} 

Si  alors  le  discriminant  relatif  du  corps  C  contient  l'idéal  premier  t,  (i53)  montre 
déjà  que  le  produit  des  r  caractères  est  égal  à  i.  Dans  le  cas  contraire,  le  nombre  v 
est  (théorème  i5o)  résidu  de  normes  du  corps  C,  mod  ï,  et  par  suite  (théorème  i5i) 

\-^-^[  =  I  ;  on  voit  encore  dans  ce  cas,  d'après  (i53)  et  (lôli),  l'exactitude  de  l'une 

des  parties  du  théorème  164. 

Pour  abréger,  nous  ne  démontrerons  la  seconde  partie  que  dans  le  cas  où  le  dis- 
criminant relatif  de  C  ne  contient  pas  t.  Soient  alors  encore  I, ï^  ses  facteurs 

jMemiers  dans  c(V)  et  X, À^  des  nombres  primaires  correspondants;  soit  e^  l'expo- 
sant de  ï^  dans  y.  et  e*  un  entier  tel  que  e^e*^  i,  mod  l.  Enfin,  soient  y^,  ...,  y  , 
/•  racines  /'•'""'^  de  l'unité  quelconques  dont  le  produit  y^ ...  y,.=  i  ;  d'après  le  théo- 
rème i52,  il  existe  alors  toujours  dans  c{Z)  un  idéal  premier  p  non  diviseur  de  [x  et 
remplissant  les  conditions 

1^1        ^'      Ip\       '-  ip\ 

(1.6)  ^  — j    _.,      ^^j    _.,     ...,     ^^^.  _i 

pour  un  exposant  m  de  la  série  i,  2,  ... ,  / —  i.  z  étant  un  nombre  primaire  de  p,  on 
a,  vu  (i55),  d'après  le  théorème  161, 


(•■57) 


1   ï.   )~MJ  ~MJ    ~ip 
(j  =  1,2,  ...,)■). 
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On  oblicnl  de  même,  yu  (i5G), 
(.58)  ^   =   f     =^=.. 


(t  =  r  +  1,  r  +  2,  ...,  <)• 

Comme  y^y^ ...  y^=  i,  on  a,  vu  (107)  et  (i58), 

(>59)  nj^;  =  i. 

le  produit  étant  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  ï, ï^.  Si  alors  tt)  est  un  idéal 

premier  de  c(Q  autre  que  ^,  I,,  ...,  ï^,  le  nombre  7:  (théorème  i5o)  est  reste  de  normes 

du  corps  kummerien,  mod  t»,  et  par  suite  (théorème  i5i)  on  a  toujours  ^— — -  =  i. 
On  tire  de  là  et  de  (lôg)  et  du  théorème  i63  que  l'on  a  aussi  \— — '■   =  i,  c'est-à-dire 

-[  =  I.  D'après  cette  dernière  égalité,  p  se  décompose  dans  C  en  /  idéaux  premiers 

(théorème  i/j9)-  ^  étant  l'un  d'eux,  l'idéal  ^"^  a  évidemment,  vu  (107)  et  (i58),  pour 
caractères  distinctifs  les  racines  /'*■'"**  de  l'unité  données  y,,  ...,  y,.,  et  le  théo- 
rème 164  est  ainsi  complètement  démontré  dans  le  cas  considéré.  Si  I  figure  dans  le 
discriminant  relatif  du  corps  C,  il  faut  apporter  à  la  démonstration  une  modification 
facile  à  déduire  par  analogie  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas  du  corps  quadratique 
(voir  §  81). 

Kummer  a  basé  ses  recherches  sur  un  certain  anneau  de  nombres  du  corps 
C  z=c[\/\).,  ç)  et  non  sur  la  totalité  des  entiers  de  ce  corps.  La  notion  du  genre  «ubit 
alors  un  changement.  Kummer  a  eu  le  grand  mérite  de  découvrir  et  de  démontrer 
pour  cet  anneau  le  théorème  qui  répond  au  théorème  i6/i.  [Kummer^".]  En  dehors 
de  l'anneau  étudié  par  Kummer,  il  y  en  a  encore  dans  C  une  infinité  dont  la  théorie 
pourrait  se  développer  avec  autant  de  succès. 


S  164.  —  Les  classes  du  genre  principal  dans  un  corps  kummerien  régulier. 

Nous  plaçons  dans  ce  paragraphe  et  le  suivant  quelques  conséquences  impor- 
tantes du  théorème  fondamental  164  analogues  aux  théorèmes  développés  pour  le 
corps  quadratique  dans  les  paragraphes  71,  72  et  82. 

Théorème  i65.  —  Le  nombre  des  genres  g  d'un  corps  kummerien  régulier  est  égal 
au  nombre  de  ses  complexes  invariants. 

Démonstralion.  —  t  et  n  ayant  le  même  sens  qu'au  théorème  109.  si  l'on  considère 
que  g  =  r~^  (théorème   i64).  il  résulte  du  lemme  34  :  r — i-^t-\-n : — ,  et 
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comme,  d'après  le  lemme  33,  on  doit  avoir  /  +  n ^  '"—  • .  il  en  résulte 

3 

Z  +  I    " 

/'  —  i  z=t  -\-  n . 

2 

Le  nombre  a  des  complexes  invariants  (déterminé  dans  la  démonstration  du 
lemme  34)  est,  par  suite,  /'"';  on  a  donc  a  =  g. 

Théohème  i66.  —  Tout  complexe  du  genre  principal  dans  un  corps  kummerien 
régulier  est  la  (i  — S)'''"'^ puissance  symbolique  d'un  complexe  de  G,  c'est-à-dire  que 
loute  classe  du  genre  principal  est  le  produit  de  la  (i  — S)'*'"'e  puissance  symbolique 
d'une  classe  et. d'une  classe  contenant  des  idéaux  de  c(Z). 

Démonstration.  —  On  a  obtenu,  dans  la  démonstration  du  lemme  3/j,  l'égalité 
nf'  =  gf;  a  est  le  nombre  des  complexes  invariants,/'  celui  des  complexes  égaux  à 
des  (i  — sy^mes  puissances  symboliques  de  complexes,  g  est  le  nombre  des  genres, 
/celui  des  complexes  du  genre  principal.  Comme,  d'après  le  théorème  i65,  a  =  g, 
on  a  /'=/,  ce  qui  démontre  que  tout  complexe  du  genre  principal  est  la 
(i  —  syéme  puissance  symbolique  d'un  complexe. 


S  i65.  —  Sur  les  formes  relatives  des  nombres  d'un  corps  kummerien  régulier. 

Théorème  167.  —  v,  a  étant  deux  entiers  du  corps  circulaire  régulier  c(Q.  [x  non 
égal  à  la  /'"""  puissance  d'un  nombre  de  c(^).  et  vérifiant,  pour  tout  idéal  premier  W 
de  c(V),  la  condition 

\'<^V-)  _. 

I  w  \ 

le  nombre  v  est  toujours  égal  à  la  norme  relative  d'un  entier  ou  d'une  fraction  A  du 
corps  kummerien  C=^c{\/\).,  Z). 

Démonstration.  —  Démontrons  d'abord  ce  théorème  dans  le  cas  où  v  est  une  unité 

(le  cÇÇ).  Donnons  encore  à  /  et  à  n  le  même  sens  qu'au  théorème  i5g;  dans  la  démons- 

/+  I       ,       ,    ,. 

tration  du  théorème  iG5.  on  a  montre  que  /* —  i  ==/  +  n ,   c  est  a-dire  que 

3 

/i  = t  +  r.  Considérons,  d'autre  part,  les  /•*  =  /  — r  unités  s,,  ...,  s  ,  définies 

3 

au  paragraphe  i49-  Vu  les  égalités  (i4o),  un  produit  de  puissances  de  ces  r*  unités 
ne  peut  être  la  /'*''"''  puissance  d'une  unité  de  cÇÇ)  que  si  tous  les  exposants  sont  divi- 
sibles par  /.  On  peut  donc^  la  totalité  des  unités  de  C(Z)  formant  une  famille  de 

degré— ^^ — ^.déterminer /•*  autres  unités  :  £,,:%,,  s,*^^ î,_,  de  c(u),  telles 
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que  toute  unité  ^  de  c{V)  puisse  se  représenter  par 


^j,  ".,  Xf_^  étant  des  exposants  entiers  rationnels  et  s  une  unité  appropriée  de  c(Z). 

2 

En  posant  alors 

le  !l     1 


s     ,    U. 


(tt=  1,  2,  ...,^;  w  =1,  2,  ...,  r«) 


les  r*  égalités 

(,6„)  |_j  =  ,,     _(  =  ,,     ...,     jj_j  =  , 

donnent  les  r*  çongruences  linéaires  en  a?,,  x^,  ...,  £C;_, 

2 

«n  ^.  +  ^«37,   +  ...  +  e^      x^  =  o ,  \ 

2    ''  2  j 

(i6i)  { [(mod  /). 


I. 


ox  +  e^^ax,  +  ...  4-  e^_^      x,_,  =  o , 


■j~'  '"'^" 


l 

A  cause  de  (i4o),  nous  avons 

«..=  ï'     ^..  =  0'     ^3,  =  o,  ...,  e,«,  =o, 

^»i=  I'     «3,  =  o,  ...,  e,.«,  =o, 

^33  =  I ,  . . . ,  6^«3  =  o,  )  (mod  /) , 


r   ,r  '    ' 

et  par  suite  les  r*  çongruences  linéaires  (i6i)  sont  indépendantes;  il  en  résulte  que 

toutes  les  unités  ^  remplissant  les  conditions  (i6o)  forment  une  famille  d'unités  de 

1       ,  ^ —  I         «       ^ —  I 
degré r  = 1  -{-  r. 

2  2 

Nous  avons  établi,  au  début  de  cette  démonstration,  que  le  degré  n  de  la  famille 
de  toutes  les  unités  de  c(Q,  normes  relatives  d'unités  ou  de  fractions  de  C,  a  la  même 
valeur.  Comme,  de  plus,  toute  unité  de  c(Z),  norme  relative  d'une  unité  ou  d'une 
fraction  de  C,  est  évidemment  résidu  de  normes  de  C,  mod  I  et  doit  par  suite  (théo- 
rème i5i)  vérifier  aussi  les  égalités  (i6o),  toute  unité  de  la  première  famille  appar- 
tient aussi  à  la  seconde;  ces  deux  familles  ayant  même  degré  sont  donc  identiques. 
Or,  l'unité  donnée  v  satisfait  par  hypothèse  aux  conditions  (i6o)  et  appartient,  par 
suite,  à  la  seconde  famille;  v  est  donc  aussi  contenue  dans  la  première,  c'est-à-dire 
que  V  est  norme  relative  d'une  unité  ou  d'une  fraction  de  C . 

Soit  maintenant  v  un  entier  quelconque  de  c(Z),  vérifiant  les  conditions  du  théo- 
rème 167  ;  considérons  les  facteurs  idéaux  premiers  de  v  dans  c(Z).  Posons  X=  i  —  Ç 
Fac.  de  T.,  3«  S.,  II.  55 
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et  Ï  =  (X).  Si  l'idéal  premier  ï  entre  dans  v,  mais  avec  un  exposant  6  non  divisible 
par  /,  et  qu'il  n'entre  pas  dans  le  discriminant  relatif  du  corps  C,  on  a,  d'après  la  fin 
du  paragraphe  i33, 

/  \  /  ^  ft  \  /  \—b 

i  i  )      (    i    i      M  )    ' 

et,  vu  l'égalité  qu'on  en  tire,  j^'    =  i,  I  est  (théorème  lAg)  décomposable  dans  C 

en  /  facteurs  premiers.  Si  C  est  l'un  d'eux,  on  a  :  ï=:Ne(fi). 

Soit  ensuite  p  un  idéal  premier  de  c(Q  autre  que  ï,  et  entrant  dans  v  avec  un 
exposant  b  non  divisible  par  /;  au  contraire,  supposons  son  exposant  a  daijs  [t.  divi- 
sible par  /  ;  on  a  alors  par  définition 

l  V,    IJl  J  i    [X      i 

et  il  en  résulte,  vu  l'hypothèse  du  théorème  167,  ]-'    =;  i  ;  donc  (théorème  149)  p  est 

iP) 
aussi  dans  C  le  produit  de  /  idéaux  premiers.  ^  étant  l'un  d'eux,  on  a  :pz=Nc(P). 

Enfin,  les  idéaux  premiers  de  c(u)  facteurs  du  discriminant  relatif  de  C  sont  tou- 
jours des  puissances  /''•'"**  d'idéaux  premiers  de  C  et  sont  par  suite  aussi  normes 
relatives  d'idéaux  de  C.  De  tout  cela  résulte  que  v  doit  être  norme  relative  d'un  idéal 
^deC  :  v  =  Nc(J9). 

De  plus,  vu  l'hypothèse  du  théorème  167,  Jp  appartient  au  genre  principal  de  C 
et  nous  pouvons  par  suite  poser,  d'après  le  théorème  166, 

î  étant  un  idéal  de  c(Q  et  3  un  idéal  de  C.  Si  h  est  le  nombre  des  classes  d'idéaux 
de  c(Q,  on  a  j''^»^  1 ,  et  par  suite  A  ^=  (  ^rrzj  )  doit  être  un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire de  C  ;  sa  norme  relative  !Nc(A)  est  évidemment  égale  à  ev'*,  e  étant  une  unité 
de  c(v^).  De  la  dernière  égalité  résulte,  d'après  le  théorème  i5i.  que  l'on  a.  pour  tout 

idéal  premier  %v  de  c(t),  i  :=  i,  et  par  suite  aussi    ^^^    =  i.  Or,  on  a  montré, 

^  ^'^  l    w    )  i  w  ) 

dans  la  première  partie  de  la  démonstration,  que  dans  ces  conditions  e  doit  être 
norme  relative  d'un  nombre  de  C;  posons  £  =  Nc(H).  H  étant  un  nombre  de  C. 
h  et  e  étant  alors  des  entiers  rationnels  tels  que  l'on  ait  6A  +  e/=  1,  on  a 

v  =  N,(A*H-*vO. 

et  la  démonstration  du  théorème  167  est  ainsi  complète. 

Dans  cette  démonstration  nous  pouvons,  dans  les  deux  cas,  restreindre  l'applica- 
tion du  théorème  i5i  au  cas  de  tp=|=l,  car  d'après  le  théorème  i63  les  conclusions 
subsistent,  même  pour  tt)  =  ï. 

On  est  ainsi  parvenu  à  étendre  aux  corps  kummeriens  réguliers  toutes  les  propriétés 
déjà  établies  et  démontrées  par  Gauss  pour  les  corps  quadratiques. 
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CHAPITRE  XXXV. 

Nouvelle  méthode  pour  la  théorie  d'un  corps  kummerien  régulier. 

S  166.  —  Propriétés  esse>tielles  des  unités  d'un  corps  circulaire  régulier. 

(v    (xj 
Nous  avons  vu  quel  rôle  important  joue  le  symbole  ]-—[  dans  la  théorie  des  corps 

kummeriens.  Pour  la  définition  de  ce  symbole  (paragraphe  i3i)  et  la  recherche  de 
ses  propriétés,  du  paragraphe  i3i  au  paragraphe  i33  nous  avons,  comme  Kummer, 
introduit  les  dérivées  de  logarithmes  des  polynômes  o)(x),  adjoints  à  un  nombre 

(0^1,  mod  t.  Les  calculs  des  paragraphes  i3i  bis  à  i33  pour  le  symbole  \—r~[  dans 

les  corps  kummeriens  correspondent  d'ailleurs  aux  considérations  du  paragraphe  64 

pour  le  symbole  (  1  du  corps  quadratique.  Quoique  nous  soyons  déjà  parvenus 

à  réduire  à  de  moindres  proportions  les  calculs  employés  par  Kummer,  il  me  paraît 
cependant  nécessaire,  surtout  en  vue  du  développement  futur  de  la  théorie,  de  cher- 
cher s'il  n'est  pas  possible  d'édifier  la  théorie  des  corps  kummeriens  sans  ces  calculs. 
J'indique  brièvement  dans  ce  chapitre  la  marche  à  suivre. 

D'abord  on  peut  établir  aisément  sans  calcul  et  sans  les  nombres  de  Bernoulli 
les  propriétés  essentielles  ci-après  des  unités  du  corps  circulaire  régulier  c(V).  Rappe- 
lons-nous, pour  le  théorème  i56,  la  dernière  démonstration  indiquée  au  para- 
graphe i4i- 

Nous  pouvons  alors  déduire,  du  théorème  i56,  le  théorème  i55  de  la  manière; 
suivante.  Nous  entendons  par  s,,  ...,  s,»  un  système  quelconque  de  t  unités  réelles 
de  c(0  ;  nous  déterminons  alors  des  exposants  positifs  e,,  ...,  e^s  et  des  entiers 
rationnels  a,,  ...,  a^«,  è,,  ...,  b^»,  vérifiant  les  congruences 


z,.  =  a,.  +  b,.ri%      (r^--). 

Nous  supposons  que  e,  ait  la  valeur  minima  parmi  les  exposants  e.  Nous  pouvons 
alors,  on  le  voit  aisément,  multiplier  les  /* —  i  unités  z^,  ...,  z'^^  par  des  puissances 
de  e^,  telles  que  ces  /*  —  i  produits  e^,  ... ,  î^'^,  vérifient  les  congruences 


c..,c''/«  = 


a'^^  +  b^X'^'    (r>-^') 
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les  a'  et  les  b'  étant  des  entiers  rationnels  premiers  à  /,  et  les  exposants  e'^,  ...,  e'^ 
étant  tous  plus  grands  que  e^.  Les  unités  z^,  s^,  =3,  ...,  e^'^^  forment  encore  un  sys- 
tème d'unités  fondamentales  dans  c(Ç).  Soit  e'^  le  moindre  des  e';  il  est  encore  pos- 
sible de  multiplier  les  unités  £3,  ...,  s^*  par  des  puissances  de  e'^,  de  manière  que 
les  /* —  2  produits  obtenus  s",  ... ,  t"^  vérifient  les  congruences 


les  a"  et  b"  premiers  à  /  et  les  e"  tous  plus  grands  que  e'^. 

Les  unités  e^ ,  e^,  e",  e^,  ...,  e"^  forment  encore  un  système  d'unités  fondamen- 
tales de  cÇQ.  En  poursuivant  ainsi,  nous  arrivons  à  un  système  d'unités  fondamen- 
tales de  cÇÇ),  c^,  =2'  •••  '  4»'''  vérifiant  les  congruences 

£;  =  a;4-6;x''.,  (r»+'), 


les  a  et  les  6  étant  premiers  à  /  et  les  exposants  e^,  ... ,  ej^'~'*  vérifiant  les  inégalités 

(162)  e,<:e'^<el<...<:e\':-'K 

Comme  les  unités  considérées  sont  toutes  réelles,  tous  les  exposants  e^,  e\,  ...  sont 
pairs.  Or,  si  on  avait 

ej'^f""  serait,  d'après  le  théorème  i56,  la  /'*'"''  puissance  d'une  unité  Tj  de  c(^).  En 
exprimant  alors  r,  au  moyen  des  unités  ^,  £^,  t^,  ...,  e'/J*"  '  sous  la  forme 

les  u  étant  des  exposants  entiers  rationnels,  et  en  élevant  cette  égalité  à  la  Z'*"®  puis- 
sance, nous  obtenons  une  relation  entre  les  f  unités  e^,  s^,  ...,  £'/«""''  avec  des  expo- 
sants non  tous  nuls;  ceci  est  contraire  au  fait  que  £^ ,  £^,  ...,  £|(f~'*  forment  un  sys- 
tème d'unités  fondamentales  de  c(C).  Par  suite,  on  a 

11  en  résulte,  vu  les  inégalités  (162),  que  Ton  a  nécessairement 

,      e^  =  i,     e\  =  k,     é[  =  ^,     ...,     e<^-'»  =  /-3, 

et  on  en  conclut  immédiatement  l'existence  d'unités  £^,  ....  £;«  ayant  les  propriétés 
indiquées  au  théorème  i55. 

Le  théorème  167  résulte,  comme  au  paragraphe  142,  du  théorème  i55. 


THÉORIE  DES  CORPS  DE  NOMBRES  ALGEBRIQUES.  4^7 


8   167.  DÉMO?iSTRATION  d'uNE  PROPRIÉTÉ  DES  NOMBRES  PRIMAIRES 

d'idéaux  premiers  DE  SECONDE  ESPÈCE. 

Nous  nous  basons  sur  la  définition  du  symbole  |-^ — ^    donnée  paragraphe  i3i, 

mais  nous  nous  passons  provisoirement  du  symbole  |— 7^/;  nous  n'utilisons  par 

suite  les  théorèmes  i5o,  i5i  que  pour  tt)=|=I.  Les  théorèmes  i58  et  iSg  s'établissent 
alors  immédiatement  comme  on  Ta  montré,  si  l'on  fait  l'hypothèse  restrictive  que  le 
discriminant  relatif  de  c{\/[).,  Z)  par  rapport  à  c(Z)  est  premier  à  ï.  Avec  cette  res- 
triction, nous  arrivons,  sans  employer  le  symbole  1—3— (,  à  la  notion  de  caractère 

d'un  idéal  de  c\\/\).,  Z),  à  la  division  des  classes  d'idéaux  d'un  corps  kummerien  en 
genres,  ainsi  qu'aux  lemmes  33,  34,  35,  et  nous  démontrons  ensuite  le  lemme 
suivant  : 

Lemme  l^3.  —  Tout  nombre  primaire  7.  d'un  idéal  premier  q  de  seconde  espèce  est 
congru  mod  ï'  à  la  /'''™'  puissance  d'un  entier  de  c(Z). 

/— 3 

Démonstration.  —  Soient  e,,  ...,  £,«,  les  /*  = unités  fondamentales  du 

2 

corps  c(Z)  définies  au  paragraphe  166  et  désignées  alors  par  s^,  ,..,  e^'^f"'';  soient 
ensuite  p,  p^,  ... ,  p,»  des  idéaux  premiers  de  c(0  autres  que  ï .  tels  que  l'on  ait 

(i63)  {iP,)         '      ipj       ^"     iP,)         '      ""     (pj 


Pl^)       '    iplo)       '    \pl«)       \pl^^     ■'" 

C*.  w, ,  ...,  'Çi«  étant  des  racines  /'^""'^de  l'unité  quelconque  autres  que  i.  L'existence 
de  tels  idéaux  résulte  du  théorème  162;  en  nous  reportant  à  la  démonstration  de  ce 
théorème,  nous  voyons  que  non  seulement  le  nombre,  mais  encore  la  somme  des 
inverses  des  normes  de  tous  les  idéaux  premiers  r  y  étaient  infinies,  et  ceci  nous 
permet,  comme  le  montrent  les  considérations  faites  en  démontrant  le  théorème  83. 
de  supposer  du  premier  degré  dans  le  cas  actuel  tous  les  idéaux  premiers  p,  p^,  ...,  p,e. 
Nous  pouvons  aussi  supposer  tous  différents  les  nombres  premiers  rationnels  divi- 
sibles par  p,  pj,  ...,  pit-.  Soient  z,  7:,,  ....  -,«  des  nombres  primaires  de  ces  idéaux. 
Occupons-nous   maintenant   du    cas    où   il  existerait   t  +  i    exposants  entiers 
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u,  u, ,  ...,  u^«,  non  tous  divisibles  par  /,  tels  que  l'expression  a^T:"::"^  ...  7:"J*  soit 
congrue  mod  I'  à  la  /'''"''  puissance  d'un  entier  de  c(Q.  D'après  le  théorème  i48,  le 
discriminant  relatif  du  corps  kummerien  c{\/a.,  ^)  renferme  alors  comme  facteurs 
un  certain  nombre  /  des  idéaux  premiers  p,  ...,  :p^«,  mais  non  l'idéal  t.  D'autre  part, 
il  résulte  de  (i63)  et  du  théorème  i5i  que  le  degré  m  de  la  famille  des  unités  de  c{t), 

normes  relatives  d'unités  de  c(v/a,  Z) ,  est  au  plus =  /;  on  aurait  alors  pour  le 

corps  kummerien  c(y/a,  'ç) 

m<<. /,      c.-a-d.      t -\- m <»• 

2  2 

ce  qui  est  impossible  d'après  le  théorème  i58.  Le  cas  envisagé  est  donc  impossible. 
Soit  X  un  nombre  primaire  de  l'idéal  premier  q .  Nous  déduisons  de  la  démons- 

tration  du   théorème   107   qu  li  existe  exactement    — ,   nombres  primaires 

de  c{t)  incongrus,  mod  V~\  et,  par  suite,  (/— 1)/''+'  incongrus,  mod  t';  d'autre 
part,  la  /'^""'  puissance  de  tout  entier  de  c(Q  premier  à  ï  est  congrue  mod  t'  à  l'un 
des  / —  I  nombres  i,  2,  ... ,  / —  i.  De  ce  qui  précède  résulte  alors  qu'il  est  toujours 
possible  de  déterminer  les  exposants  u,  u, ,  ...,  u,»  de  manière  à  ce  que  l'expression 
lj.  =  7:"7:"' ... -"jf*  y.  soit  congrue,  mod  l',  à  la  /''"*  puissance  d'un  entier  de  c(c); 
II,  u, .  ...,  M^»  étant  ainsi  déterminés,  posons  a  =  y." ...  /."j-,  de  sorte  que  ;j.  =  ax,  et 
occupons-nous  maintenant  du  cas  où  un  certain  nombre  positif  a  des  exposants  u, 

11^,  ...,  u,«  sont  premiers  à  /,  les a  autres  étant  divisibles  par  /.  On  aurait 

alors,  vu  (i63),  pour  le  corps  kummerien  c\\J\j.,  Z),  avec  les  notations  du  para- 
graphe 149,  /  =  «+  I,  r*=^a,  r=t  —  r*=i,  et,  par  suite,  d'après  le  lemme  35, 
toutes  les  classes  d'idéaux  de  ce  corps  sont  du  genre  principal.  D'où  le  résultat  sui- 
vant :  r  étant  un  idéal  premier  quelconque  de  c(Z),  tel  que  l'on  ait     —  (  =  i,  et  p 

désignant  un  nombre  primaire  de  r,  le  nombre  çp  aura,  avec  un  choix  convenable 
de  l'unité  H,  tous  ses  caractères  égaux  à  i  dans  le  corps  cyyu.,  l!)  ;  on  a  donc  en 
particulier 

(  ï  ) 
et  comme  q  est  idéal  de  deuxième  espèce,  on  a  aussi    — =  i- 

(  q  ) 
Désignons  maintenant  les  idéaux  premiers  conjugués  de  q  et  autres  que  q  par 

q',  q",  ...,  et  les  substitutions  du  groupe  de  c(Q  changeant  q  en  q',  q",  ...  par  s', 

s",  ...  ;  h  et  h*  ayant  alors  la  signification  du  paragraphe  149  et  ^  étant  le  nombre 

premier  divisible  par  q,  on  a,  vu  la  remarque  à  la  fin  du  théorème  167, 

y..{s'vL).(s"7.)...  =  'Jq'"'\ 
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£  étant  une  unité  de  c(^).  Vu  notre  hypothèse  sur  les  exposants  u,  u^,  ...,  u^<i,  les 
idéaux  p,  ... ,  p^a  étant  du  premier  degré  et  les  nombres  premiers  qu'ils  contiennent 
étant  distincts,  nous  pouvons  conclure  du  théorème  i52  qu'il  existe  dans  c(Q  un 
idéal  premier  r  tel  que  l'on  ait 


X  \  '  I  X 


^ 


(i64) 


5'a  I  l   s'y.  }  


X     )  X 


s"y.  )  _  s"y. 


X     )  X 


\ 


i,*  étant  une  racine  l'*""^  de  l'unité  autre  que  i.  Ces  égalités  (i64)  donnent  de  suite 

(i65)  V    =''       ".^    =''     )-^{  =  ''     •••' 

{  X  )  {    X    )  '    t    ) 

(  y.,  s' -A.  s"'/....  j         \  q 


(i66) 


r 


La  première  égalité  (i65)  donne,  d'après  ce  qui  précède,   — =  i,  et  les  suivantes 

!  <?  ^ 

*       (  ^  )  (  r  )  ,  i  r  ) 

donnent  de  même  ^  — -==  i,     -->  =  i,  ...  ;  d'où,  en  faisant  le  produit,  \ —   ==  i,  ce 

qui  est  incompatible  avec  (i66),  vu  le  théorème  i4o. 

Notre  point  de  départ  est  donc  faux  et  tous  les  exposants  u,  «,,  ...,  Uf  doivent 
être  divisibles  par  /;  a  est  donc  la  Z'^""®  puissance  d'un  nombre  de  c(C);  on  en  déduit 
que  7.  est  congru  à  la  Z'^'"''  puissance  d'un  entier  de  c(u),  mod  t',  ce  qui  démontre  le 
lemme  /jS. 


S  i68.  —  Démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  pour  les  cas  ou  l'un  des  deux 

IDÉAUX  premiers  EST  DE  SECONDE  ESPÈCE. 

Lemme  l\k-  —  Soit  q  un  idéal  premier  de  seconde  espèce  et  r  un  idéal  premier  de 
première  ou  de  seconde  espèce  de  cCC) ;  alors  si  \  —  ^  i,  on  a  aussi  \  —  (  =  i  • 

Démonstration.  —  Soient  x,  p  des  nombres  primaires  de  q,  r.  D'après  le  lemme  43, 
le  discriminant  relatif  du  corps  cysjy,,  u)  ne  possède  (théorème  i48)  qu'un  seul  fac- 
teur premier  q  et  tous  les  idéaux  de  ce  corps  (lemme  35)  appartiennent  alors  au 

genre  principal.  Comme  on  a  j  —  ^  i,  t  est  dans  le  corps  c\\/  ,  z)  le  produit  de 


44o 
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/  idéaux  premiers;  nous  avons  pour  le  caractère  d'un  de  ces  /  idéaux  premiers  la 
valeur 

(p,  xj       i  r  ' 


(\    )        (  q 


I, 


ce  qui  démontre  le  lemme. 


Lemme  45.  —  <{,  q  étant  deux  idéaux  premiers  quelconques  de  seconde  espèce  de 

iq]       ( q 1 
c(Z).  on  a  toujours    -=,-/. 

(q] 
Démonstration.  —    -    est  =|=  i  (le  cas  contraire  venant  d'être  démontré).  Soient 

X,  X  des  nombres  primaires  de  q,  q  ;  q',  q",  ...  les  idéaux  premiers  conjugués  de  q  et 
distincts  de  ce  dernier;  y,',  y.",  ...  les  nombres  primaires  correspondants  conjugués 
de  X.  Mêmes  notations  avec  —  pour  q  et  x.  Soit  enfin  q  le  nombre  premier  divisible 
par  q  ;  on  a  alors  xx'x" ...  =:  z'q'^'"',  s  étant  une  unité  de  c(Ç).  D'après  le  théorème  162, 
il  existe  un  idéal  ï  pour  lequel  on  a 

<■«')       \iH'  ItI=-  ItI=-  •■■■• 


(1G8) 


S;»  ; 


('69)  ivi  =  ''  i^i  =  ''  \v\  =  ''^  ••••  ]f\-'' 

L*  étant  une  racine  Z*^"'*  de  l'unité  autre  que  i  de  c(Q  et  où  e^,  ...,  £,«  désignent  les 
r  unités  désignées  par  $,,  s,,  ... ,  e*»~'*  au  paragraphe  166.  De  (167)  on  tire 


et  par  suite  aussi,  p  étant  un  nombre  primaire  de  t  (voir  théorème  i^o), 

lfl=iil!7llf'î-=^"- 

D'autre  part,  on  a,  vu  (167)  et  le  lemme  44. 


et  par  suite  on  tire  de  (170)  :     -^  =    — \  =  l*. 
On  a  donc 

(171)  *JLi  =  i_LL|- 
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On  tire  de  même  de  (i68)  la  relation 

Déterminons  maintenant  la  puissance  p*  de  p  de  façon  que  l'on  ait  \^^ [  =  i,  et 

considérons  le  corps  kummerien  c[\/y.p^,  z).  Comme  q  par  hypothèse  et  r  à  cause  de 
(169)  sont  idéaux  de  seconde  espèce,  il  résulte  du  lemme  43  que  le  discriminant 
relatif  de  ce  corps  ne  contient  que  les  deux  idéaux  premiers  q  et  r.  Le  corps  c{\/y,p^,  l) 
contient  alors  au  plus  /  genres  (lemme  35).  L'idéal  premier  r  est  la  /'^™^  puissance 
d'un  idéal  premier  91  de  c{\/y,p^,  z).  Les  deux  caractères  de  9*1  dans  ce  corps  sont 

{    q    S      US'     î    ï    !      (t)       i  t)    ' 

et  on  en  déduit  les  caractères  de  9Ï*,  9*1',  ... ,  91'. 

Les  /idéaux  91,  91*,  ...,  9ï'  déterminent,  vu  (171),  /genres  différents  et  le  produit 
des  deux  caractères  de  chacun  d'eux  est  égal  à  i  d'après  la  même  formule.  Ce  dernier 

résultat  est  par  suite  vrai  pour  tout  idéal  de  c{\/y.p",  Z).  Comme  on  a  ',^[  =  1, 
q  est  décomposable  dans  cyyy.ç^,  ç);  les  caractères  d'un  facteur  premier  de  q  sont  : 


et  par  suite  on  a 


7.,ys/}_ 

=  !-! 

\^'y-pl 



(  V. 

>  e 

<l      ) 

1  q  i 

(  y. 

1  ^ 

\  t 

Comme  on  doit  avoir,  d'autre  part. 


■'p'i-i^   4-  =.. 


on  en  déduit,  d'après  172, 


<ï  )        (  q  )  (  q 


q     _iq 


Lemme  46.  —  Soit  p  un  idéal  premier  de  première  espèce  et  q  un  idéal  premier  de 
seconde  espèce  de  c(l) ;  si  l'on  a  I -  =  r,  on  a  aussi    - (  =  i . 

(q)  ip) 


Démonstration.  —  Soient  r,  C  des  nombres  primaires  de  p,  q.  Supposons  que  l'on 
q 


.    ip) 
ait  j-v  =1=  I.  Il  existe  (théorème  i52)  un  idéal  premier  v,  différent  de  p  et  de  q,  pour 
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lequel  on  a 

(173)  !-(H=ï'  !-(=i=ï' 

(  r  )         '     (  r  )  '     (  r  ) 

£, ,  ...,  £;«  étant  les  unités  s.^,  z,',  ...  du  paragraphe  166. 

A  cause  de  (174).  t  est  idéal  premier  de  seconde  espèce;  p  étant  un  nombre  pri- 
maire de  r,  on  a  I  — ,  =|=i,  car  on  déduirait  de     — =1.  à  cause  du  lemme  44. 

j-|  =  I.  contrairement  à  (173).  Nous  pouvons  alors  déterminer  une  puissance  ç"  de  p 

i    "*  1 
telle  que  l'on  ait  \-^\  =  1.   r,  <|  étant  idéaux  premiers  de  seconde  espèce,  il  résulte 

du  lemme  43  et  du  théorème  i48  que  le  discriminant  relatif  du  corps  c(y  xp^,  ç)  ne 

^  (  x  1 

contient  que  les  deux  idéaux  premiers  q,  r.  Or,  on  a  d'après  (173)  <-[  =|=  i,  et  d'après 

(  ^  ) 
le  lemme  45 

(  y.  ) (  q  ) (  r  ) 

(  î^  i       (  1^  ;       M  i' 

et  il  en  résulte,  comme  dans  la  démonstration  du  lemme  45,  que  le  produit  des  deux 

yy-p*.  Cj  est  égal  à  i.  Vu  ^   ^  i.  1)  est  décomposable 
dans  c(v/y.p*,  'C)  ;  tout  facteur  premier  de  p  a  les  deux  caractères 

(     q     )        U  )'       (     ï     i 

Le  premier  étant  par  hypothèse  égal  à  r,  il  faudrait  que  j  — [  fut  égal  a  1,  con- 
trairement à  (173) 


r 


Notre  hypothèse    -[  H=  i  est  donc  fausse. 


Lemme  47-  —  q  étant  un  idéal  premier  de  deuxième  espèce  et  f)  un  idéal  premier 
de  première  espèce,  on  a  toujours 

\p\       M  i" 

Démonstration.  —  Nous  procédons,  comme  dans  la  démonstration  du  lemme  45, 
en  introduisant  p  au  lieu  de  q  et  utilisant,  dans  le  cours  de  la  démonstration,  le 
lemme  46  au  lieu  de  44  pour  établir  la  relation  correspondante  à  (172). 
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S  lOq.  —  Lemme  sur  le  produit  II'  ", — -  }  étendu  a  tous  les  idéaux  premiers  M)  =|-  Ï, 

(  tt)   ) 

Lemme  48.  —  v,  \>.  étant  deux  entiers  de  c(Ç)  premiers  à  (,  [x  étant  de  plus  congru, 
mod  1',  à  la  /'^'"•'  puissance  d'un  entier  de  c(Ç),  on  a  toujours 

(UJ)   (    »     ) 

le  produit  étant  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  tt)  de  c(Ç)  =|=  ï . 

Démonstration.  —  Vu  les  hypothèses,  [a  peut  être  mis  sous  la  forme  d'un  produit 
de  nombres  primaires  d'idéaux  premiers  divisé  par  la  /'^'"*  puissance  d'un  nombre 
de  c(Ç).  Si  V  est  en  particulier  égal  à  un  nombre  primaire  y.  d'un  idéal  premier  q  de 
deuxième  espèce,  le  lemme  résulte  immédiatement  des  lemmes  46  et  47.  c'est-à-dire 
qu'on  a,  avec  l'hypothèse  faite  sur  [j., 

(175)  ii'S^i  =  i.. 

Considérons  maintenant  le  corps  kummerien  c{\/[i.,  Q.  r  étant  le  nombre  des 
caractères  distinctifs  d'un  genre  de  ce  corps,  il  existe,  d'après  le  lemme  35,  au  plus 
r~'  genres  dans  ce  corps,  y^,  ....  y^  étant  alors  r  racines  /'^"""^de  l'unité  dont  le  produit 
soit  égal  à  i,  nous  pouvons  démontrer,  exactement  comme  dans  la  démonstration 
du  théorème  164,  qu'il  existe  toujours  dans  c{y  [j.,  z)  des  idéaux  dont  les  caractères 
sont  y,,  ...,  y^.  11  n'y  a  qu'à  ajouter  aux  conditions  (i55),  (i56),  auxquelles  doit 
satisfaire  l'idéal  désigné  par  p,  les  conditions  supplémentaires 

£,,  ...,  zf.  désignant  les  unités  e^,  ...,  sJ'-T"*'  du  paragraphe  166.  De  cette  façon,  on 
trouve  de  même  que  p  doit  être  un  idéal  de  deuxième  espèce  et  nous  avons  alors  le 
droit,  d'après  les  lemmes  45  et  47.  d'appliquer  la  loi  de  réciprocité  de  la  même  ma- 
nière qu'on  l'a  fait  dans  la  démonstration  du  théorème  164.  Au  lieu  du  théorème  i63 
qu'on  y  a  employé,  nous  utilisons  ici  la  formule  (175).  Il  en  résulte  en  même  temps 
qu'il  y  a  effectivement  /'"'  genres  dans  c\\/{j.,  z)  et,  par  suite,  que  le  produit  des 
r  caractères  doit  être  égal  à  i  pour  chacun  d'eux.  Appliquons  maintenant  ces  résul- 
tats à  la  démonstration  du  lemme  48  dans  le  cas  où  v  est  unité,  puis  dans  celui  où  v 
est  nombre  primaire  d'un  idéal  premier  de  première  espèce. 

Soient  encore  e^,  ...,  s^«  les  unités  dont  il  vient  d'être  question;  (, ,  ...,  I^  les 
t  idéaux  premiers  distincts  qui  entrent  dans  le  discriminant  relatif  de  c(\/ [x,  Z),  et 
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choisissons,  comme  au  paragraphe  149,  ï^,   I(_, ï,.^, ;  soient  1^,  ...,  À^._^^  des 

nombres  primaires  correspondants  et  ç  une  unité  quelconque  de  c(Q.  D'après  le 
théorème  i52,  il  existe  un  idéal  premier  q  et  un  exposant  m  premier  à  /,  tels  que 
l'on  ail 


(177) 


l..)         (     ç    )'"       (X_)         (     l    )'"  (A, 


r-J-t 


Soit  X  un  nombre  primaire  de  q.  Vu  l'égalité  ]-=i,   q  se  décompose  dans 

c(\/|j.,  ^),  et,  d'après  les  autres  conditions  (176),  q  est  idéal  premier  de  deuxième 
espèce.  Les  r  caractères  d'un  facteur  premier  de  q  ont,  comme  on  voit  d'après  (177) 
et  les  lemmes  l^o  et  47  que  l'on  a  : 


les  valeurs  suivantes  : 


y,,[i.)       U      y,,  {i.  U     f'^V-{ 


i    t,    y  i    K    y         il) 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  leur  produit  doit  être  égal  à  i  ;  ceci,  joint  à  (178)  et  à  la 
dernière  égalité  (176),  donne 


ir^-^^  =1. 

ml     tt>     ) 

le  produit  s'étendant  à  tous  les  idéaux  premiers  W)  différents  de  (;  on  en  tire,  grâce 

à  (175), 

(170)  ll'l- — ^    =1,     c'est-à-dire     H'  p^^    =  i  ; 

le  lemme  48  est  donc  démontré  quand  v  est  une  unité  quelconque  de  c(t). 

Soit  ensuite  p  un  idéal  premier  de  première  espèce,  vérifiant  la  condition  j-/  =  i 

et,  par  suite,  décomposable  dans  c(v/[Â,  ç)-  Les  r  caractères  d'un  facteur  premier 
quelconque  de  p  sont  : 

i   h   i'   i   K  S'   ■'•'   I  K  S' 

7:  désignant  un  nombre  primaire  depetç  une  unité  convenable  de  c(Q. 
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Leur  produit  devant  être  égal  à  i,  il  en  résulte  encore 

(W)    (        »        ) 

et  on  en  tire,  vu  (179), 

Enfin,  si  p  est  un  entier  premier  de  première  espèce  premier  à  p,,  tel  que  l'on 

ait  |  — (=1-1,  on  déterminera  un  idéal  premier  <\  de  seconde  espèce  tel  que  l'on  ait 

(P) 

|_|  =|- 1.  Alors,  d'après  le  lemme  44,  on  aura  aussi  |  — [  =|=  i-  /•  désignant  un  nombre 

primaire  de  q  et  7/  une  puissance  de  y.  telle  que  l'on  ait  |^— -   =1,  on  a,  d'après  ce 
qui  précède, 

m  i    to    ) 

et  comme  on  a  aussi,  d'après  le  lemme  47. 

m  i  ^  ^      i  p  )     i  (\  ) 
on  a  encore 

(180)  n'i^^î  =  i; 

le  lemme  48  est  donc  aussi  démontré  lorsque  v  est  un  nombre  primaire  d'un  idéal  de 
première  espèce.  Des  égalités  (175).  (179)»  (180)  résulte  sa  complète  généralité. 


S  170.  —  Le  symbole  |v,  u.|  et  la  lot  de  réciprocité  entre  deux  idéaux  premiers 

QUELCONQUES. 

Nous  arrivons  maintenant  d'une  manière  très  simple  à  la  nouvelle  base  de  la 
théorie  des  corps  kummeriens  réguliers  annoncée  au  début  de  ce  chapitre.  Posons, 
V  et  [j.  étant  deux  entiers  de  c(Z), 

le  produit  n  étant  encore  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  de  c('C)  différents  de  I; 
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le  symbole  jv,  [/.j  représente  ainsi  une  racine  /'"'"*'  de  l'unité  complètement  déter- 
minée par  les  nombres  v,  ]).,  et  on  tire  de  (80)  les  formules 

(•82)  j         |v,  [^,1^.4  =  jv,  ^j  |v,  [X,j, 

V,  V,,  V,,  ]j.,  jj-, ,  [Xj  étant  des  entiers  quelconques  de  c{Z).  r  désignant  ensuite  une 
racine  primitive  mod  /  et  5  =  (Ç  ;  'C)  la  substitution  correspondante  du  groupe  de 
c(0,  on  a 
(i83)  j^v,  517.J  =  jv,  i;,!"". 

On  a  ensuite  la  proposition 

Lemme  49.  —  Siv,  1;,  sont  deux  nombres  primaires  de  c(Q,  le  symbole  |v,  ai  a  ton- 
jours  la  valeur  i. 

Démonstration.  —  On  a  d'abord,  a  étant  un  entier  rationnel  quelconque  premier 
à  <  et  à  V  (théorème  i4o),  l'égalité 

(i84)  {v,at        '  " 


(  «  )      (      , 

\}.  devant  être  primaire,  \}..s  '^  [x  est  congru  mod  I'~'  à  un  entier  rationnel.  On  peut, 
par  suite,  déterminer  un  entier  rationnel  a  tel  que  l'on  ait  la  congruence 

a.a.s  2  a  ^  I ,     (!'), 

et  que  de  plus  a  soit  premier  à  v.  On  obtient  alors,  en  appliquant  le  lemme  48, 

|v,  a|  |v.  y.|  |v,  s  -  [jl|  =  |v,  a.jx.s  2  ij,|  z=  i  , 

et  par  suite  aussi,  vu  (184). 

V,  ;/      V,  s  -   a=  I. 


On  démontre  de  même 


•|v,  6-2    [J.j  15*^7,  S   -    [jJ  = 


Puis  on  tire  de  (i83) 

/— I        /— 1 

i,.     ..  ! 


V ,  |j.       5   -  V  ,  S   -    'j/t  =  j. 


Les  trois  dernières  égalités  réunies  donnent 

|v,ij,|*=i,      c'est-à-dire      |v,[jJ  =  i.  C.  q.  f.  d. 

Si  l'on  choisit,  en  particulier  pour  v,  y.,  des  nombres  primaires  de  deux  idéaux 
premiers  quelconques  p,  (|  de  c(Ç),  l'énoncé  du  lemme  49  est  équivalent  à  la  loi 
générale  de  réciprocité  161  pour  ces  idéaux  premiers. 
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S  171.  —  Coïncidence  des  symboles  |v,  \).\  et  ]— -^[• 

Nous  déduisons  du  théorème  i5i,  dont  le  cas  tt)z|i:I  est  seul  utilisé,  que  jv,  \).\ 
a  toujours  la  valeur  i  si  v  est  norme  relative  d'un  entier  du  corps  c[\/ij.,  ^);  et  nous 
arrivons  enfin  maintenant  à  montrer  que  la,  [xl  a  aussi  la  valeur  i  si  x  est  reste  de 
normes  du  corps  c\\/[j.,  Z).  En- effet,  supposons  pour  abréger  que  les  deux  nombres 
a,  [A  soient  premiers  à  I  et  posons  a^Nc(A),  mod  I'.  A  étant  un  entier  de  c{\/ii.,  ^), 
le  nombre  a.(Nf(A)'~*  est  évidemment  congru  à  la  /'^"*  puissance  d'un  entier  mod  I': 
par  suite  on  a,  en  utilisant  les  formules  (183),  les  remarques  faites  et  le  lemme  48, 

•ja(N,(A)y-,u.!  =  ja,  i.j|N,(A),:.î'-'  =  |a,  a|  =  i, 

comme  nous  l'avions  annoncé.  Si  l'un  des  nombres  a,  u.  ou  tous  les  deux  sont  divi- 
sibles par  t,  la  démonstration  se  fait  aussi  sans  difficulté  au  moyen  des  mêmes 
procédés. 

Si  !j,  est  un  entier  de  c(^)  premier  à  ï,  on  tire  aisément  de  (i8i) 

par  suite,  l'expression  jv,  y.j  remplit  toutes  les  conditions  que  remplit  le  sym- 
bole \—7-i  (^^^  du  S  1 33);  on  a  donc,  en  prenant  la  définition  du  symbole     -^ 
donnée  paragraphe  i33, 

on  retrouve  dans  cette  égalité  le  théorème  i63. 

Si  les  deux  nombres  v,  <x  sont  premiers  à  ï  et  que  v,  â  désignent  des  entiers  de 
c(^)  vérifiant  les  congruences 

V  ^  V  ,     [X  ^  TZ ,       (mod  l') . 
on  obtient  facilement,  à  l'aide  du  lemme  48, 

^>  V-}  _  (v^j 

M     il)' 

De  là  et  de  la  considération  des  formules  (182)  nous  tirons  le  résultat  suivant  : 

Si  les  deux  nombres  v,  [a  sont  premiers  à  I  et  si  l'on  pose 

•       V  =  a'( I  +  1)\ ( I  +  ly-  . . .  (i  +  À'-)"'-' ,       (mod  ï') , 
;j.  =  6'(  r  +  X)'"^  (  I  +  A*)"'^ . . .  (  I  +  X'-')"''-i ,        (mod  I') , 
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n.  h  et  les  exposants  n  et  m  étant  des  entiers  rationnels,  on  a  une  égalité  de  la  forme 


L  étant  ici  une  fonction  bilinéaire  homogène  des  deux  séries  de  variables  n, ,  ..., 
«/_, .  Wj.  •••.  "i;_i.  et  les  coefficients  de  L  sont  des  entiers  rationnels  ne  dépendant 
que  du  nombre  premier  /  et  faciles  à  calculer  pour  une  valeur  donnée  de  /  en  pre- 
nant des  valeurs  particulières  pour  v  et  [x. 

î  V,  a )        ,         .  . ,   , 

Après  avoir  défini  le  symbole  j— 7^    et  établi  ses  propriétés. les  plus  importantes, 

nous  pouvons  laisser  de  côté  la  restriction  maintenue  jusqu'à  présent  dans  ce  cha- 
pitre pour  les  corps  kummeriens  d'avoir  leur  discriminant  relatif  premier  à  ï:  c'est 
ce  qu'on  parvient  à  démontrer,  comme  plus  haut,  en  s'appuyant  sur  les  théo- 
rèmes 164,  i65,  166  et  surtout  sur  le  théorème  fondamental  1G7.  Ce  dernier  et  le 
théorème  162  permettent  de  montrer  ensuite  que  v,  \j.  étant  deux  entiers  quelconques 

de  c(u),  tels  que  l'on  ait  j—^— [  =  1,  et  que  a  ne  soit  pas  égal  à  la  P'""  puissance  d'un 

nombre  de  c(Q,  le  nombre  v  est  toujours  résidu  de  normes,  mod  I,  du  corps  kum- 
merien  c(v/[x,  Cj-  Par  suite  le  théorème  i5i  est  vérifié  par  surcroît  pour  tt)  =  I,  ainsi 
par  conséquent  que  le  théorème  i5o  pour  tt)  ^  I .  Avec  cette  nouvelle  manière  d'édi- 
fier la  théorie  des  corps  kummeriens  réguliers,  ces  théorèmes  i5o  et  i5i  pour  tt)  =  l 
jiaraissent  les  clés  de  voûte  de  toute  la  construction,  contrairement  à  la  première 
méthode. 

CHAPITRE    XXXVI. 

L'équation  diophantine  7.'"  +  &'"  +  y'"  =  o. 

^    172.    —    iMPOSSIBILrrÉ    DE    l/ÉQlATIO>'    %    -\-  fl'  +  y' =  O    POLR   LES   EXPOSANTS    PREMIERS 

RÉGULIERS    /. 

Fermât  a  émis  l'assertion  que  l'équation 

a"'  +  h"'  +  c'"  =  o 

est  impossible  en  nombres  entiers  a,  b,  c  différents  de  o  pour  tout  exposant  entier 
m>»  I.  Bien  que  déjà  avant  Kummer  on  ait  obtenu  des  résultats  isolés  remarquables 
sur  cette  équation  de  Fermât  [Abel',  Cauchy''-,  Dirichlet'-^'^,  Lamé''-'^  Lebes- 
que''^'-^],  c'est  pourtant  Kummer  qui  est  parvenu  le  premier,  en  s'appuyant  sur  la 
théorie  des  idéaux  des  corps  circulaires  réguliers,  à  démontrer  le  théorème  de  Fermât 
pour  des  classes  très  étendues  d'exposants  m.  Le  plus  important  des  résultats  de 
Kummer  est  le  suivant  : 
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Théorème  i68.  —  /  étant  un  nombre  premier  régulier  et  a,  p,  y  des  entiers  quel- 
conques du  corps  circulaire  des  racines  /'^™*'*de  l'unité,  dont  aucun  n'est  nul,  on  n'a 
jamais  l'égalité 

(i85)  a'  +  S'  +  Y'  =  o. 

[Kummer ''«-'.] 

Démonstration.  —  Soit  L  =  e~,  X  =  i  —  Z,  t^Çk).  Supposons  que  l'équation  (i85) 
ait  une  solution  en  nombres  entiers  a,  ,S,  v  du  corps  c(w)  et  distinguons  les  deux  cas 
où  aucun  des  trois  entiers  a,  &,  y  n'est  divisible  par  I  et  celui  où  l'un  au  moins  des 
trois  est  divisible  par  ï. 

Dans  le  premier  cas,  on  doit  en  tout  cas  exclure  les  valeurs  3  et  5  pour  l'expo- 
sant /.  En  effet,  pour  /^3  chacun  des  trois  nombres  a,  p,  y  serait  ^1+3  i,  mod  ï,  et 
par  suite  chacune  des  trois  puissances  a%  ,&',  y'^^H  i,  mod  V;  la  somme  a'  +  &^  +  y' 
serait  donc  congrue  à  +  i  ou  à  +  3,  mod  V,  ce  qui  est  incompatible  avec  l'équa- 
tion (i85).  On  arrive  à  une  contradiction  semblable  avec  /=ô,  si  l'on  considère  que 
dans  ce  cas  chacun  des  trois  nombres  a.  p,  y  est  congru,  mod  î,  à  zt  i  ou  ita,  et 
par  suite  chacune  des  trois  puissances  a*,  p",  y'  devrait  être  congrue  à  ±  i,  -1-32. 
mod  r  (1). 

Soit  donc  /^  7.  Si  l'équation  (i85)  est  vérifiée  par  les  trois  nombres  a,  p,  y,  on  a 
évidemment  aussi  a*'  -f  8*'  4-  y*'  =  o,  en  désignant  par  a*,  p*,  y*  les  produits  de  a.  S,  y 
par  des  racines  Z'^™®*  quelconques  de  l'unité.  Cela  étant,  nous  pouvons  dorénavant 
admettre  que  les  trois  nombres  a,  ,8,  y  vérifiant  l'équation  (i85)  sont  semi-primaires. 
Mettons  alors  l'équation  (i85)  sous  la  forme 

(186)  (a  +  S)(a-hC?)(a  +  ^?)•••(«  +  C'"'?)  =  -Y^ 

Si  deux  facteurs  du  premier  membre,  par  exemple  x  -{-l"p  et  a  4-  Ç"^^^,  avaient 
un  facteur  commun,  celui-ci  devrait  aussi  diviser  (t," —  i)a  et  (i  — lf)p,  et  comme 

I  —  r^  , 

^  est  une  unité  et  que  I  ne  divise  pas  y,  ce  facteur  commun  devrait  nécessaire- 

'  "5 


(')  N.  T.  —  Pour  /=7,  la  coDtradiction  relevée  dans  le  premier  cas  pour  /  =  3,  /^5 
n'existe  pas.  En  prenant,  en  effet, 

i 

a^  —  I,         P  ^  —  2,         y  ^4-3,  mod  ï , 

on  a 

a'=  — I,     f5'=  — 128,     y'=-f2i87,     mod(r=7.I), 
et 

o  ^  a' +  fi' -f  y' ^  2o58     ou     7X294  =  7X7x42,     mod  7.Ï, 
ou 

7  X  42  ^  o,     mod  I, 
congruence  qui  est  vérifiée. 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  II.  67 
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ment  appartenir  aux  nombres  a  et  [i.  Tout  facteur  premier  ne  figurant  que  dans  un 
seul  des  /  facteurs  du  premier  membre  de  (186)  doit  évidemment,  d'après  cette 
équation  même,  avoir  un  exposant  multiple  de  /;  les  /  facteurs  du  premier  membre 
de  (186)  se  décomposent  donc  comme  suit  : 

a+li        =i'a, 

a  +  CP      =i[a. 


a  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  idéal  des  nombres  a  et  p,  et  j,  j^ 

i,_,  des  idéaux  de  c(Q.  Comme  a4-C'~'fi,  en  particulier,  est  premier  à  ï,  on  peut 
déterminer  une  racine  /'^""^  de  l'unité  C*.  telle  que  Ç*(a -f  ^'"'fi)  soit  semi-primaire. 

Posons 

a  _  p 


On  obtient  alors 


(187) 


a» 

f  ;'- 

"'W 

M' 

U  ■ 

■h-J 

^    P 


c'est-à-dire  que  l'on  a 
J 


iV      .      fi.\'      .  /"'.V 


t;J~'-  ièJ~' '^'^■' 


et  on  a  de  plus 

(188)  [x  +  ç'-'p  =  ç*-. 

/i  désignant  le  nombre  des  classes  d'idéaux  de  cÇ^),  on  a,  d'autre  part, 


'  V-  .     /  '.  v^, (M  ^,., 


et,  comme  h  esl  premier  à  l,  on  en  déduit 

h-i  ii-i  h-i 

Par  conséquent,   on   peut  (voir  théorème  127,  §  98)  mettre  les  relations  (187) 
sous  la   orme 

(189)  [x  +  ç"p  =  r"c«<»  («  =  «,1,2 i-,). 
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les  e„  désignant  des  exposants  entiers  rationnels,  les  e^^  des  unités  réelles  du  corps 
circulaire  c(Q  et  les  a^  des  nombres  de  c(Q  entiers  ou  fractionnaires  à  numérateurs 
et  dénominateurs  premiers  à  I.  La  P^'""  puissance  du  nombre  a^^  étant  toujours  con- 
grue à  un  certain  entier  rationnel  a^,  mod  l'(*),  on  tire  des  égalités  (189)  les  con- 
gruences 

(igo)  :..-i-ç"p^r"s„a„.    (I'),  («  =  o,,,. .-., 

Effectuons  dans  ces  congruences  la  substitution  (Ç  .*  ^')  et  désignons  par  [j.'  et  p' 
les  transformés  de  \).  et  p  par  cette  subsj^itution;  il  vient 

(191)  t;.'+r"p'=r'"£„a„,     (ï').  («  =  o..,  2, ...,/-.). 

De  (190)  et  (191)  résulte 

(192)  ■    !^  +  r?  =  r":j/  +  z'"'-"?',  (V),  (« = 0, 1, 2, ....  1-2). 

En  posant  <j.^m.  p  ^ '",  mod  I*,  m  et  r  étant  des  entiers  rationnels ("-),  il  résulte 

■  (•)  N.  T.  —  La  puissance  /'^™^  de  tout  nombre  a  de  c{X)  est  congrue  mod  V  à  un  certain  entier 
rationnel  a . 

En  effet,  a  peut  être  mis  sous  la  forme 

CL  -\-  a,l  -\-  al*  -f-  ...  4-  «,    X'~'  ,,  ,  ..... 

~  — —      »     '        '         '        «  ' '        l—t  (le»  «0,  «,  ...  et  ft„  elaiit 

h  entiers  rationnels.) 

0 

a<,  et  6q  étant  premiers  à  /;  on  a  donc  : 

6„a  =  a„,       (modï). 
On  peut  toujours  déterminer  un  entier  b  tel  que  l'on  ait 

bb^^  I ,         (mod  /) , 


alors  on  a 
c'est-à-dire 
et  par  suite 

a  étant  entier  rationnel. 
(*)  N.  T.  —  En  eff'et. 


[>.= 


bb^x^a^b,     (modï), 
a  ^  a^6,     (mod  I), 
a'  ^  a,        (mod  I'), 

a.  +  a,À*  +  ...  +  a,_,X' 


car  a  est  le  quotient  de  deux  nombres  semi-primaires. 

[j.^  m,     (mod  V) , 
revient  donc  à 

b^m^  a^,     (mod  V); 

or  bg  et  Oj,  étant  premiers  à  /,  la  congruence 

b^m  ^  a^,     (mod  /), 

a  toujours  une  solution  m  -\-  o,  et  par  suite  l'on  a  aussi 

b^m^  a^,     (mod  V). 
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de  (193) 

(  1 93)  m  +  C"  r  =  'C"  m  +  C""""  /■ ,     {V). 

et,  à  cause  de  la  relation  générale  c^^^  i  — ^X,  mod  I*,  (193)  donne  la  congruence 

2e^^(w  +  r)  ^  2 ru,     (mod  /). 

D'autre  part,  il  résulte  de  l'égalité  (188)  :  m  -\-r^  i,  mod  /,  et  par  suite  nous 
avons 

e,^  ^  ru ,     (mod  /) ,  <«  =  0, 1, 2 i-t). 

Prenons  alors,   en   tenant  compte  de  cette   relation,   les  congruences   (192)  pour 
u  =  o,  1,  2,  3;  on  en  tire,  en  éliminant  [j-,  p.  \)!,  p'. 


^  o,     (mod  I'), 


I,         I, 

I , 

I 

I.       C' 

c. 

vtr—i 

I.    (.T 

(r'-)% 

(c-y 

I.  cr. 

(r)\ 

(r-)' 

c'est-à-dire 

(19/,)       (I- 

-0(1- 

r)(i-r-')(:- 

-r)(^- 

Aucun  des  facteurs  du  premier  membre  n'est  égal  à  o.  car  autrement  on  aurait  soit 
r^o,  soit  r^i,  soit  r^^,  mod  /.  Si  l'on  avait  r^o,  mod  /,  il  en  résulterait 
fi^o,  mod  ï;  si  l'on  avait  r^i,  mod  /,  il  en  résulterait  p^i,  mod  I,  c'est-à- 
dire  p^  X  +  fi  ou  a^o,  mod  I.  Dans  les  deux  cas  c'est  impossible,  vu  notre  hypo- 
thèse sur  les  nombres  a,  p,  y.  Si  l'on  avait  r^^,  mod  I,  on  aurait  p^^,  mod  ï, 
c'est-à-dire  2p^a-}-p  ou  a^,S,  mod  I.  Mais  comme  a,  p,  y  entrent  symétrique- 
ment dans  l'équation  (i85),  on  aurait  aussi  a^p^y,  mod  (,  et  par  suite 

a'-fp'  +  y  =  3a  =  o, 

c'est-à-dire  a^o.  mod  I,  contrairement  encore  à  l'hypothèse.  Chaque  facteur  du 
premier  membre  de  la  congruence  (19/î)  est  par  suite  divisible  par  ï,  mais  non  par  V; 
cette  congruence  est  donc  impossible,  puisqu'on  a  l^']- 

Supposons  maintenant,  en  second  lieu,  que  dans  l'équation  (i85)  l'un  des  trois 
nombres  a,  S.  y,  par  exemple  y,  soit  divisible  par  I  et  contienne  ce  facteur  à  la 
An'^'"*'  puissance.  Si  l'on  renjplace  alors  y  par  X"'o,  B  étant  un  entier  de  c(t)  premier 
à  t,  l'équation  (i85)  prend  la  forme 

(195)  a'4-[i'  =  sV"'û', 

£  étant  ici  égal  à  —  i.  On  va  montrer  qu'une  équation  de  cette  forme  (igS)  est  même 
impossible,  a,  fi,  c  étant  des  entiers  quelconques  de  c(l)  premiers  à  t  et  e  une  unité 
quelconque  du  corps  circulaire  c(Ç).  Pour  cela,  supposons  encore  les  nombres  a,  ^ 
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semi-primaires  et  observons  d'abord  que  a',  p'  sont  congrus  à  des  entiers  rationnel^, 
mod  l'^\  et  que,  vu  (igô),  £X'"'S'  doit  aussi  être  congru  à  un  entier  rationnel, 
mod  ï'^'  ;  m  doit  donc  être  >  i.  On  trouve  ensuite,  par  des  considérations  analogues 
à  celles  du  cas  précédent  et  en  tenant  compte  de  ce  que  a  +  ^  est  semi-primaire,  les 
égalités 

a-t-p       =À'""-'-^'i'a, 

,(•96)  {  '  -  • 

où  î,  j,,  ...,  i,_, .  a  sont  des  idéaux  premiers  à  ï  de  c(Ç)-  Si  1=3,  le  nombre  de 
classes  h  du  corps  c(Z)  est  égal  à  i  et,  par  suite,  tout  idéal  de  c(Ç)  est  un  idéal  prin- 
cipal. En  posant  dans  ce  cas  a^(y.),  y.  étant  un  entier  de  c(Q,  et  ensuite 

_  ï  _  8 

x'  x' 

les  égalités  (196)  deviennent 

(197)  j  p.  +  SP    =^ïl. 

{a  +  rp  =  Xi^. 

Dans  le  cas  de  />»3,  formons  les  nombres 

aX  bX 


t^-  =  „    I    w-..'     P 


a  +  r'.8    "^    ot  +  r'r 

on  peut  aussi  les  mettre  sous  forme  de  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur soient  premiers  à  ï.  Les  trois  premières  et  la  dernière  des  égalités  (196)  nous 
donnent 

jx-fp  =  x"'"-'»-('j-y, 

(198)  {î^  +  Cp  =>^(A 


^  +  ^'^=Kè)' 


Nous  en  concluons  encore 


J/-1  I/-1  Î/-1 
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et  par  suite  nous  pouvons  mettre  les  égalités  (198)  sous  la  forme 

(199)  (  !^  +  Cp    = 


V 

V 

£/ a 


V,  a*,  p*,  Y*  étant  des  entiers  de  c(Z)  premiers  à  I  et  £  et  e*  des  unités  de  ce  corps. 
A  cause  de  (197),  on  a  également,  si  /=3,  un  système  comme  (199).  En  éliminant  y. 
et  p,  on  obtient,  aussi  bien  pour  /=3  que  pour  />3,  une  équation  de  la  forme 

(200)  a*'  +  7iS*'  =  r;X'<"'-V, 

OÙ  -ï]  et  -r*  i  égales  à ^e  et  à  — ^i*  j  sont  des  unités  de  c(Q.  a*',  fi*'  étant 

congrus  mod  I'  à  des  entiers  rationnels  et  m  étant  >>  i,  comme  on  l'a  démontré,  il 
résulte  de  cette  équation  (200)  que  r,  aussi  doit  être  congru  à  un  entier  rationnel 
mod  t',  et  par  suite  (théorème  i56,  §  i/ji)  t)  est  la  Z'^'""  puissance  d'une  unité  de  c(l). 
En  mettant  alors  f'*-r\~~i  à  la  place  de  jis*  dans  (200)  cette  équation  prend  la  forme  de 
(195),  sauf  que  l'exposant  m  a  diminué  d'une  unité.  En  continuant  ce  procédé,  on 
finirait  par  arriver  à  une  équation  de  la  forme  (190)  avec  m=  i,  et  par  suite  par 
arriver  à  une  contradiction.  Le  théorème  168  est  donc  complètement  démontré. 


§  178.  —  Autres  recherches  sur  l'impossibilité  de  a'"  +  fi"'  +  y"'  =  0. 

Kummer  a  encore  donné  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  l'équation 

'      •     ■       •  ■•  a'+!i'  +  Y'  =  o 

en  nombres  entiers  a,  ^,  y  du  corps  circulaire  des  racines  l'*"^^^  de  l'unité,  dans  le 
cas  où  /  est  un  nombre  premier  divisant  le  nombre  de  classes  h  du  corps  circu- 
laire c\e  '  /,  h  n'étant  d'ailleurs  pas  divisible  par  fC).  [Kummer '^]  D'après  la  re- 
marque paragraphe  189,  le  théorème  de  Fermât  est  donc  reconnu  exact  pour  tous 
les  exposants  a?i<^  100.  La  démonstration  de  la  proposition  de  Fermât  dans  toute  sa 
généralité  est  encore  à  trouver. 

11  reste  encore  à  traiter  le  cas  où  l'exposant  m  est  une  puissance  de  2.  L'équa- 
tion a^-|-6^  =  c*  a,  comme  on  sait,  une  infinité  de  solutions  en  nombres  entiers 
rationnels  a,  b,  c.  Cependant,  on  a  ensuite  le 

(')  N.  T.  —  Voir,  pour  cette  démonstration,  la  note  VI. 
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Théorème  169.  —  a,  ,3,  y  étant  des  entiers  =|=o  du  corps  quadratique  déterminé 
par  i  =  v/ —  I ,  on  n'a  jamais  l'équation 

(301)  a*4-p*  =  Y'. 

Démonstration.  —  Admettons  qu'il  existe,  au  contraire,  trois  entiers  a.  p,  y  véri- 
fiant cette  équation.  Posons  X=i  4-^  et  I  =  (X).  Nous  voyons  d'abord  facilement 
que  l'un  des  deux  nombres  a,  ,8  doit  être  divisible  par  X.  En  effet,  admettons  que  a 
et  p  soient  premiers  à  X  et  observons  qu'un  entier  de  c(j)  premier  à  X  est  toujours 
^  I  ou  t,  mod  V;  son  carré  est  par  suite  ^+1,  mod  I',  et  sa  quatrième  puissance 
est  ^  I  mod  V.  11  en  résulte  a* -f  &*^2,  mod  V.  Par  suite,  y  devrait  être  divisible 
par  I  et  non  par  V.  Mais  si  nous  posons  en  conséquence  y  =  X  +  XV',  y  étant  encore 
un  entier  de  c{i).  nous  trouvons  y*^  2/,  mod  t*,  et  par  suite  toujours  y*E|Ea*  +  H\ 
mod  V,  contrairement  à  l'hypothèse.  Le  cas  où  les  deux  nombres  a  et  ,3  seraient  divi- 
sibles par  I  peut  évidemment  être  exclu  de  suite,  car  alors  y  serait  divisible  par  V  et 
on  pourrait  supprimer  la  puissance  X*  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (201). 

11  ne  reste  donc  que  le  cas  où  un  des  nombres  x,  j3,  par  exemple  a,  est  divisible 
par  ï,  p  et  y  étant  au  contraire  premiers  à  J.  Nous  posons  a  =  X"'a*,  où  a*  est  un 
nombre  premier  à  X ,  et  nous  considérons  l'équation  plus  générale 

(202)  fi'  —  y'  =  zl""x'\ 

£  désignant  une  unité  de  c(i).  Nous  déduisons  de  cette  équation  (202),  en  changeant 
au  besoin  y  en  —  y,  deux  équations  de  la  forme 


P^ -f  y  =  r)X*"'-a'\ 

(203) 

où  7),  j  sont  des  unités  de  c(JÇ),  a'  et  fi' des  entiers  de  c(i)  premiers  à  ï.  En  addition- 
nant les  deux  équations  (2o3)  et  divisant  le  résultat  par  j  a*,  on  obtient  une  équation 

(2o4)  P'*  — yfi'=VX*'"-*a'* 

où  j',  t/  sont  des  unités  de  c(i).  Si  m  était  égal  à  i,  cette  équation  serait  sûrement 
impossible,  car  p',  j',  p,  t,',  a'  sont  tous  ^  i  mod  1.  Donc  on  a  m  >>  i.  Mais  alors  on 
déduit  de  cette  équation  (204)  la  congruence  j'^  i  mod  I*;  par  suite,  on  a  j'  =  it:  i- 
En  posant  ,3  =  y'  ou  p=:iy,  suivant  que  j=  -f-  i  ou  —  i,  l'équation  (20/i)  prend  la 
forme  (202),  à  part  que  m  a  diminué  de  i.  En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  une 
contradiction. 

On  déduit  immédiatement  du  théorème  de  Fermât  pour  /=3  qu'il  n'existe  au 
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cune  équation  du  troisième  degré  à  coefficients  rationnels  et  de  discriminant  i  en 
dehors  des  deux  suivantes  : 

x'  —  xzt^  =  o 

et  de  celles  qui  s'en  déduisent  par  la  substitution  x  =  x'-{-a  (a  étant  rationnel). 
[Kronecker**.] 

On  peut,  comme  Hurwitz,  exprimer  le  théorème  de  Fermât  en  disant  que 
l'expression  \/i — x"'  représente  toujours  un  nombre  incommensurable  pour  m 
entier  >  2  et  x  fractionnaire  positif. 
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NOTE     I     (ANNEXE  AU   |   5),  . 

Par  g.  HUMBERT  0). 

Démonstration  du  lerame  2.  (Théorème  d'Hurwitz.) 

Soient 

G-=.8„ar"  4-8.X"-'  +...  +  8„. 
deux  polynômes  en  x,  à  coefficients  entiers  algébriques  quelconques;  soit 

FG  =  Y„x'"-  +  y.x''— '  +  ...+._.; 

je  dis  que  si  un  même  entier  algébrique  to  divise  tous  les  y,  (c'est-à-dire  si  les  y^  :  w, 
qui  sont  algébriques,  sont  aussi  entiers),  w  divise  tous  les  produits  «(,8^- 

En  effet,  fixons  ietk;  on  a,  en  désignant  par  £c^  les  racines  de  F  =  o ,  par  y^  celles 
de  G  =  o , 

*o      Po 

(^)  Cette  Note  et  les  suivantes  n'ont  rien  de  personnel;  elles  ont  été  rédigées,  après  lecture 
des  Ouvrages  ou  Mémoires  classiques,  à  l'occasion  d'un  cours  professé  au  Collège  de  France 
en  1910-191 I. 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  III.  58 
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Or,  considérons  l'équation  FG  =  o;  soient  S,,  S^,  ...  ses  racines,  qui  sont  les  x^ 
et  les  y^;  partageons  les  ;  en  deux  groupes  de  toutes  les  manières  possibles,  l'un 
de  m  racines,  l'autre  de  n;  soient  t,^  et  y;^  les  racines  de  deux  groupes  d'un  même 
système.  La  fonction  u  =  (ïlv,irj  •••  QC^''),'']»  •••  'It)  ^st  une  fonction  rationnelle  non 
symétrique  des  racines  ç;  en  prenant  tous  les  groupements  possibles  des  m  +  Ai 
racines  E  en  deux  groupes  de  m  et  n  respectivement,  on  obtient  un  certain  nombre 

a.     8. 
de  fonctions  u,  dont  l'une  est  dz— ^-t^-  D'ailleurs,  toute  fonction  symétrique  des  u 

l'est  des  ;  ;  donc,  les  u  sont  racines  d'une  équation  algébrique  dont  les  coefficients 
sont  rationnels  par  rapport  aux  coefficients  y  de  FG  =  o.  D'une  manière  plus  pré- 
cise, les  coefficients  en  question  sont  des  polynômes  en  •^^  \  y,  à  coefficients  entiers 
ordinaires  :  cela  résulte  de  la  proposition  suivante  facile  à  démontrer  : 

Soit  une  équation  algébrique  ic"  +  a^ar"~'  +  ...  +  a„=:o;  considérons  la  fonction 
symétrique  des  racines  x^  :  S.x'^ia?^^  ...  xJJ",  les  a^  entiers  ordinaires  non  négatifs  :  elle 
s'exprime  par  un  polynôme  en  a^,  a^.  ... ,  a„.  dont  le  degré  est  le  plus  grand  des  a^  et 
dont  les  coefficients  sont  entiers  ordinaires. 

Soit  donc 

u"  4- <«''-*  +  ... +rfM  =  o 

l'équation  en  a;  on  a 

_rf.r=2«  =  s[(sc.r....0(i-^.-i,--^*)]- 

Le  second  membre  est  une  fonction  symétrique  des  ^^,  où  les  B^  figurent  tous  au 
premier  degré  chacun;  donc,  d'après  la  proposition  qui  vient  d'être  énoncée,  cf,  est 
un  polynôme  d'ordre  un  par  rapport  à  t ensemble  des  v-  ;  y^.  De  même  d^  est  d'ordre 
deux,  dj  est  d'ordre  trois,  etc. 

On  peut  donc  écrire  l'équation  en  u  : 

P  P  Pm 

a«  +  _Lu«-'  +  -^y-^  +...+    «  =  o, 

Y„  Y«  Yo 

P.  étant  un  polynôme  entier  à  coefficients  entiers  ordinaires  d'ordre  i  par  rapport 

à  y^,   y,,  y^ et  homogène,  puisque  d^  était  un  polynôme  d'ordre  i  en  y,  ;  y„, 

Ys  •  Yo-  6^^-  D'ailleurs,  a^p^  '.  a„,S,  est  l'un  des  u;  donc,  en  posant  a^ii^=zv  et  obser- 
vant que  aj!^  =  y„.  on  a  pour  y  l'équation 

p   /y  yi-i  p 

c'est-à-dire  ' 
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Supposons  maintenant  que  les  y^  soient  tous  divisibles  par  w;  je  dis  que  v  l'est 

V 

aussi,  ou  que  —  est  un  entier  algébrique.  On  écrit  en  effet 

(0 

iLy+z..(jLY"VL.(jiy-V...+L«=o. 

tl)  /  (0       \  0)  /  là       \  (H  /  w 

p    p 

Or,  d'après  l'hypothèse  — ^,  — j,  •••   sont  des  entiers  algébriques,  car  P    étant 

homogène,  à  coefficients  entiers  ordinaires,  d'ordre  i  par  rapport  aux  y  et  ceux-ci 

P 
divisibles  par  w ,  —  est  un  polynôme  entier  a  coefficients  entiers  ordinaires  par  rap- 

port  aux  entiers  algébriques  -^;   donc  entier  algébrique  aussi,  par  un  théorème 

(i) 

connu.  Donc,  également  d'après  un  théorème  connu,  — ,   racine  d'une  équation  de 

premier  coefficient  i  et  à  coefficients  entiers  algébriques,  est  entier  algébrique;  ou 
encore  a^S^.  est  divisible  par  oj,  c'est-à-dire  que  le  quotient  3c.8^  ;  w  est  entier  algé- 
brique. C.  q.  f.  d. 


NOTE   II   (annexe  au  i  5), 
Par  g.  HUMBERT. 


Démonstration  du  théorème  fondamental  8  par  la  méthode  de  Hurwitz 
mentionnée  au  paragraphe  6. 

Lemme  i.  —  Soit  a  un  nombre  fractionnaire  du  corps  de  base  (w^ w,,,)  : 

a  =  m,a).  4-  ...  +^,„<o,„, 

les  m^  entiers  ou  fractionnaires  ordinaires.  Prenons  successivement  pour  \}.  les  quan- 
tités 

tx  =  o,  I,  ....K^ 

R  entier  ordinaire  positif  plus  grand  que  i  ;  considérons  les  quantités  ;j.a  et 
en  particulier  les  parties  entières  et  fractionnaires  des  ixm^,  c'est-à-dire  écrivons 
-;.m^  =  E^ -I- pj,  Ej  entier  positif,  nul  ou  négatif  et  o<p.«<i.  On  appellera  E^,  la 
partie  entière,  p^  la  partie  fractionnaire  de  ;j.An.. 

Si  on  di-vise  l'intervalle  o  —  i  en  K  parties  égales,  d'amplitude  -—  (avec  la  conven- 

K. 
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lion  que  o  appartient  au  premier  intervalle  partiel,  —  au  second,  et  ainsi  de  suite), 

chacune  des  m  parties  fractionnaires  tombe  dans  l'une  de  ces  K  parties  égales;  or,  on 
peut  répartir  a  priori  m  quantités  dont  l'ordre  est  donné,  dans  K  intervalles,  de 
K""  manières  différentes  (évident  en  passant  de  m  à  m  +  i).  D'autre  part,  en  faisant 
varier  ;jl,  (jj, ^o,  i,  ...,  K'"),  on  a  K"  +  i  systèmes  de  m  parties  fractionnaires  à 
répartir  successivement  dans  les  K  intervalles.  Comme  K"'  +  i  est  plus  grand  que 
K'",  les  K'"  4-  I  répartitions  ne  seront  pas  toutes  distinctes,  c'est-à-dire  que  deux  au 
moins  d'entre  elles  seront  identiques. 

Soient  u.'  et  u."  les  valeurs  correspondantes  de  u.  (a">>[j/);  les  parties  fraction- 
naires de  [l'm^,  [x"a?î,  tombent  dans  un  même  intervalle  de  -— ;  de  même  celles  de 

K. 

'().'n)^,  u"m, ,  etc.  On  a  ainsi 

[x"m^  =  e."  4-  Pi",       [j'm,  =  e/  +  p/,  a  =  i.  2 my. 

?/'  ^t  Pi'^o  et  compris  dans  le  même  intervalle  de  —  ;   |p/'  —  p/|  est  donc  sûrement 

Si  donc  on  pose  \).=  [x"  —  a'  (a  est  positif  et  non  nul,  puisque  [x"]>  ix'),  on  aura 

[xm,  =  e/'-<  +  p/'-p/, 
c'est-à-dire 

E^  entier  positif,  nul  ou  négatif  et  p^  positif,  nul  ou  négatif,  mais  inférieur  à  —  en 
valeur  absolue. 

Par  suite,  étant  données  m  quantités  m^,  m^,  ...,  /n„,,  on  peut  trouver  dans  la 
série   i,   2,   ....   K""  un  entier  |j.  (non  nul)  tel  que,  pouri=i,   2,   ...,  m,  on  ait 

[;.m^  =  E^  +  pi;     E^  entier  et  |p.|  <  —  . 
Lemme  2.  —  L'entier  [x  étant  ainsi  déterminé,  on  a 

=  (E,  -|-?,)c.>.  +  (E,-^-p.)a),+  ... 

E^  entier  ordinaire,  p^  fractionnaire,  |pJ<C  -tt-.  ou 

K 

[xa  —  (E.o).  4-  Ejo,  +  ...)  =  p,co.  -f-  p,w,  4-  ...  . 

11  résulte  de  là  que 

|l..a  -  E,o),  -  E.o),  -  ...|<  1p,|  .  M  4-  IpJ  .  1<..J  4-  ...  ; 

donc,  si  Q  est  le  maximum  du  module  des  m  (c'est-à-dire  le  plus  grand  des  |wj), 

on  a 

mii 

|u.a-A|<— , 
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A  étant  un  entier  du  corps  m.  Passant  aux  conjugués,  on  a  de  même,  pour  le  même  a  : 

mQ' 


A'K 


K 


On  a  le  même  \).  parce  que  ce  [x  ne  dépend  que  de  m^,  m^,  ...,  m^^,  qui  restent  les 
mêmes  quand  on  passe  de  a  à  ses  conjugués  a',  a",  etc.;  de  même  A'  est  le  conjugué 
de  A,  parce  que  les  E^  ne  dépendent  que  des  m^.  Maintenant  observons  que  si  p  est 
un  nombre  d'un  corps  w,  sa  norme  est  ,8^'^" ...  :  si  l'équation  en  w  a  des  racines  ima- 
ginaires, elles  sont  deux  à  deux  imaginaires  conjuguées  et  il  en  est  de  même  pour 
les  S  correspondants,  de  sorte  qu'on  a  dans  tous  les  cas 

[Norme  PI  =  Ipl  .  Ifj'l  .... 
Donc,  en  multipliant  membre  à  membre  les  inégalités  ci-dessus,  on  a 

4M       nfOQ'...        C" 
[Norme  (p.a  —  A)|< — <-^. 

C  étant  un  entier  fixe  qui  ne  dépend  que  du  corps  et  non  du  nombre  a. 
Prenons  K  =  C;  il  en  résulte  le  lemme  suivant  : 

Etant  donné  dans  un  corps  d'ordre  m  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  a,  on 
peut  trouver  un  entier  ordinaire  p.  positif,  au  plus  égal  à  C"',  (C  étant  un  entier  positif 
ne  dépendant  que  du  corps)  et  un  entier  A  du  corps  tels  que 

[Norme  (aa  —  A)|  <<  i  • 

CoKOLLAiRE.  —  Soit  1  uu  idéal  quelconque,  a  un  de  ses  entiers  autre  que  o  et  de 
norme  minimum  en  valeur  absolue  (autre  que  o  nécessairement,  car  la  norme  étant 
xa' ...  ne  peut  être  nulle  qui  si  un  des  a,  donc  évidemment  tous,  sont  nuls).  Soit  a, 

a 
un  autre  entier  de  1;  appliquons  le  lemme  2  au  nombre  du  corps  — .  On  aura,  pour 

a 

a  entier  ordinaire  positif  et  -^  C", 

|N([x-^-.8)|<i. 
a 

p  entier  du  corps,  d'où 

[N(i.a.-pa)[<[Na|. 

Mais  [Naj  étant  en  valeur  absolue  la  norme  minimum  autre  que  o  dans  l'idéal  et 
a  a,  —  py.  étant  un  entier  de  l'idéal,  puisque  a^  et  a  en  sont  et  que  [j.  et  8  sont  entiers 
du  corps,  on  a  nécessairement 

N(p,a,  —  ,8a)  =  o, 

d'où 

aa^  =  8a 

par  une  remarque  qu'on  vient  de  faire. 
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Donc  \).ct^  est  divisible  par  a;  a  fortiori,  puisque  p.  est  un  des  entiers  i,  2,  ....  C", 
il  en  sera  de  même  de  C"  !  a, . 

Posant  C"!  =  M,  on  voit  que,  a,  étant  un  entier  quelconque  d'un  idéal  I,  Ma,  est 
divisible  par  a,  ou  encore  que  tous  les  entiers  de  l'idéal  MI  sont  divisibles  par  a,  ce 
qui  entraîne 

(M)I  =  (a)J, 
J  étant  un  idéal. 

Je  dis  que  J  contient  M .  En  effet,  (M)l  =  (a)J  montre  que  le  produit  d'un  nombre 
de  I  par  M,  divisé  ensuite  par  a,  est  un  nombre  de  J;  or,  a  étant  de  I,  l'entier 

a-M       ,,         ,    ^ 

^M  est  de  J. 

a 
Si  donc  on  dit  que  deux  idéaux  I  et  J  sont  équivalents  lorsqu'il  existe  deux  entiers 
du  corps  X  et  \i  tels  que  (X)I  =  (;j.)J,  on  peut  dire  que 

Tout  idéal  équivaut  à  un  idéal  gui  contient  un  nombre  fixe  M  dépendant  seulement 
du  corps. 

Remarque.  —  Deux  idéaux  équivalents  à  un  troisième  le  sont  entre  eux.  Car  si 

(a)I    =(^)K, 
(a.)I.  =  (p.)K. 
on  en  conclut  .   .   t„    .■ 

(.8)(P,)K  =  (apjI  =  (a.p)I.. 

Théorème.  —  Si  on  range  dans  une  même  classe  les  idéaux  équivalents,  le  nombre 
des  classes  d'idéaux  est  fini. 

Car  tout  idéal  équivaut  à  un  idéal  contenant  M,  donc  contenant  (M).  Or,  un  idéal 
donné,  ici  (M),  n'est  contenu  que  dans  un  nombre  limité  d'idéaux  (lemme  i  du 
paragraphe  4);  donc  le  nombre  des  classes  d'idéaux  est  fini. 

Théorème.  —  Une  puissance  convenable  d'un  idéal  quelconque  I  est  un  idéal  prin- 
cipal. 

Formons,  en  effet,  I,  I*,  V,  ...  en  nombre  illimité;  il  faut,  par  le  théorème  précé- 
dent, que  deux  de  ces  idéaux  soient  équivalents,  c'est-à-dire 

(oc)r  =  (s)r-  =  (^)r.r. 

On  n'a  pas  le  droit  de  diviser  par  V,  parce  qu'on  ne  suppose  pas  établi  le  théorème 
fondamental  qu'on  peut  trouver,  pour  tout  idéal  I ,  un  autre  idéal  J  tel  que  I J  soit  prin- 
cipal. Mais  on  sait  que  si  un  idéal  quelconque  J  =  KL,  tout  nombre  de  J  appartient 
à  K,  car  si  p,,  p^,  ...  sont  les  nombres  de  K  et  a,,  (y^,  ...  ceux  de  L,  ceux  de  KL  sont 
SXpjS^,  et  ce  sont  évidemment  des  nombres  de  K;  ainsi  tout  nombre  de  KL^J 
est  de  K. 
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Soient  a^.  ... ,  a^^  et  j5, ,  ...,  H    des  bases  de  V  et  F;  il  résulte  de  la  relation  précé- 
dente que  aa^  est  divisible  par  p  et  que  le  quotient  est  un  nombre  de  T.r,  donc  de  V; 

c'est-à-dire  -— a  a.  =  X  .7.^ -|- a -a, -^- . . . ,  les  X.,  [x^,  etc.,  entiers  ordinaires.  On  a  ainsi, 

pour  /=  I,  2,  ....  m,  m  relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  a^.  Eliminant  ces 
quantités,  on  a  • 


\.  !^  — 


o, 


équation  à  coefficients  entiers  ordinaires  en  — ,  d'ordre  m,  de  premier  coefficient  + 1 . 

oc 
Donc  —  est  un  entier  (du  corps),  soit  y,  et  l'on  peut  écrire 

(Y)r  =  r.F. 

Les  nombres  a^p,,  a^jB,,  ... ,  a„,!3,  sont  des  nombres  de  IT'  (car  les  a^  sont  une  base 
de  r,  les  (3,  de  F);  donc,  divisés  par  y,  ce  sont  des  nombres  de  V,  c'est-à-dire  que 


\^i  +  [>'i^,  +  ■■•, 


(t  =  1,  2 m) 


d'où  on  conclut  encore  que  —,  et  de  même  —,  sont  entiers  du  corps. 

ï  T 

Donc  r  =  (Y)J,  J  étant  un  nouvel  idéal,  et  (Y)r  =  rr  donne  (Y)r  =  (Y)rj,  c'est- 
à-dire  évidemment 

r  =  r  J 

(car  ici  on  peut  manifestement  diviser  par  l'idéal  principal  (y)). 

Si  5,,  8j,  etc.,  est  une  base  de  J,  la  relation  r  =  rj  montre  que  a^  est  un  nombre 
de  r  J  ;  or,  un  nombre  de  F  étant  x^%^  -j-  x^a,  -f  . . . ,  un  de  J  étant  y,8,  +  y^â,  -|-  . . . .  un 
nombre  de  FJ  est  manifestement  du  type  S0^.  ^.a^S^^,  les  ©^  ^^  étant  entiers  du  corps. 
On  a  ainsi  : 

a.  =  a.n.g,  +  cc^-^lJ..^  +  ...  +  a,„2:p,8„ 
a.  =  a.SX/a.-f- a.SiVS,+ ...  -f  a,„Sp/S,, 


les  \,  [l^ X'j,  \i\,  etc.,  étant  entiers  du  corps.  Eliminant  les  a^  entre  ces  m  rela- 
tions linéaires  et  homogènes,  il  vient 


o; 
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d'où  ±  I  =  polynôme  entier  par  rapport  aux  o^  à  coefficients  entiers  du  corps,  sans 
terme  indépendant.  Or,  les  ^^  étant  des  entiers  de  J,  il  en  est  de  même  de  tout  poly- 
nôme en  8j  à  coefficients  entiers  quelconques  du  corps  et  sans  terme  indépendant , 
d'après  la  définition  même  d'un  idéal;  donc  +  i  est  de  J,  c'est-à-dire  i  est  de  J  et 
J=  I.  L'égalité  r  =  (Y)J  donne  donc 

r=(Y).  C.  q.f.d. 

Théorème.  —  Cela  s'écrit  1.1*"*  =  (y),  c'est-à-dire  que  tout  idéal  multiplié  par  un 
autre  idéal  convenable  donne  un  idéal  principal. 

C'est  le  théorème  fondamental  d'où  se  déduit  la  décomposition  unique  en  idéaux 
premiers,  comme  on  l'a  vu  au  paragraphe  5. 


NOTE    111    (annexe  au  i  I7J, 
Par  g.  HUIVIBERÏ. 


Démonstration  des  inégalités  fondamentales  de  Minkowski 
pour  22  formes  linéaires  à  22  variables. 

Il  existe  trois  démonstrations  différentes  du  théorème  de  Minkowski,  énoncé  dans 
le  paragraphe  17  sous  les  deux  formes  équivalentes  des  lemmes  6  et  7  :  la  première, 
celle  de  Minkowski,  se  trouve  dans  la  Géométrie  derZahlen;  une  autre,  de  M.  Hilbert, 
a  été  reprise  par  Minkowski  dans  ses  Diophantische  Approximationen ;  on  la  trouvera 
aussi  dans  les  Vorlesungen  ilber  Zahlenlheorie ,  de  M.  Sommer,  traduction  française 
de  M.  A.  Lévy;  une  troisième  a  été  donnée  par  M.  Hurwitz  dans  les  Gôtlinger 
Nachrichten,  Math.-phys.  kl.  1897  :  c'est  celle  qui  va  être  exposée. 

Les  raisonnements  restant  les  mêmes  quel  que  soit  le  nombre  des  variables,  on 
le  supposera,  pour  fixer  les  idées,  égal  à  trois. 

Soient  les  trois  formes  linéaires 

f.=  a,x  +  bj  +  c^z 

de  déterminant  A.  En  divisant  les  a^,  b^,  c^  par  vl-^i'  ^^  ramène  le  déterminant 
à  +  I  ;  si  c'est  —  i ,  on  changera  les  signes  de  a, ,  6, ,  c, ,  et  on  aura,  dans  tous  les  cas. 
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trois  formes  //  de  déterminant  +  i.  Dire  qu'on  peut  donner  a  x,  y,  z  des  valeurs 
entières  non  toutes  nulles,  telles  que  l'on  ait 

revient  donc  à  dire  que,  pour  ces  valeurs,  on  a 

(v  A  dans  le  cas  de  n  formes  à  n  variables). 

C'est  sous  cette  dernière  forme  que  M.  Hurwitz  établit  la  proposition. 
Sa  démonstration  se  divise  en  quatre  parties. 

Première  partie.  -7  On  supposera  d'abord  les  coefficients  des/^  entiers. 

Réduction  du  système  des  f^.  —  On  opérera  sur  x,  y,  z  une  suite  de  substitutions 
à  coefficients  entiers  de  déterminant  +  i,  de  manière  à  simplifier  les/^. 

Soit  f^=ia^x  +  b^y  -\-  c^z\  si  c,  est  le  plus  petit  (non  nul)  en  valeur  absolue  des 
coefficients  a,,  6^,  c^,  on  peut  faire  en  sorte  que  le  coefficient  de  x  soit,  en  valeur 
absolue,  inférieur  ou  au  plus  égal  à  |cj  :  il  suffit  d'opérer  la  substitution  {z\  z  -\-  Ix), 
\  entier;  le  coefficient  de  x  devient  a,  +  /,c,  et  peut,  dès  lors,  par  choix  de  X,  être  ;>o 
et  -^  |cj  ;  ceux  de  y  et  de  z  n'ont  pas  varié.  Si  |aj  est  <<  |6J  et  |cj,  on  changera,  s'il 
y  a  lieu,  x  en  — x.  On  peut  donc  supposer  le  coefficient  de  x  positif  et  non  nul,  infé- 
rieur en  valeur  absolue  à  ceux  de  y  et  2 . 

Faisons  maintenant  la  substitution  {x,  x-\-\y)  :  nous  pouvons  rendre  le  coeffi- 
cient de  y  positif  ou  nul  et  <  a,  ;  puis,  par  (y,  y  +  Xx),  diminuer  de  nouveau  celui 
de  X  en  le  laissant  toujours  positif  et  non  nul;  puis,  par  {x,  x-\-\y),  diminuer  de 
nouveau  celui  de  y  en  le  laissant  positif  ou  nul,  etc.  On  arrive  ainsi  à  annuler  le  coef- 
ficient de  y  et  de  même  celui  de  z. 

/j  se  réduit  ainsi  à  \x,  A  entier  et  positif.  Opérant  de  même  sur/^  et  y^,  on  peut, 
par  des  substitutions  opérées  successivement  sur  y  el  z,  faire  disparaître  le  terme 
en  z,  en  sorte  que /^  =  b'x  4-  By,  B >> o .  Faisant  (y,  y  +  Ix),  on  a 

f^=  bx  -}-By,     avec    o<6<B,     B>o. 

Et  alors  f^  =  c'x  4-  c"y  -r  Cz,  où  C  est  =|=o,  à  cause  du  déterminant  qui  est  resté  le 
même  et  est  ABC.  Par  (z,  z  +  kx)  et  (z,  z  +  [i.y),  on  peut  faire  en  sorte  que  l'on  ait 
o<c'<|C|.  o<c''<|C|. 
Finalement,  le  système  est 

/,  =  Aa;,  A>o, 

f,_=bx+By,  B>o,     o<6<B. 

L=c,x  +  cj-\-Cz,  o<(c,,cJ<|C|. 

Et  les  substitutions  opérées  étant  de  déterminant  ±1.  les  anciennes  variables  sont 
entières  en  même  temps  que  les  nouvelles  et  réciproquement. 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  III.  5g 
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Pour  établir  le  théorème  de  Minkowski  dans  le  cas  où  les/^  ont  leurs  coefficients 
entiers,  il  suffira  donc  de  l'établir  pour  le  système  réduit.  On  peut  le  faire  direc- 
tement, mais  c'est  compliqué  à  cause  des  cas  et  sous-cas  à  distinguer.  Mieux  vaut 
raisonner  autrement. 

Deuxième  partie.  —  Disons  que  deux  formes  linéaires  et  homogènes  en  x,  y,  z 
à  coefficients  entiers  sont  équivalentes  ou  congrues  (modd/.)  si  leur  différence  est  du 
lype  >,/,  +  >  J,  +  \f, ,  les  l  entiers. 

Si  0  est  une  telle  forme,  les  cp +  )>,/,+ X^^/^  +  X^/^ ,  çont  donc  congrues  à  cp 
(modd/,). 

Soit  '1=9  i-  ?,/  -r  "/.^/j  +  /j/s-  cp  étant  donnée;  on  peut  choisir  les  1^  de  manière 
que,  dans  •\  (on  dira  que  •]/  est  réduite)  : 

1°  Le  coefficient  de  z  (qui  est  celui  de  z  dans  a,  augmenté  de  C\^,  soit  compris 
entre  o  inclus  et  |C|  exclus; 

2°  Xg  étant  ainsi  déterminé,  on  peut  choisir  a^.  de  manière*que  le  coefficient  de  y 
soit  entre  o  inclus  et  B  exclus  ; 

3°  Choisir  X, ,  de  manière  que  le  coefficient  de  x  soit  entre  o  inclus  et  A  exclus. 

Alors  les  formes  •}  réduites  sont  au  nombre  ûfe  |C|BA  distinctes.  |C|BA  est  A ,  déter- 
minant des  /, ,  et,  d'après  le  calcul  précédent,  toute  forme  équivaut  (modd/.)  à  une 
et  une  seule  réduite.  Donc  il  y  a  |A|  Jormes  et  \^\  seulement  non  congrues  deux  à  deux, 
modd//.  parmi  elles,  celle  dont  les  trois  coefficients  sont  nuls. 

Ce  résultat  obtenu  par  la  réduction  des  /  est  évidemment  vrai  pour  des  /  non 
réduites,  puisque  deux  formes  congrues  (modd/)  le  restent  si  on  opère  sur  lesx,  y,  z 
une  substitution  de  déterminant  ±  i. 

Reprenons  alors  les  /  initiales.  Le  théorème  du  nombre  des  classes  de  formes 
linéaires  modd  /  s'applique  dès  lors  aux  formes  de  déterminant  A  : 

F^  =  a^x  -\-  a^y  +  a,z, 
l\=b^x+  b^y-\-b.^z, 

F.^  =  c^x  +  c^y  +  c^z. 

Soient  /'"  et  (r  4-  i)'  les  cubes  positifs  d'entiers  consécutifs  qui  comprennent  |A|, 
de  sorte  que  r^<^  |A|  <C(r+  i)'';  considérons  les  formes  <i,=^l^x  +  l^y  +  l^z,  où  l'on 
a  o<^(/,,  /j,  l.j)<^r.  Elles  sont  (r -\-  i)%  y  compris  la  forme  nulle.  Comme 
(/•  -j-  i)'>  I-  |,  deux  des  o  sont  congrues  entre  elles  modd  F,,  leur  différence  est  donc 
^i^^i  +  ^i^i  +  ^3 1^3'  l^s  ^  n'étant  pas  nuls  à  la  fois,  car  les  deux  cp  sont  distinctes.  On 
a  donc  pour  des  valeurs  des  /.  entières  non  nulles  à  la  fois,  —  car  les  deux  ç  sont  dis- 
tinctes, —  et  comprises  entre  — r  et  +  r  inclus  : 

rja^x  +  a^y  +  a^z)  +  \(b^x  +  ...)  +  \(c^x  +  •••)  =  'i^  +  KJ  +  K^' 
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d'où 

les  |/,|  étant  -^  r,  c'est-à-dire  <^  ] A|  "*  et  les  1^  non  nuls  à  la  Jois.  Le  théorème  de  Min- 
koAvski  est  donc  démontré  pour  des/^  à  coefficients  entiers. 

Troisième  partie.  —  Il  est  vrai  pour  des/,  à  coefficients  fractionnaires,  car  si  S  est 

F 

le  dénominateur  commun  des  coefficients,  posons /.  =  —^,   le  determmant  des   F^ 

est  S^A .  Le  théorème  étant  vrai  pour  les  F^  (dont  les  coefficients  sont  entiers),  on  peut 
trouver  x,  y,  z  entiers  de  telle  sorte  que  |Fj|<^S|A|^;  donc,  pour  ces  valeurs  de 
a;.y,  z,onaI./;K|A|\  C.  q.  f.  d. 

Quatrième  partie.  —  Soient  les/  à  coefficients  quelconques  et  de  déterminant  +  i . 
Nous  allons  obtenir  la  démonstration  en  suivant  maintenant  un  procédé  d'Hilbert, 
qui  consiste  à  comparer  les  formes  /  à  des  formes  cp^  à  coefficients  rationnels,  suffi- 
samment voisins  des  premiers.  [Voir,  par  exemple,  Sommer.]  Soient 

f.=^a^x  -^hj  +  c^z,  (i  =  i,2,3). 

Je  dis  qu'étant  donné  un  nombre  positif  5  aussi  petit  que  l'on  voudra,  il  est  pos- 
sible de  trouver  un  nombre  s  positif  et  inférieur  à  8 ,  tel  que,  en  faisant  varier  tous  les 
coefficients,  sauf  un,  de  quantités  inférieures  ou  égales  à  e  en  valeur  absolue,  on 
n'aura  à  faire  varier  le  dernier  en  valeur  absolue  que  de  moins  de  o  pour  que  le  déter- 
minant des  formes  reste  égal  à  -f  i. 

En  effet,  ce  déterminant  n'étant  pas  nul,  l'un  au  moins  de  ses  mineurs  d'ordre 
deux  n'est  pas  nul,  soit,  par  exemple,  a,  6,  —  a^ 6,  =|=  o .  Soient  a^ ,  Ô^ ,  y,  les  quantités 
dont  nous  faisons  varier  a^,  b^,  c^.  En  écrivant  que  le  déterminant  reste  égal  à  i. 
on  a 

T3[(«.  +  «.)(^  +  8.)  -  K  +  \)ip,  +  m  =  ^^.A,, 

le  second  membre  contenant  toutes  les  variations  a^,  ,3^,  y^,  sauf  v^  et  les  A^,  B^,  C, 
dépendant  des  a^,  h.,  c,  et  de  leurs  variations  (sauf  toujours  y,).  Il  est  clair  qu'en 
prenant  pour  la  plus  grande  valeur  absolue  de  ces  variations  (sauf  yj)  un  nombre  e 

suffisamment  petit,  on  aura  [y^l  «c^eK,  K  étant  un  nombre  positif  ne  dépendant  que 

g 

des  a,,  ôj,  c^.  Ecrivant  eK  <C  5,  c'est-à-dire  t<i— ,  on  voit  que  les  variations  (saufyj) 

K. 

restant  inférieures  à  s,  \^(^\  restera  inférieur  à  3,  et  on  peut  supposer  £«<8,  parce  que 
si  —  >  c ,  on  ne  prendra  que  les  valeurs  de  s  inférieures  à  8 ,  lesquelles  conviennent 
a  fortiori. 
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Faisons  de  plus  les  modifications  de  manière  à  rendre  rationnels  tous  les  coeffi- 
cients, sauf  c^,  et  modifions  c^  de  manière  que  le  déterminant  reste  +  i  :  Cj  deviendra 
rationnel  par  le  fait  même  que  les  autres  coefficients  le  sont,  ainsi  que  le  déterminant. 
On  aura  alors  trois  formes  cp,,  cp^,  cpj,  dont  les  coefficients  diffèrent  de  moins  de  o  de 
ceux  des  /, ,  /^,  f^,  et  telles,  d'après  la  troisième  partie,  que  pour  des  valeurs  des 
X,  y,  z,  non  nulles  à  la  fois,  on  ait  |cpj  <^  i,  (f  =  i,  2,  3). 

Observons  maintenant  que  les  systèmes  de  valeurs  entières  des  x,  y,  z,  qui  peuvent 
rendre  les  [/J  ^  i ,  sont  en  nombre  limité.  Car  si  l'on  pose/^  =  î/;. ,  (/=  i,  2.  3), 
les  ^v^  étant  compris  entre  —  i  et  +  i.  et  si  on  résout  ce  système  en  x,  y,  z,  on  trouve 
des  fondions  linéaires  et  homogènes  des  w^  dont  les  coefficients  dépendent  des 
a^,  b^,  C-.  Donc,  les  \w^\  étant  -^  1,  les  x,  y,  z  sont  en  valeur  absolue  inférieurs  ou 
égaux  à  une  limite  finie  G  :  les  systèmes  des  x.  y,  z  entiers  sont  donc  en  nombre 
limité. 

De  même  si  les  cp^  se  déduisent  des/^  par  des  variations  des  coefficients  inférieures 
à  8  (le  déterminant  étant  -|-  i,  comme  celui  des/.),  on  trouve  que  les  systèmes  des 
X,  y,  z  entiers,  rendant  les  |cpi|  -^  i,  sont  tels  que  les  x,  y,  z  soient  en  valeur  absolue 
inférieurs  ou  égaux  à  une  limite  G'  voisine  de  G. 

Considérons  les/  et  tous  les  systèmes  de  trois  formes  de  déterminant  -|-  i  qui 
s'en  déduisent  par  des  variations  des  coefficients  inférieures  en  valeur  absolue  à  8,  et 
soit  G„  un  nombre  tel  que  les  x,  y,  z,  qui  peuvent  rendre  un  quelconque  de  ces  sys- 
tèmes -^  I  en  valeur  absolue,  soient  inférieurs  à  G„  en  valeur  absolue. 

Je  dis  que  parmi  lès  systèmes  des  x,  y,  z  entiers,  tels  que  {x,  y,  z)^(j^,  il  en  est 
pour  lesquels  les  \f^\  sont  <^  i. 

Supposons  qu'il  n'y  en  ait  aucun,  c'est-à-dire  que  pour  chaque  système  considéré 
il  y  ait  au  moins  une/t  telle  que  |/k|  =  i  -|-  )>,  (X>o),  K  pouvant  varier  (K^  i,  3,  3) 
d'un  système  à  l'autre.  Soit  >g  le  plus  petit  des  X. 

La  différence  entre/  et  0.  pour  un  môme  système  de  valeurs  des  variables  consi- 
dérées (c'est-à-dire  inférieures  ou  égales  à  G^  en  valeur  absolue)  est  inférieure  en 
valeur  absolue  à  3BG„;  si  donc  on  choisit  0  de  telle  sorte  que  3cGg<;)„,  la  valeur 
de  cpK  différera  de  celle  de  /k  de  moins  de  /.^,  et  comme  |/|^|  =  i  -\-l^\  -\-l^, 
|cpK|  sera  >  i. 

Donc.  si.  pour  chacun  des  systèmes  x^  considérés,  un  au  moins  des  |/|  est  >  i, 
on  pourra  clioisir  8  de  manière  que  l'un  des  \z^\  soit  également, >>  i  :  c'est  en  contra- 
diction avec  ce  qui  précède,  car  on  a  vu  qu'on  pouvait  faire  varier  les  coefficients 
des/  de  moins  de  c  de  telle  façon  que,  pour  un  système  de  x,  y,  z  au  moins,  les  \v^\ 
soient  -.'^  i .  Donc,  il  faut  conclure  que,  pour  un  système  x^,  au  moins  les  trois/ 
sont  ^  I.  ^  C.  q.  f.  d. 
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NOTE    IV    (annexe  au  I  59), 
Par  g.  HUMBERT. 

Questions  diverses  concernant  les  bases  des  idéaux  d'un  corps  quadratique. 

En  raison  des  fréquentes  applications  des  corps  quadratiques,  il  ne  paraîtra  pas 
inutile  de  rappeler  ici  les  principaux  résultats  classiques  relatifs  aux  bases  des  idéaux 
de  ces  corps.  C'est  d'ailleurs  une  occasion  de  montrer,  dans  un  cas  particulier,  la 
façon  d'utiliser  les  principes  généraux  du  paragraphe  4. 

Théorème.  —  Un  idéal  quelconque  du  corps  kyym)  est  un  module  de  ce  corps. 
déduit  de  deux  nombres  fondamentaux,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  trouver  deux  entiers 
(lu  corps  e^  et  e^,  tels  que  tout  nombre  de  l'idéal  soit  du  type  l^e^  +  l^e^,  /,  et  l^  étant 
des  entiers  ordinaires  et  réciproquement. 

En  effet,  soient  a  -\-  6m,  «,  +  />,(*)  deux  entiers  de  l'idéal  I  (^);  l'entier 
x{a  +  6co)  -f  Y(rt,  +  b^o)),  où  a;  et  y  sont  entiers  ordinaires,  appartient  à  I.  On  peut 
déterminer  x  et  y  de  manière  que  bx  -\-  b^y  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
b  et  6,,  soit  b'. 

Si  a,  +  6  <.)  est  un  autre  nombre  de  I,  il  y  a  de  même  dans  I  un  nombre  où  le 
coefficient  de  to  est  le  plus  grand  diviseur  de  b'  et  de  6^,  et  ainsi  de  suite. 

On  arrive  ainsi  à  un  nombre  \  -\-  hoi,  où  h  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
(positif  si  l'on  veut,  car  —  A  —  hiù  appartient  aussi  à  I,  comme  produit  d'un  nombre 
de  I  par  —  i)  de  tous  les  nombres  6,  6, ,  6^,  ...  . 

Maintenant  —,  —,  ...,  étant  entiers,  les  nombres  tels  que  a  +  6(o -(\  +  hui). 

Il    h  h 

c'est-à-dire  a  — -A,  qui  sont  entiers  ordinaires  (puisque  —  l'est),  appartiennent  à  I. 
h  h 

I  renferme  donc  les  entiers  ordinaires  en  nombre  infini  :  a  —  —  A;  a -^  A;  ...  . 

h  h 

(Que  I  renferme  un  nombre  infini  d'entiers  ordinaires,  c'est  évident,  car  si  a  est  de  1 , 

son  conjugué  a'  appartenant  au  corps,  le  produit  a'a,  qui  est  entier  ordinaire,  est  de  I.) 

Soit  q  le  plus  grand  commun  diviseur  positif  des  nombres  entiers  ordinaires 

ci-dessus  :  a  — 7-  A .  etc.,  de  I  :  il  est  clair  que  q  appartient  à  I . 

(^)  On  désic^ne  par  o),  selon  la  notation  du  paragraphe  59,  un  nombre  qui  forme  avec  i  une 
base  du  corps  k\\  m) . 
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Alors  un  nombre  quelconque  a  +  ôw  de  I  s'écrit  : 

b  ^-^^  ■ 

a4-6o)  =  -(A  +  ^  <•))  H .  a , 

h  Ç 

=  x{\  +  hwi)  -\-  y  .q, 
X  et  y  étant  des  entiers  ordinaires,  puisque  h  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  b 

et  g  celui  des  a  —  —  A . 
h 

Réciproquement,  tout  nombre  x(A  +  ^o))  -\-  y  .q,  où  x,  y  sont  entiers  ordinaires, 
appartient  à  I  ;  car  ^  et  A  +  hiô  lui  appartiennent. 

Donc,  I  est  le  module  de  base  A.  -{-  Hm  et  q . 

On  peut  simplifier  en  prenant  pour  base  q  et  X  -\-  hio  -\-  ^q  (^  étant  un  entier  ordi- 
naire quelconque),  et  choisissant  ô  de  manière  que  l'on  ait 

On  a  ainsi  la  base  q  et  g  -\-  hio,  où  q  et  h  sont  positifs  (non  nuls,  comme  plus 
grands  communs  diviseurs  d'entiers  ordinaires)  et  où  l'on  a 

0'^g<g- 

Réciproque.  —  Le  module  de  base  q  et  g  +  hw  est-il  un  idéal? 
Pour  cela,  il  faut  et  il  sufRt  que 

q{x -^ybi)  + (g -\- hixi)(z  + Im), 

où  X,  y,  z,  t  sont  entiers  ordinaires  quelconques,  appartienne  au  module.  Comme  la 
somme  de  deux  nombres  du  module  lui  appartient  aussi,  il  faut  et  il  suffît  que  q, 
qto,  g  +  hu),  (i>(g  -f-  Hm)  appartiennent  au  module;  q  et  g  -{-  hw  lui  appartiennent. 
Pour  que  qiù  lui  appartienne  aussi,  il  faut 

qLo  =  xq  +  y(g  +  hiù); 
d'où 

q  —  yh,         oz=:xq  +  yg. 

Donc  :  1°  h  divise  q;  q  =  hq^  et,  par  suite,  y^^q^;  et  xq=^  —  yg  donne  alors 
xhq^  ^  —  q^g  ou  xh  =  —  g;  d'où,  2°  h  divise  g;  g  =  hg^. 

Enfin,  pour  que  iii(g  +  ho))  appartienne  au  module,  il  faut 

w(j7  +  Aw)  ^=  xq  +  y(g  +  hio). 

ce  qui.  en  distinguant  mL\i  i  et  m^  i,  mod  4,  donne 

I  "  m  e|3  1 ,         0/  =  m  ; 

d'où 

g  =  hy.         hm  ^=  xq  -{-  yg  \ 
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h  divisant  g,  y  est  un  entier  g^\  ensuite  hm=xhq^  +  glh  montre  que  '—  doit 

elre  entier. 

„                                                    .                ^  —  t 
2  m  ^  I ,       (j)  —  (j)  = ; —  ; 


d'où 


et 


>g  +  hlo,-\ —^]  =xq  +  y{g  +  /»w), 


g  +  h  =  hy,       h — ; — =xq  +  yg. 


c'est-à-dire,  pu'iaque  g  =^  hg ^ 


Ê^,  +  i=y.       h. — - —  =xhq^  +  hg^{g^^  i). 


et  donc 


doit  être  entier. 

Donc,  pour  que  le  module  de  base  q,  g  -\-  hoy,  soit  un  idéal,  il  faut  et  il  suffît  que 
q  =:  hq^  ;  g  =  hg^  et  que 

si     m  e|e  I ,  (mod  4),     gl  —  ni  soit  multiple  de  q^, 

m  —  I 

si     /n  =  I ,  (mod  4),     dl  +  9, soit  multiple  de  q^. 

4 

Dans  tous  les  cas,  m  est  résidu  quadratique  de  q  (et  même  de  4^,.  si  m  est  ^  i, 
mod  4)- 

L'idéal  {q ,  g  -\-  hia)  ou  {q^h,  g^h  +  hm)  a  tous  ses  nombres  divisibles  par  h;  il 
s'écrit  évidemment 

(q,  g  -^ho))  =  (h)(q^,  g,-\-(M), 

c'est-à-dire  est  le  produit  de  l'idéal  principal  (h)  par  l'idéal  (q^,  ^r,  +  w),  dont  les 
nombres  ne  sont  plus  divisibles  évidemment  par  un  même  entier  ordinaire. 
Ce  dernier  idéal  sera  dit  idéal  normal. 

Base  canonique.  —  Une  base  de  l'idéal  \  :  q,  g  ^  Hm  où  q  et  g  sont  divisibles 
par  h,  où  q,  h  sont  > o  et  où  çf  est  ^ o  et  <<; 7 ,  est  dite  base  canonique  de  cet  idéal. 

//  n'y  a  qu'une  base  canonique. 

Car  si  q',  g'  -\-  h' m  en  est  une  autre,  on  a  d'abord  h'  =  h,  car,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, h  est  le  plus  grand  diviseur  commun  entier  ordinaire  de  tous  les  nombres  de 
l'idéal,  et  de  même  h' . 

Ensuite,  tous  les  entiers  ordinaires  de  I  sont  q  et  les  multiples  entiers  ordinaires 
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de  q  (par  qx  -\-  {g  -\-  ho))y\  de  même  ce  sont  q' et  ses  multiples;  donc  q'  =  q,  puisque 
q  et  q'  sont  positifs.  Enfin,  g'  +  hui  étant  de  l,  on  a  :  g'  +  hio^qx  +  y{g  -f-  hw), 
d'où  y=  I ,  c'est-à-dire  g'^qx  +  g,  et  comme  on  a 

o<6r'<y       et       o<ôr<^, 
il  faut  £C:=o  et  g'  =  g .  C.  q.  f.  d. 

Mais  il  y  a  une  infinité  de  bases  non  canoniques,  c'est-à-dire  de  couples  a  +  pw, 
a'  +  p'oi.  tels  que  tout  entier  de  I  soit  £c(a  +  pw)  +  y(a'  +  p'^)  avec  x,  y,  entiers  ordi- 
naires. 

[1  suffît  en  effet  de  prendre 

a  -\-  f^ià  =  x^q -\-y^(g  +  hui), 
0.'+  p'ià=x^q  +  y^{g -\-ho)), 

x^,  y^,  x^,  y^  entiers  ordinaires  tels  q\ie  l'on  ait 

^j.  —  x.y.  =  ±  I  • 

Alors,  q  et  g  +  lnù  sont  de  la  forme  < 

n(a  +  M  +  ^'(^'+  !^'")' 
n  et  n'  entiers  ordinaires,  et  tout  entier  de  I  étant  q"^ -\- {g  -{-  hiù)t],  ;  et  -i]  entiers 
ordinaires,  la  proposition  est  établie.  La  réciproque  est  évidente,  toute  base  s'obtient 
ainsi. 

Problème.  —  Le  module  de  base  a  -|-  ,3a),  a'  +  ,8*a)  est-il  un  idéal?, 

11  faut  chercher  dans  ce  module  une  base  canonique  et  voir  si  elle  satisfait  aux 

relations  voulues  pour  être  base  d'idéal.  On  va  prouver  qu'un  module  a  une  base 

canonique  et  une  seule. 

D'abord  afe'  —  8a'  ne  peut  être  nul.  Car  soit  0  le  plus  grand  commun  diviseur  des 

entiers  ordinaires  a  et  p.  8'  celui  de  a'  et  p',  on  a 

a  +  ,8(0  =  5(a  +  6w) ,       a'  4-  p'o>  =  l'{a'  +  6'to) , 

et  on  a 

ab'  —  ba'  =  o,       si       a,6'  —  px'  =  o. 

On  en  conclut,  a  et  6  étant  premiers  entre  eux  ainsi  que  a'  et  h'  : 

a'  =  e.a,     b'^^eb,     £  =  -h  i . 
Alors  on  peut  écrire 

a  +  8w  =  $(a  +  6u)).       a'+ fi'o)  =  5.(a  + 6w). 

On  peut  supposer  â  et  8^  premiers  entre  eux,  en  faisant  au  besoin  rentrer  leur  plus 
grand  commun  diviseur  dans  a  +  btù.  Alors  a  +  60)  est  un  nombre  du  module,  qui 
ne  comprend  dès  lors  que  les  multiples  entiers  ordinaires  de  a  +  bw.  Un  tel  module 
ne  peut  être  un  idéal,  car  celui-ci,  comprenant  a  +  60).  comprendrait  aussi  o>(a  +  bm), 
et  0)  n'est  pas  entier  ordinaire. 
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Cela  posé,  on  aura  une  base  canonique  par 

X  (a  4-  fiw)  +  y  (a'  +  B'u))  =  quantité  réelle  positive  q, 
x'(x  +  p(o)  +  T'(a'  4-  ,fc'a>)  =  g  +  hii),     avec  ^  >>  o , 

xy'  —  ya;'  =  H-  i . 

Cela  donne  fix  +  ji'yr=o,  d'où  x  et  y,  puisqu'ils  sont  premiers  entre  eux;  quant  au 
signe,  il  est  déterminé  par  la  condition  ax  +  a'y  >o. 
Ensuite,  5cy'  —  yx'=zh^     donne 

x'  =  t(xj  +  (ix),       y'  =  ç(y;  +  6y),       s  =  Hz  i . 

6  entier  ordinaire  quelconque,  x^',  yj  solution  particulière.  Alors,  px'  +  fi'y'  >>  o 
donne,  puisque  ^x  +  &'y  =  o, 

s(?<  +  f5'y;)>o, 

d'où  le  signe  de  e .  Et  enfin 

o  <  £[a(x;  4- 0£C)  +  a'(y;  +  ey)]  <  ^ 
ou 

o<^£(M  +  ô^)<7  (car  (XX -tr  ci-'y  =  q) 

donne  6  sans  ambiguïté. 

On  trouve  ainsi  une  et  une  seule  base  canonique  pour  le  module  considéré. 


NOTE     V     (annexe  AU   I    Il8), 

Par  ïh.  GOï. 

Détail  de  la  démonstration  de  la  seconde  expression  du  nombre  de  classes 
d'idéaux  du  corps  circulaire  des  racines  iièmes  ^q  l'unité,  1  étant  premier. 

On  part  de  la  première  expression,  transformée  à  l'aide  de  l'identité  d'Euler  : 

y^h  =  iium  n ( i -[Çl^ p-'Y  =num:^r-T -^ 

(M)  s=i   ip)  \         L«J         /  (u)  s=i      LU  n 

iu  =  i,2,  ....  l  —  î) 

On  a,  pour  n  non  divisible  par  /  : 


m 


2»irv 


Fac.  de  T.,  3e  S.,  III.  6o 
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V  désignant  l'indice  de  n  par  rapport  au  module  /  et  à  une  racine  primitive  r(r  ^  n, 
mod  /)  ;  et,  pour  n  divisible  par  /,  on  pose  : 

[7]  =  - 

Si  n'^n,  (/),  on  a  v'^v,  (/— i);  donc 


et  l'on  a,  par  suite, 

(k  +  /)"       {k  +  2l) 


k=i-{  rk~Y  / 1  I  I 


n'-r(s)Jo 


Mais 

I 

Donc,  comme  r(i)=  i , 

- 


t?         n=l 


Posons 


7'°°/ 
y./i  =  IIlim    /      - 


»'-F.(0,, 


< 
=1 


v=/— I 

F„(Ér~')  =  o    pour    /  =  o,    car      X    e'-'  =0.    Donc,   F„(e~')  est   divisible  par 


I  —  e~',  comme  i  —  e~'\  et  la  fraction  — - — z^i  reste  finie  pour  /  =  o;  on  a  donc  : 
,:„    ,      F„(e--)l--dl_    /•■»F„(«-')* 


Un,   /-"F„(.-)f-V/^    /-F, 
,,=1  Jo  i  —e'  Jo       I 

Posons  e~'  =  33,  e~'rf/  =  —  dx.  L'intégrale  devient 

r^   l\(x)dx 
Jo     x(\  —  a;')  ' 
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En  décomposant  en  fractions  simples,  on  a  :  ' 

îqir. 

x(i  — x')         /  n=i  !£!:' 


2fit 

en  posant  0  =  e'— *. 

Soit  u  impair.  —  On  a  : 

D'ailleurs, 

L  désignant  la  partie  réelle  du  logarithme. 

Pour  deux  valeurs  q,  q'  complémentaires  à  Z,  le  L  a  même  valeur,  et 

ind^'^ind^H ,       q-«  ind ,'__._  Q-win.i?^ 

car  u  est  impair. 

Les  termes  logarithmiques  se  détruisent  donc  dans  la  somme. 

Puis  -Sô""'"<^«  =  o,       car       ue|eo,         (l—i)- 

Reste  —l.-^qQ-'^indg. 

et  par  suite  le  produit  relatif  aux  valeurs  impaires  de  u  se  réduit  à 


\i  y       u  u=i, à, .... /—  2 


(On  a  changé  6  en  6  '  dans  le  second  produit,  ce  qui  est  permis,  les  valeurs  de  u 
étant  deux  à  deux  complémentaires  à  / —  i.) 

2îV 

Quant  au  premier  produit  n„F„(e  '  ),  on  remarque  que,  d'après  des  formules 
de  la  division  du  cercle, 

ïiit  2  in 

suivant  que  a  est  pair  ou  impair,  et  que 

Ht.  

Fi-i{e~)=±\/±:l. 


Donc    •  II  'F„(e  '  )=±t7~. 
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Soit  II  pair.  —  Les  termes  non  logarithmiques  se  détruisent.  En  posant 

LA^=lV  (i-e  0  (i  — e      ')  =  L2sinY. 
le  produit  étendu  aux ,  valeurs  paires  de  u,  s  écrit 

3 

IIZ     M  =  2,  4,  ...,/- 3* 

,      / 

à  l'P  près  (q  ne  prenant  plus  dans  la  somme  que  les  valeurs  inférieures  a  — ). 


Donc,  puisque 


est  ici 


iv\\/d\ 
/— I 

i—'i 


l—i  /— 2  /— 1 


iZI  \«    /  M  =  l,^,  ...,/  — 2      «/  =  2,  4,  ...,i  — î 


(2/)   *    R 

en  désignant  par  II,  et  0,,  pour  abréger  les  deux  produits  du  second  membre. 
Enfin,  pour  obtenir  la  forme  plus  simple  du  théorème  142  : 

(2/)  ^ 
remarquons  qu'en  changeant  un  peu  les  notations  et  posant 


on  a  ç^  =  -j— ^,  et,  par  suite,  logs^^  LA^ —  ^^K-i'  ^^  ^'°^^  trouve  alors 


A„ 

/— 3 

^6-"*LA/i  —  6-")  =  log-,  +  6"log£,  +  ...  +  O^^log  a^, 
Il  -> 

Comme 

TI(r— 0-")  =  ^^-^, 

M  =  2,  4,  ...,  /  — 3  2 

^t  que 

•     IlvO*«logs,..  =  ^A, 

la  formule  est  démontrée. 


THÉORIE  DES  CORPS  DE  NOMBRES  ALGÉBRIQUES.  477 

NOTE    VI    (annexe  AU  i  172), 
Par  Th.  GOï. 


Recherches  sur  le  théorème  de  Fermât,  faites  par  Kummer  et  divers 
auteurs,  postérieurement  à  la  démonstration  de  l'impossibilité  en 
nombres  entiers  de  l'équation 

(  I  )  £c'  4-  y'  -I-  2'  =  o , 

donnée  par  Kummer  pour  les  exposants  1  premiers  réguliers. 

La  fondation  récente  du  prix  Wolfskehl  a  donné  un  renouveau  d'actualité  à  la 
question  du  théorème  de  Fermât  et  a  suscité  un  grand  nombre  de  travaux  s'y  rap- 
portant. Il  nous  a  paru  intéressant  d'indiquer  l'état  de  la  question  à  la  fin  de  191 1. 
Mais  pour  comprendre  la  portée  des  travaux  actuels  et  même  les  méthodes  qui  ont 
inspiré  certains  d'entre  eux,  il  est  indispensable  de  se  reporter  aux  résultats  obtenus 
déjà  par  Kummer  il  y  a  cinquante  ou  soixante  ans  :  il  a  d'abord  démontré  l'impossi- 
l)ilité  de  l'équation  de  Fermât  pour  les  exposants  /  premiers  réguliers  (c'est-à-dire  ne 

/  — 3 

divisant  le  numérateur  d'aucun  des premiers  nombres  de  BernouUi)  :  c'est  a  ce 

2 

théorème  que  le  dernier  chapitre  du  Rapport  de  M.  Hilbert  est  consacré;  Kummer  a 
ensuite,  dans  un  Mémoire  de  1857  (Abhandlungen  der  Kônigl.  Akad.  der  Wissens- 
chaften  zu  Berlin),  étendu  la  démonstration  à  la  classe  particulière  suivante  d'expo- 
sants /  premiers  non  réguliers  : 

/— 3 
1°  /  divise  un  seul,  B,,  des premiers  nombres  de  Bernoulli  et  une  seule  fois; 

2°  il  existe  im  module  pour  lequel  une  certaine  unité  E,  n'est  pas  reste  de 
^ième  puissance; 

3°  Bvi  n'est  pas  divisible  par  P. 

C'est  à  l'exposé  de  ce  résultat  que  la  plus  grande  partie  de  la  présente  note  est 
consacrée  :  tout  en  suivant  la  marche  de  Kummer,  j'ai  apporté  à  ses  démonstrations 
les  changements  nécessaires  pour  les  faire  cadrer  avec  la  conception  actuelle  des 
idéaux  (d'après  la  définition  de  Dedekind)  et  avec  les  procédés  et  les  notations  du 
Rapport  de  M.  Hilbert.  A  part  deux  exceptions  relatives  à  des  questions  très  sim- 
ples, pour  lesquelles  je  renvoie  le  lecteur  aux  Mémoires  de  Kummer,  je  me  suis 
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d'ailleurs  astreint  à  réunir  dans  ma  Note,  lorsqu'elles  ne  se  trouvaient  pas  déjà  dans 
le  Rapport,  les  démonstrations  de  toutes  les  propositions  utilisées  :  on  n'aura  pas 
ainsi  à  les  chercher  dans  plusieurs  longs  Mémoires  de  Kummer  où  elles  sont  dissé- 
minées; j'ai,  du  reste,  pu,  sur  quelques  points,  abréger  notablement  les  calculs,  soit 
en  traitant  d'une  manière  unique  les  cas  des  idéaux  premiers  du  premier  degré  et 
de  ceux  de  degré  quelconque,  soit  en  utilisant  les  résultats  du  Rapport.  Exception 
faite  des  deux  exceptions  mentionnées,  la  lecture  de  notre  Note  n'exige  donc,  en 
dehors  de  l'étude  de  ce  Rapport,  aucune  étude  supplémentaire.  J'ai  conservé,  pour 
les  renvois  aux  théorèmes  ou  paragraphes,  et  pour  les  références  bibliographiques, 
les  abréviations  de  cet  Ouvrage,  et  j'ai  distingué  par  des  chiffres  romains  les  divisions 
et  les  théorèmes  de  la  Note. 

Parmi  les  travaux  récents ,  nous  nous  contenterons  —  renvoyant  pour  les 
démonstrations  aux  Mémoires  originaux  —  d'indiquer  les  plus  importants  des 
résultats  obtenus,  soit  en  partant  de  ceux  de  Kummer  [MirimanofT,  Wieferich,  Fro- 
benius],  soit  dans  un  autre  ordre  d'idées,  voisin  de  celui  de  Legendre  [Dickson, 
Hurwitz]. 

L'étude  de  l'équation  (i)  est  entièrement  différente  suivant  que  l'un  des  nombres 
X,  y,  z  est  ou  n'est  pas  divisible  par  /;  nous  examinerons  donc  les  deux  cas  succes- 
sivement. 


I.  —  Étude  du  cas  ou  xyz  n'est  pas  divisible  par  /. 

S  1.   —  Étude  d'un  produit  particulier  d'Idéaux  conjugués. 

Théorème  1.  —  Soit  r  une  racine  primitive,  module  /,  et  désignons  par  r„  le  plus 
petit  reste  positif  de  r",  module  /,  et  par  s  la  substitution  ('Ç.  ^').  j  désignant  un 

idéal  quelconque,  le  produit  TT 5*1  est  toujours  un  idéal  principal,  lorsqu'on  l'étend 

k 

soit  aux  valeurs  de  k  vérifiant  l'inégalité 

2 

(3)  r-k  +  r-k+iodq  <  l, 

soit  aux  valeurs  de  k  vérifiant  l'inégalité  inverse,  (j  désigne  un  entier  quel- 
conque non  divisible  par  /;  l'indice  est  relatif  à  la  racine  primitive  r,  module  /. 
[Kummer"]. 

Démonstration.  —  Nous  allons  démontrer  d'abord  (lemme  1)  que  le  théorème  est 
vrai  pour  tout  idéal  premier  du  premier  degré.  Nous  établirons  ensuite  (lemme  II) 
que  tout  idéal  premier  de  degré  quelconque  est  équivalent  à  un  produit  d'idéaux  pre- 
miers du  premier  degré,  ce  qui  achèvera  la  démonstration. 
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Lemme  I.  —  p  étant  un  idéal  premier  du  premier  degré,  le  produit  I  |  5*p ,  étendu 

aux  mêmes  valeurs  de  li  que  ci-dessus,  est  un  idéal  principal  ('). 

Soit,  en  effet,  p  le  nombre  premier  rationnel  divisible  par  p;  il  est  de  la  forme 
//j  /  +  I ,  puisque  p  est  du  premier  degré ,  et  il  se  décompose  en  /  —  i  facteurs 
conjugués  : 

p  =  l]sp. 

!=0 

D'autre  part,  on  a  la  formule  suivante,  de  la  division  du  cercle  : 
dans  laquelle  'l^iZ)  désigne  la  somme 

•|,/r)  =    y    Çind<+9ind(<+l)^ 

où  les  indices  sont  pris  par  rapport  à  une  racine  primitive  g,  module/).  (Voir,  par 
exemple,  Weber,  Algèbre  supérieure.) 

Soit,  d'autre  part, 

P  =  (P,^-  g-)- 
(Voir  note  du  S  gS.) 

Cherchons  à  quelle  condition  l'idéal 

s/^p  =  {p,  ;-'•*  —  g'^) 

est  un  diviseur  de  '},(0-  ïl  ^^^t  ©*  '1  suffit  pour  cela  que  la  division  de  ^^(O  par 
^''  — g"^  donne  un  reste  divisible  par  p.  Pour  avoir  ce  reste  R,  (mod  p),  nous  rem- 
plaçons  Ç''    par  g'",  c'est-à-dire  ^  par  g"""     ,  et  nous  avons 

?=/)— 2  t—p—i  t=p—\ 

R=    ^    ^mr-*(in<l/+?ind«+l)=    ^    ^'«'•"'^/-f- I  )?""•"*=    ^    /»»'•"*(/+  l)?'^'""*,   (modp), 
l=\  t=\  t—\ 

OU  encore,  en  remplaçant  mr~'^  et  mqr~''  par  mr^^  et  mr_k+indq^  ce  qui  ne  modifie 
pas  les  exposants  pour  le  module  ml  =  p  —  i  : 


R=    2    /""•-*(/+  j)'"'--ft+ind,. 


(1)  Ce  lemme  esl  identique  au  théorème  i36,  si  l'on  prend  q  ^=  r — i;  en  raison  de  son 
importance,  nous  en  donnons  une  autre  démonstration,  d'après  les  procédés  de  Kummer. 


48o  TH.    GOT.    NOTE    VI. 

En  développant  par  la  formule  du  binôme,  nous  aurons 


t=P-i 


I^^S««    ^^"' 


expression  dans  laquelle  les  a„  sont  des  coefficients  binômiaux,  dont  aucun  n'est 
divisible  par/),  puisque  l'on  a 

nir-k+inàq<.p—  I . 

i=P-i 

Les  sommes  V  ^"  sont  divisibles  par  p,  sauf  si  t"  est  congru  à  i,  module  p, 

1=1 
c'est-à-dire,  —  u  étant  compris  entre  zéro  et  2/)  —  2,  —  si  u  est  égal  à  p  —  i.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  R  soit  divisible  par  p,  et  que.  par  suite,  5*^ 
divise  1,(5),  est  donc  que  la  plus  grande  valeur  de  u  soit  inférieure  h  p  —  i  : 

mr-k  +  mr-k+\Ddq  <  />  —  i . 
ou,  en  divisant  par  m  : 

Or,  de  deux  nombres  k  et  [a  +  A-C),  l'un  vérifie  l'inégalité  ci-dessus  et  l'autre 
l'inégalité  inverse  (car  r^+ic  =  l — r— *);  par  suite,  la  moitié  des  / —  i  idéaux  pre- 
miers de  p  divisent  '|^(ç)  et  l'autre  moitié  '|/^(^~'),  —  comme  on  le  voit  d'ailleurs 
a  priori  en  changeant  ^  en  ^~'  ;  —  et  comme  ']',(0'l',(^')'  ^u'  ^^t  égal  h  p,  ne  contient 
que  / —  I  facteurs  idéaux,  on  a  nécessairement  (^) 


et 


n*>=±"'K(o- 


k  prenant,  dans  ces  deux  produits,  les  valeurs  vérifiant  l'inégalité  (3)  ou  l'inégalité 
équivalente  : 

(4)  l'ii—k  +  rii—Zf-findç  >  /. 

Ces  produits  sont  donc  des  idéaux  principaux.  C.  q.  f.  d. 


(^)  E(Ç),   unité   à    introduire    dans   le   produit,   est  nccessairenient   de    la    forme   ±:  "",   car 
K((:).E(Ç)-»=i.     (Théorème  48.) 
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Lemme  II.  —  Tout  idéal  premier  p  de  degré  quelconque  /  est  équivalent  à  un 
produit  d'idéaux  premiers  du  premier  degré. 

Il  suffît  évidemment  de  démontrer  que  tout  idéal  premier  de  degré  supérieur  à  i 
est  équivalent  à  un  produit  d'idéaux  premiers  de  degré  inférieur.  Nous  allons  pour 
cela  déterminer  un  nombre  F(Q,  divisible  par  p  une  fois  et  une  seule,  et  dont  tous 
les  autres  facteurs  idéaux  premiers  q  soient  de  degré  inférieur.  On  aura  donc 

et  comme  la  norme  de  Ilq  est  un  entier  N, 

N  =  riq  .  sHq  .  s'Ylq ^'-'Ilq . 

on  aura  ainsi  montré  l'équivalence  de  p  au  produit  sIlq.^TIq,  ...^'"Mlq,  dont 
tous  les  idéaux  sont  de  degré  moindre. 

Pour  le  nombre  F(Q,  il  suffît  de  prendre  P(Q  +/),  en  désignant  par  P(x)  le  fac- 
teur correspondant  à  p  dans  l'équation  fondamentale  décomposée,  module  p,  en 

ses  e  =  — — -  facteurs  irréductibles  : 

de  sorte  que  l'on  a 

(voir  théorème  119). 

Pour  démontrer  que  F(Q  remplit  bien  les  conditions  indiquées,  remarquons  que 
le  premier  coeffîcient  de  P  peut  être  pris  égal  à  i  et  démontrons  que  le  dernier  est 
alors  égal,  module  p,  à  ( —  i)'^.  Considérons  pour  cela  l'équation 

ii>^{x)  =  x^-^\XrJx'-'-\-...+\^{r„)  =  o 

dont  les  racines  sont  les  racines  de  l'unité  formant  la  période  Ti^(ï;^.=  ^'■*+  ^'•*^* 
+  ...  -f  r  "^^'   )•  Le  produit  de  ces  racines  de  l'unité  étant  égal  à  i,  on  a 


A,(tJ  =  (-i/. 


k=e—l 


Le  produit  J^j^  ^k(x)  est  un  polynôme  à  coeffîcients  entiers,  —  car  ces  coeffîcients 


A:=:0 


sont  des  fonctions  symétriques  des  périodes,  —  et  il  est  identique  au  premier  membre 
de  l'équation  fondamentale,  —  car  il  a  même  degré,  mêmes  racines  et  même  premier 
coeffîcient.  Soit,  d'autre  part, 

?(y)  =  o 

l'équation  de  degré  e,  à  coefficients  entiers,  dont  les  racines  sont  les  e  périodes  à  / 
termes  :  cette  équation,  considérée  comme  congruence,  module  />,  a  e  racines  u^. 
[Kummer^]  Faisons  correspondre,  d'une  façon  quelconque,  ces  dernières  aux  périodes  " 
Fac.  de  T.,  3e  S.,  III.  61 
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et  substituons  dans  les  <l>^  les  u^  aux  yj^.  Puisque  les  fonctions  symétriques  élémen- 
taires des  M^  sont  congruQS,  pour  le  module  p,  aux  mêmes  fonctions  des  périodes,  on 
a  la  congruence 

A=e— 1 

x'-'  +  x'-^  +  ...  +  \  ^Y[  *P^(x,  aj ,       (mod  p). 

k—O 

Comme  le  polynôme  x'~^  +  a;'"**  +•••  +  !  ne  peut  être  décomposé  de  deux  ma- 
nières différentes  en  facteurs  irréductibles,  module  p,  les  Pj(x)  ne  sont  autres,  à 
l'ordre  près,  que  les  ^^i^,  «J,  ce  qui  démontre  notre  assertion  sur  la  valeur  du 
dernier  coefficient  de  P(x). 

Dès  lors,  P(0  +  p  est  : 

1°  Divisible  par  p; 

2°  Non  divisible  par  p*,  car  tout  nombre  divisible  par  p^  doit,  après  division 
par  P(Q,  donner  un  reste  divisible  par  jo*,  et  ici  le  reste  est  /)  ; 

3"  Non  divisible  par  un  autre  facteur  p,^  de  p,  égal  à  (p,  I\(0)'  car  le  poly- 
nôme P{x)  n'est  pas  divisible  par  PJ^x),  mod  p; 

Ix"  Non  divisible  par  un  idéal  premier  de  degré  supérieur  à  /,  car  P(Q  est  de 
degré /et  le  premier  coefficient  est  i  ; 

5°  Non  divisible  par  un  idéal  premier  de  degré/  autre  que  p,  car,  soit  q,  égal  à 
(V'  Q(0)'  un  tel  idéal:  le  reste  de  la  division  de  P(£c)4-pparQ(a;)  est  P(£c)  — Q(a;)+p, 
et  il  n'est  pas  divisible  par  q,  puisque  les  derniers  termes  de  P  et  Q  étant  égaux 
{h  {-r-  i)^V  le  dernier  terme  du  reste  est  p. 

Le  nombre  F(?)  =  P(l)  +p  remplit  donc  les  conditions  que  nous  avons  utilisées 
et  le  lemme  II  se  trouve  ainsi  démontré,  ce  qui  achève  la  démonstration  du 
théorème  I  ('). 

§  II.  —  Le  critérium  de  Kummer. 

Théorème  11.  —  Si  trois  entiers  rationnels  x,  y,  z,  premiers  entre  eux  et  à  /,  véri- 
fient l'équation 

x'  ^y'  -\-z'  =  o, 

chaque  couple   de   deux  quelconques   d'entre   eux,   x,  y,   vérifie  le  système  des 

/  — 3 

=  [j. —  I  congruences  suivantes  (2)  : 

(')  Le  lemme  II  est  vrai  pour  un  corps  de  Galois  quelconque  (ihéorcme  89),  il  nous  a  paru 
utile  d'en  reproduire  la  démonstration  particulière  au  corps  circulaire. 

(2)  -1-^2^  désigne  la  valeur  de  la  dérivée  (/  —  2/i)"'™''  pour  m  =  o. 
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En  effet,  l'équation  peut  s'écrire 

(ic  +  y)  (X  +  ;y) ...  (x  +  C'~'y)  =  -  z'- 

Les  facteurs  du  premier  membre  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  puisque 
X  et  y  sont  premiers  entre  eux  et  que  z  est  premier  à  /  (voir  S  172)  :  donc,  leur  pro- 
duit étant  une  puissance  /'^■"'',  chacun  d'eux  est,  à  un  facteur  unité  près,  la  puissance 
/iètne  (j'uj^  idéal.  On  a  donc 

X  +  ^y  =  ti', 

et,  par  suite, 

X  +  :'-*y  =  s^-z(sHy, 

i^s  désignant  toujours  la  substitution  (w,  ^'^)). 

Donnons  a  k  les valeurs  vérifiant  l'inégalité  (4)  : 

et  formons  le  produit  des  x  +  v''*y  étendu  à  ces  valeurs  de  A:  :  on  sait  (théorème  I) 

que  le  produit  TT  5*j  correspondant  est  un  idéal  principal  (a).  Quant  au  produit 

k 
TT  5*£,  il  se  réduit,  au  signe  près,  à  une  racine  l'""^  de  l'unité  (théorème  48).  car  son 

k 

module  est  égal  à  ±  i ,  puisque  l'on  a  pour  la  norme  : 


n(£)  =  J]^  sf'e .  Yl  ^^+'£  =  ±  I 


ix+A: 


, K 

et  que  TT  et  TT    qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  le  changement  de  îl,  en  Ç~* 


k  iL+k 

sont  imaginaires  conjugués.  On  a  donc 


Y[(oc  +  :'-''y)  =  ±7oi'. 


On  en  déduit  (voir  S  i3i,  note),  les  congruences 
(6)  2j Th^n =  0'      (mod/). 


pour/i=  I,  2,  ...,  \). —  I,  c'est-à-dire  encore 
(/^-2"  log  (x  -f-  e"y)  v-^ 
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'rransformons  V,  de  manière  à  étendre  la  sommation  à  toutes  les  valeurs  de  A: 
k 

de  I  à  / —  I,  en  multipliant  chaque  terme  de  2j  /"*"~"''  par  la  fraction 

/y— A-  +  /y— /f+in<ly  —  />— fr+ind  (17+I) 
1 

égale  à   i   lorsque  la  valeur  de  k  est  à  conserver,  égale  à  o  dans  le  cas  contraire. 
On  aura 

lc=l—l 
y    ,.A(/-2n)  =     V     ^V-^-  +  /y-fr+indy  — /V-fr+ina(y+l)  ^.;,(,_2„)^ 

A-  A=t 

OU.  en  multipliant  par  /  et  remplaçant  /■*"-'"'  par  r*'"-*"'  qui  lui  est  congru,  mod  /, 

A=/— 1 

/  ^  ,.Ai/-2«)  ^  ^  [,.^_,.  +  r^_,,+i„j^  _  /v_„+i„d(^+.)]r'''('-2«) ,      (mod  P). 

li  k=\ 

11  suffît  d'évaluer  la  seconde  somme 

k=l—\ 

^  /V-A-+ind,r'''('-2"). 

A=:l 

les  deux  autres  s'en  déduiront  en  effet  par  le  changement  de  7  en  1  et  en  ^  +  i. 
Posons  dans  cette  somme 

i  prendra  toutes  lès  valeurs  :  i,  2,  ...,  / —  i,  comme  k;  on  a  d'ailleurs 

/y_/,+indç  =  i,       (mod  /) , 
d'où  on  tire 

/•*  =  —  ?,       (mod/), 
i 


et  par  suite 

=  —  ■/(/_.«)'       (mod/*), 


OU  encore 


,.*/(/-*«)  ^  _  ^/(/-»«)  •/(.»-.)  ^       (mod  /') . 

car  /'""'''  est  congru  à  i  pour  le  même  module. 
On  a  dès  lors 

l  y^  ,Mi-^.,)  =  _  [,  +  ,/('--')  _  (^  +  ,)'<'--"']  ^   /'<-'-').<,       (mod  /^). 

k  i=l 
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Mais  on  a,  d'après  la  formule  sommatoire  de  Bernoulli  (voir  la  note  du  S  187)  : 
y  t'""-'»-^-'  =  (—  if^i       B/(2«-i)+i  .  / ,        (mod  f  )  ; 

d'où  en  divisant  par  /,  revenant  au  module  /,  et  tenant  compte  de  ce  que  l'on  a 


/(an  —  i)  -f-  I  ,  //  —  I 


ot  que  l'on  a(*) 


B«+.,  _(_,y,^<^       (mod/). 


n  +  Su.  n 

la  congruenc€ 

V  r*"-->  =  (_  i)"[i  +  q'-'"  -{q+  i)'-"']  —  >        (mod  /). 

le 

Or.  q  peut  toujours  être  choisi  de  manière  à  ce  que  le  crochet  ne  soit  pas  divisible 
par  /;  on  a  donc  bien,  en  portant  l'expression  de  N  r*"-""  dans  les  congruences  (6) 


les  conditions 

d'-'"  \og_{x -^  e"y)  _ 
du 


K    "        iZr     ''^o,       (mod/). 


([u'il  s'agissait  de  démontrer. 


§  111.  —  Impossibilité  de  l'équation  {\)  en  nombres  entiers  x,  y.  z  premiers  à  l, 

l 3 

quand  l  ne  divise  qu'un  des premiers  nombres  de  Bernoulli. 

/  — 3 
Théorème  III.  —  Si  le  nombre  premier  /  ne  divise  que  l'un  des  premiers 

nombres  de  Bernoulli  et  qu'une  seule  fois,  l'équation  (i)  est  impossible  en  nombres 
entiers  x,  y,  z  premiers  à  /.  [Kummer*®.] 

Soit  V  le  rang  du  nombre  de  Bernoulli  B.,  qui  est  divisible  par  /. 

..       .  /  — 3  


2 

<  log  {X  +  e"y) 
du' 

c'est-à-dire 

xy{x—y)  _ 

(a?  +  yï 


^  o ,       (mod  /) , 
=  o,       (mod  /), 


(')  KuMMER,  Ueber  eine  allgemeine  Eigenschafl  der  rationalein  Entwicklungs-coëf/icienfen 
einer  bestimmien  Gatlung  analijlischen  Functionen.  (J.  de  Crelle,  t.  XL[.)  —  On  pourra  se 
coKtenler  de  voir  P.  Bachmann  :  Niedere  Zahlenlheorie.  Zweiler  Teil.  Erstes  Kapitel. 
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ainsi  que  les  congruences  analogues,  relatives  aux  autres  combinaisons  de  x,  y,  z. 
On  doit  donc  avoir  x^y  et,  par  suite,  x^y^z;  mais  comme  on  doit  avoir, 
d'après  le  théorème  de  Fermât, 

X  +  y  +  z  ^  o,       (mod  /) , 

il  en  résulterait  Sx^o,  ce  qui  est  impossible,  /  n'étant  pas  égal  à  3. 

V  ne  pourrait  donc  être  égal  qu  a ;  mais  alors  on  aurait,  d'après  le  critérium, 

2 

<  log  (X  +  e"y)  .       ,  .. 

-r-  ^  o,       (mod  /) , 


c'est-à-dire 


ou 


et  par  suite  aussi 


du' 

xy(x-y)ix'~.oxy^r)^  (mod/). 

(x  +  yy  ^' 

{x  —  y)  (x*  —  \oxy  +  y*)  ^  o,  (mod  /), 

(x  —  z)(x* — 10XZ  -\-  z^)  ^  o,  (mod/). 


On  ne  peut  avoir  x^y,  car  alors  on  aurait  z^ —  ax  et  la  deuxième  congruence 
deviendrait 

3.25.a;'^o,       (mod/), 

qui  est  impossible,  /  n'étant  ni  3  ni  5. 
Enfin,  on  ne  peut  avoir  non  plus 

X* —  loxy  +  y*^x^ —  loxz  +  2*  ^  o,       (mod  /), 

car,  avec  x  -\-  y  -{-  z^o,  on  en  déduirait 

ïix(x -\- 2y)  ^  o,       (mod/), 

ce  qui  est  impossible,  car  on  ne  peut  avoir  x^ —  ay,  /  n'étant  ni  3  ni  5,  et  d'autre 
part  /  n'est  pas  non  plus  égal  à  1 1,  qui  est  régulier  comme  3  et  5.  C.  q.  f.  d. 

S  IV.  —  Recherches  récentes  sur  l'équation  (i)  dans  le  cas  où  xyz 
n'est  pas  divisible  par  l. 

Les  recherches  récentes  relatives  à  l'équation  (1),  dans  le  cas  où  xyz  n'est  pas 
divisible  par  /,  ont  presque  toutes  leur  origine  soit  dans  les  travaux  de  Rummer, 
soit  dans  ceux,  plus  anciens,  de  Sophie  Germain  et  de  Legendre. 

Mirimanoff  s'est  placé  au  premier  point  de  vue  dans  son  Mémoire  :  L'équation 
indéterminée  x'  +  y'  +  z'^  o  et  le  critérium  de  Kunimer.  (J.  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik, 
tome  CXXVIII).  En  discutant  les  congruences  (5)  il  a  établi  le  théorème  suivant  : 
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Théorème  IV.  —  L'équation  (i)  est  impossible  en  nombres  entiers  premiers  à  /, 
si  les  nombres  de  BernouUi  Bz—s ,  Bz-s,  B<-7.  B/-9  r^e  sont  pas  tous  divisibles  par  /. 

i  i  i  i 

D'autre  part,  il  montre  qu'on  peut  éliminer  de  la  façon  suivante  les  nombres  de 
BernouUi  des  congruences  de  Kummer  :  en  désignant  par  9, (/),  pour  i=2,  3, ...,  / —  i, 
le  polynôme 

ç.(f)=/  —  3''-'f  +  3'-'f  —   ...   +(—!)'"'(/—  I  )'"'/■"' 

et  par  a.,(/)  le  quotient 


?.(0 


I  +i 


t  représentant  l'un  quelconque  des  rapports  des  trois  nombres  x,  y,  z,  ces  congruen- 
ces  équivalent  au  système 

CpjCp^_;^0,  (i=i,3,  ...,;-2), 

Wieferich  {Zum  letzten  Fermatschen  Theorem.  J.  f.  d.  Matlvematik,  tome  GXXXVI) 
a  déduit  des  congruences  de  MirimanofFle  critérium  suivant  : 

Théorème  Y.  —  Pour  que  l'équation  (i)  puisse  avoir  une  solution,  x,  y,  z  étant 
premiers  à  /,  il  faut  que  le  quotient  de  Fermât 

,'—1 


^(2)  =  - 


soit  divisible  par  /. 

De  nouvelles  démonstrations,  plus  simples,  de  ce  critérium  ont  été  données  par 
Frobenius  (Sitzungsberichte  der  K.  Ak.  d.  Wiss.  zu  Berlin,  2  décembre  1909,  et 
./. /.  d.  Malhematik,  tome  CXXXMI),  et  par  Mirimanoff  (Sur  le  dernier  théorème  de 
Fermai.  J.  f.  d.  Matliematik,  tome  CXXXIX). 

Mirimanoff  a  montré  en  outre  que  : 

Théorème  VI.  —  Pour  que  l'équation  (i)  puisse  avoir  une  solution,  x,  y,  z  étant 
premiers  à  /,  il  faut  que  le  quotient  de  Fermât 

3'-'  -  I 


9(3): 


/ 


soit  divisible  par  /.  (C.  /?.,  24  janvier  1910.) 

Dans  l'ordre  d'idées  de  Legendre,  Dickson  part  du  théorème  de  Sophie  Germain 
que  nous  reproduisons  : 

Théorème  VII.  —  S'il  existe  un  nombre  premier  impair  p  tel  que  la  congruence 

x"  +  y"  Jrz"  =  0,       (mod/)), 
soit  impossible  en  nombres  entiers  premiers  à  /)  et  tel  de  plus  que  n  ne  soit  pas 
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résidu  de  puissance  /^''''"^  module/),  l'équation  x"  +  y"  +  2"  =  o  n'a  pas  de  solution 
en  nombres  entiers  x,  y,  z  premiers  à  n. 

Il  en  déduit  par  des  méthodes  nouv(;lles  l'impcwsibilité  de  l'équation  (i)  avec 
xyzE.\=o,  mod.  /,  pour  tout  nombre  premier  /  inférieur  à  6857.  (Dickson,  Onthe 
last  theorem  of  Fermât,  février  1908.  Messenger  of  Mat  hématie  s,  tome  XXXVIII,  et 
deuxième  note,  mai  1908,  Qiiarterly  Journal  of.  P.  a  A.  Maihematics,  tome  XL.) 


II.  —  Étude  du  cas  où  xyz  est  divisible  par  /. 

S  V. 

Nous  allons,  avec  Kummer,  examiner  le  cas  particulier  où  /  remplit  les  trois 
conditions  suivantes  : 

I"  /  divise  un  seul  Bv  des  / —  3  premiers  nombres  de  Bernoulli  et  une  seule  fois; 

3"  il  existe  un  module  pour  lequel  l'unité 

où  c  désigne  l'unité  circulaire  définie  au  paragraphe  i38  : 


(i-n(i-r-) 


(i-O(i-r')' 

n'est  pas  résidu  de  /'^""'  puissance  ; 
3°  Bv/  n'est  pas  divisible  par  f . 

Dans  ces  conditions,  l'équation  (i)est  impossible,  même  avec  l'un  des  nombres 
X,  y,  z  divisible  par  /.  [Kummer'*.] 

Pour  arriver  à  la  démonstration,  un  certain  nombre  de  théorèmes  préliminaires 
sont  nécessaires  :  ils  feront  l'objet  des  paragraphes  VI,  VII,  VIII,  IX  et  X.  Aupa- 
ravant, démontrons  d'abord  le 

Théorème  VIII.  —  Les  deux  premières  hypothèses  faites  entraînent  que  le  second 
facteur  du  nombre  des  classes  n'est  pas  divisible  par  /. 

Pour  cela,  nous  allons  montrer  que,  dans  la  première  hypothèse,  ce  second 

A 
facteur  —  ne  peut  être  divisible  par  l  que  si'Vunité  Ev  est  la  /"""'^  puissance  d'une  unité. 

A 
Reprenons  en  effet  les  notations  du  paragraphe  139  :  si  — est  divisible  par  /,  le 

déterminant  du  système  (117): 

■\og-.,=  2  M,,log|,J, 
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l'est  aussi  ;  d'où  l'existence  de  jjl  —  i  nombres  N,,  non  tous  divisibles  par  /,  et  tels  que 

toutes  les  sommes- V  N^  M^^  le   soient  :  l'unité  TT^/'*'  est  donc  la  /'^"'^  puissance 

t  t 

d'une  unité  E  et  on  en  déduit,  comme  au  paragraphe  189  : 

9        B^Nj^o.       (mod/),  (/=i,2,  ...,:x-i). 

Or,  les  B,  sont  tous  e|5  o,  (mod  /),  excepté  Bv;  il  faut  donc  que  tous  les  X^  soient  ^o, 
excepté  Ny.  On  a,  par  suite,  E'  désignant  une  unité  : 

E'  =  EU"!". 

Exprimons  Sv  avec  les  unités  circulaires  selon  la  formule  (109) 

e-,  =  £<'-»''<'>  z=  £"0  (5  £)n, . . .  (s-'-h)"  ;•  -2 , 

I  —  SI*  ~~ 

où  l'exposant  svmbolique  F(s)  est  égal  à -— r ,  de  sorte  qu'on  a  les  con- 

^  "  -a        V  /  o         ^j — s)(r2*  —  s) 

gruences 

I  _  r-2(«+i)v 

n.:  ^ — ,       (mod  /),  («=o,  1, ....  |i-2). 

'  I  —  r** 

Posant  alors 

Nv  =  —  mr^' ( I  —  r^') ,       (mod  /) , 

on  aura  pour  l'exposant  de  s'e  dans  E'  : 

Nv/ij  ^  mr2'(r-2»'+')'  —  1),       (mod  /),  (.=0, 1, ..., ix-2). 

On  introduit  aisément  l'unité  s^-^i  en  tenant  compte  de  ce  que  la  norme  est  i,  et  on 
arrive  à  la  formule 

E'"=Er, 

E'  désignant  une  unité  et  Ev  étant  eistY'-' ...  (s:--'e)'-~^^''~"\ 

Enfin,  m  n'étant  pas  divisible  par  /.  on  peut  déterminer  deux  entiers  a  et  6,  tels 
que  am=^  1  +  bl,  de  sorte  qu'en  élevant  E'"  =  Er  à  la  puissance  a'^""^  et  remplaçant 
am  par  1  +  6/,  on  a 

Ev  =  E"", 

E'"  désignant  une  unité. 

Dans  ce  cas,  l'unité  E»  est  donc  résidu  de  F""*  puissance  pour  tous  les  modules. 

Si  donc  nous  supposons  qu'il  existe  un  module  pour  lequel  l'unité  Ev  n'est  pas 
résidu  de  /'^""^  puissance,  le  second  facteur  du  nombre  de  classes  n'est  pas  divisible 
par  /.  C.  q.  f.  d. 

Fac.  de  T.,  3"  S.,  III.  62 
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^  \l.  —  Définition  et  propriétés  des  logarithmes  pour  le  modale  T^'. 

Soit/(Q  un  nombre  non  divisible  par  I,  c'est-à-dire  tel  que/(i)  ne  soit  pas  divi- 
sible par  /.  Posons,  pour  abréger,  ^ 

"^~    /(.)■ 

et  considérons  le  développement  purement  formel 

X x"  +  -x'  —  ...  +^—^      aî'4-..., 

2  6  i 

qui  serait  égal  à  log  ( i  —  x),  si  l'on  avai t  |oc|  <C  1  • 

Nous  allons  montrer  que  le  nombre  des  termes  de  ce  développement  non  divi- 
sibles par  /"^  '  est  limité,  et  nous  conviendrons  de  dire  que  cet  ensemble  de  termes 

est  congru  pour  le  module  /"^'  au  logarithme  de  ■■■''-•,  nous  écrirons 


(7)  log 


'^^^\=x  —  -x*-^\x'—...,       (mod/"^'). 


L/(i)J  2  3 


en  employant  le  même  signe  log  que  pour  les  logarithmes  népériens,  mais  unique- 
ment comme  notation  abrégée.  [Kummer*']. 

X  est  divisible  par  i  — Ç,  c'est-à-dire  par  l'idéal  ï,  et  /  est  égal  à  ï'~';  un  terme 
quelconque  du  développement  est  divisible  par  une  puissance  de  I,  —  par  I'",  si  le 
rang  m  de  ce  terme  n'est  pas  divisible  par  /,  et,  si  ce  rang  est  ml",  m  n'étant  pas 

divisible  par  /,  par    ■^_,,„.  où  l'exposant  du  numérateur  est  toujours  supérieur  à  celui 

du  dénominateur;  l'exposant  de  celte  puissance  de  I  augmente  indéfiniment  dans  les 
deux  cas  avec  m,  il  finira  donc  par  être  supérieur  h.  {n  -{-  i)(/ —  i),  ce  qui  montre 
qu'à  partir  d'un  certain  rang  tous  les  termes  sont  divisibles  par  /"'  '. 

Théorème  IX.  —  On  a,  au  sens  qui  vient  d'être  défini,  là  congruence 

A-=l 

N/(w)  désignant  la  norme,  l'indice  o  indiquant  que  l'on  fait  k  =  o  dans  les  dérivées 
/^./«ùmes  (jg  log/(e"),  et  \ilV)  désignant  le  polynôme 

(9)  X.C)  =  l  +  /-''■'":'•  +  ,-'-hl'^-;r^  +  ...  +  r-('-2)/''^r'-% 

où  r  est  une  racine  primitive  pour  le  module  /.  [Kummer  *^] 
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Ordonnons,  en  effet,  la  différence/(i) — /(<!)  suivant  les  puissances  de  i  —  ÎT.  de 
sorte  que  l'on  ait 

/(i)  -fO  =  A.(.  -  r)  +  A  (I  -  rr  +  -  +  A,_/i  -  0'-'. 

les  Ai  étant  des  entiers  rationnels.  On  en  déduit 

Remplaçons  Z,  successivement  par  tous  ses  conjugués  "CS ,  ^'■%  ...,  ^'■'',  ...,  'Q'^~* . 
puis  ajoutons  toutes  ces  égalités  multipliées  respectivement  par  i^—'i>>-i";  on  a 

*  y"'V-'"  log  r^^l  ="°v  "'  y  c,  >-'"■(■ -;-')' 

A=0  /i=0       i 

On  a,  en  développant  (i  —  î^'"*)'  et  sommant  d'abord  par  rapport  à  h. 


Ii=l~-i  h—l—i  s=i 

/tz=0  li—<i     s—Q  .«=0 


^  i  -ZjZj^      '^  ,-.5!(j_s)!'^       ^      -  ^^      '^  i.s\(i-s)\'^^^^ 


s\{i—s)\  '  — ;'       '  i.sl{i  —  s)\ 

En  désignant  alors  par  P^  la  somme 

,r       f! t!  i\ -| 

'~~      ^^  u!(i  — 0!     it  +  r)\(i—t  —  r)i'^(t-^2i)\(i  —  t  —  2i)\     "J 

et  en  partageant  la  somme  V  en  /sommes  partielles,  correspondant  respectivement 

s—O 

A  s^o,  s^  i,  ...,  5^/  —  I,  (mod/),  on  obtient 

h=l—2 

^-,    /^AW'Yi  _  r»-V        I 

S 1 — —  =  7  [PoX*(i)  +  p.x.a)  + ...  +  p._,x,(:'-)] . 

Pour  transformer  cette  égalité  en  congruence  relative  au  module  r~',  démontrons 
d'abord  que  P^  contient  toujours  autant  de  facteurs  /  que  i.  Si  t  n'est  pas  nul,  chaque 
terme  de  P^  contient  /  autant  de  fois  que  i  :  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  voir,  à  l'aide  du 
théorème  suivant,  facile  à  démontrer  : 

((  Si  p  est  un  nombre  premier  et  que  le  nombre  A  soit  représenté  dans  le  système 
de  numération  de  base  p  par 

A  =  a  +  a.p  +  ...  +  a„_y"-', 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  A  !  est 

A  — (g  +  g.  +  ...  +«».-.)„ 
[Kummer '^.] 
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Quant  à  P^,   il  contient  de  même  autant  de  facteurs  /  que  /,  car  la  somme 

\\  4-  P,  4-  ...  +  P,_,    étant   la   somme  des   coefficients  binômiaux  alternativement 

changés  de  signe  est  égale  à  (  i  —  i  )'  =  o . 

P 
l^es  —7^  peuvent  donc  être  considérés  comme  des  entiers  pour  le  module  /"'*,  et 

l'on  a,  pour  toute  valeur  de  i,  en  tenant  compte  des  congruences  Xj^(C)^.f'^'"X/t(0 
et  X4(i)e-o,  (mod  Z"-^')  : 

y -. i-i  =  -,  [i'-'"P.  -f  2W"l\  +  ...  +  (/-  i)'^-'"IVJX,(Q,      (mod  r-'). 

*-^  i  i 

Si  l'on  développe,  d'autre  part,  (i  — e")'  par  la  formule  du  binôme  et  que  l'on 
prenne  la  /fT'^""  dérivée  pour  «  =  0,  on  a 

»=i 
(lkV>  ( ,  _  pu)  «  v-i  J  ' 

""      ^'  ^^     _     V  r— iV"  çW". 

</u«"  ^^       '   s\{i  —  s)\ 

d'où,  en  décomposant  cette  somme  comme  plus  haut  et  tenant  compte  de  la  con- 
gruence 

(.<f  +  m/)'''"  =  sf'i" ,       (mod  Z"^') , 


on  déduit  la  congruence 


On  a,  par  suite, 

h—l—i 


=  [  I  '''"  ï\  +  2^'"  P.  +  ...>(/—  I  yt"  P,_J ,      (mod  r'). 


1         (I       ç   j  _i  a„    (ï       e  }     ,^^^^^^       (mod/"-). 


h=0 


et 


Or,  d'après  (10),  la  somme  ^      '  .  . — -- —  n'est  autre  chose  que  le  développement, 

r/(6")~l 
ordonné  suivant  les  puissances  de  i  —e",  de  log    "^77—  L  c'est-à-dire  de  log  /(e") 

L/(i)J 

-log/(i)(0- 


(*)  los^  désigne  ici  le  logarithme  népérien,  car  e"  étant  égal  à  i  pour  m  =  o,  le  développement 
par  la  série  de  Mac  Laurin  est  convergent  dans  le  voisinage  de  «  =  o. 
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On  a  donc 


(,0         S-'- '°«[f?]^^^^^Bi^'.x,:).     (.oao. 

Donnant  alors  à  le  les  valeurs  1,2,  ....  / —  2 ,  faisant  la  son>me,  et  mettant  à  part  la 
valeur  h  =  o,  on  obtient,  en  remarquant  que  r—''^  +  r--^("-\-  ...  -^- /— ('— 2)^!/"  est 
congru  à  —  i  pour  le  module  /"^', 

c'est-à-dire  la  formule  (8)  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Cas  particulier.  —  Dans  le  cas  particulier  de  n  =  o,  on  a  simplement,  comme 
N/(v)  est  congru  à  i,  ainsi  que/(i)'~',  pour  le  module  /  : 

d  '~*  loff  f(e") 

car  on  a  log  ,'_^  ^  o,  (mod  /),  vu  le  théorème  X  qui  va  être  démontré. 

Application.  —  Comme  application,  nous  calculerons  le   logarithme,  pour  le 
module  /,  de  l'unité  fréquemment  employée 

expression  où  e{V)  désigne  l'unité  circulaire  (SS  98  et  i38) 


On  a 

rv.  rnn  ~      '  ~ 

log 


:|g]  -  I  '-  .0.  [fl>]  .  l   e"  --  .0.  [fj] ,  .  (.oa  0 . 


la  congruence  des  deux  derniers  membres  résulte  des  relations 

rh+^  =  —r''^       et       f^i{/i+.^)n  =  p-ihn  ^       (mod/), 

et  de  ce  que  eC^'-"^"')  =  e{^-'-'')  =  £(:'**). 

On  a  donc,  d'après  la  formule  (9),  où  l'on  prend  /2:=o  et  /(^)=i£(Ç),  la  con- 
gruence 
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Pour  calculer  la  dérivée  qui  figure  dans  le  second  membre,  partons  du  dévelop- 
pement connu 

I  I       1       B,u      By      B,«' 

=  ---  +  -V--7T-  + 


e"  —  I       u      2        2  !         4  !  6  ! 

qui  donne,  si  l'on  change  u  en  ru  et  qu'on  retranche  le  développement  ci-dessus  du 
nouveau  multiplié  par  r  : 

e"' -  ,       e«-,~       2^         ^^  2!  /,! 

et  en  intégrant  :  ^ 


log 


Te'""  —  iH  I 

^»_  ^      — (r— i)«  =  logr  — -(r— i)u-h 


(r*—  i)By 


2.2! 

la  constante  d'intégration  étant  égale  à  log  r.  comme  on  le  voit  en  faisant  u=o;  on  n. 
par  suite, 

log  e  e"  =  log    -s •  —T-    =  log  /'  +  ''     -        ,    /,'     +  •  •  •  • 

\e  —  i     g--u  j  2.2!  4.4! 

On  a,  dès  lors, 
et  enfin 

^'^^  ^"^  [eTo]  ^  ^~  '^"'"^'*"  ~  '^ë^'"^'^^'    ^"'''''  ^^- 

Remarque.  —  L'utilité  des  logarithmes  pour  le  module  /"^*  tient,  d'une  part, 
à  ce  que,  évidemment,  ces  développements  ont  la  propriété  fondamentale  qui  cor- 
respond à  celle  des  logarithmes  eux-mêmes  :  le  logarithme  d'un  produit  est  congru 
à  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs;  —  et,  d'autre  part,  au  théorème  suivant  : 

Théorème  X.  —  Deux  nombres  congrus  pour  le  module  f^\  ainsi  que  les  entiers 
qu'on  en  déduit  par  la  substitution  de  i  à  Ç,  ont  aussi  leurs  logarithmes  congrus 
pour  le  même  module.  [Kummer'"-.] 

Démonstration.  —  Si.  en  eflet,  f{Q  et  cp(Q  sont  ces  deux  nombres  et  qu'on  pose 

^_/(0-/(0        ..__cp(0-9(i) 


on  aura 


■-•^^  ^  [(mod/""). 
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On  a,  vu  les  hypothèses, 

x  =  y,      (liiod/"^*). 

d'où  évidemment 

au  moins  si  A:  n'est  pas  divisible  par  /.  Mais  cette  congruence  est  vraie  même  si  k  est 
un  multiple  de  /,  soit  cl",  l"  étant  la  plus  haute  puissance  de  /  qui  entre  dans  k  :  car 
en  posant 

la  formule  du  binôme  donne 

yal"  =  xcl"  4.  ch+a+ 1  x'""-^Z         (mod  l"^^')  , 

et,  par  suite. 

Les  deux  développements  log       /'       et  log    -^— ^     étant  congrus  terme  à  terme, 

L/(uJ         L?(uJ 

le  théorème  est  démontré. 


I  VII.  —  Expression  de  l'indice  de  l'unité  E„(Q. 

Étant  donné  un  idéal  premier  quelconque  p,  de  degré/,  il  est  possible  de  déter- 
miner une  racine  primitive  p(')  de  cet  idéal,  telle  que  l'on  ait 

C  =  f     '     . 

p  désignant  le  nombre  premier  divisible  par  ^.  Cette  racine  étant  ainsi  déterminée, 
l'indice  d'un  nombre  quelconque  a  du  corps  c{Q  est  le  même,  soit  qu'on  le  prenne 
par  rapport  à  la  racine  p.  soit  qu'on  le  définisse  comme  au  paragraphe  11 3.  En 
d'autres  termes,  si  l'on  pose 

on  a  toujours 

i^r.    (/). 

Pour  déterminer  l'indice  de  l'unité  E„(Ç),  nous  allons  d'abord  établir  les  propriétés 
fondamentales  du  nombre 

W  (Z)  =  S;-(?+l)A+lnd(p''+l) 
(')  Voir  Hilbert,  paragraphe  9. 
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OÙ  l'indice  a  la  signification  qu'on  vient  de  rappeler  et  où  la  sommation  s'étend  à 
toutes  les  valeurs 

h  =  o,  ] ,  2,  ... ,  p^  —  2, 

à  l'exception  de 

valeur  pour  laquelle  p''  +  i  serait  congru  à  zéro,  et  pour  laquelle  l'indice  n'aurait  pas 
de  sens.  [Kumnier'^.] 

Pt^emière  propriété  fondamentale  :  W^'ne  dépend  que  des  périodes  à  f  termes.  En 
effet,  on  a 

(p*  +  I )"  =  p""  4-  I ,       (mod  p)  et  par  suite  (mod  p)  ; 

donc,  on  a 

car  les  hp  reproduisent  les  h  à  l'ordre  près,  (mod  p'^  —  i).  Comme  p  est  congru  à  r*, 
(mod  /),  r  étant  une  racine  primitive  (mod  l),  puisqu'il  appartient  à  l'exposant  J, 
W^  admet  la  substitution  ('Ç,  CO  ^t  ses  puissances,  et  ne  dépend,  par  suite,  que  des 
périodes  à  /  termes  ('). 

Deuxième  propriété  fondamentale.  On  a 

^,(0%(r')  =  /.     (9  e|e  o  et  e|e  -  I ,  mod /). 
En  effet , 

le  dernier  membre  étant  obtenu  en  prenant  d'abord  h=^k,  ce  qui  donne  p^ —  a 
termes  égaux  à  i,  et  la  somme  double  s'étendant  ensuite  à  toutes  les  valeurs  inégales 
de  ^  et  /f . 

Posons 

P      =  P  >        -ir—  =  P  '    (<>)' 
il  vient 

■^,(0^^,(r')  =  jo^—  2  +  22 !;<'+*'*'-''',       (h',  k'  =  I,  2,  ....  p^—  2,  /i'=|=//), 

ou  encore 

qr  (Qxii*  (r~^)  =  p'^ 2 SÇ'*'  +  vv!^(<?+t)*'-ft'^ 

(>)e/=/-.. 
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h'  et  A:'  pouvant  alors  être  égaux  dans  la  somme  double.  En  sommant  par  rapport  à  h', 
on  trouve  S  ^~'"  =  —  I ,  donc 

et,  par  suite,  si  q  est  EJEc  et  e|e —  i  (mod  /),  on  a 

Si  q^o  ou  ^—  I,  mod  /,  la  relation  donne  ^',(0 ^,(C~')  =  +  ^'  comme  cela 
résultedeF„  =  ^V«  =  — I'  etde  »F,^j=^F^. 

Troisième  propriété  fondamentale.  Si  f  est  pair,  on  a 

si  f  est  impair,  on  a 

expression  où  les  exposants  m^  ont  les  valeurs  suivantes  (^)  : 

mi  =:  Sjji — i  4"  ^[i — i+indç  —  5(t — i+indiç+l)» 

S^  désignant  la  somme 


La  première  partie  de  l'énoncé  résulte  immédiatement  de  ce  que  l'on  ap  ^  ^  — i , 

(mod  0,  et,  par  suite,  ^%(r')  =  ^V^^)  =  ^,(0.  et  de  la  relation  ^VO^<,(r')=P^- 
En  vertu  de  cette  même  relation,  il  est  clair  aussi,  pour /impair,  que  W^  ne  peut 

contenir  que  l'idéal  premier  p  et  ses  conjugués,  et  il  ne  reste  qu'à  déterminer  leurs 

exposants  et  l'unité  dont  le  produit  est  affecté. 

Pour  cela,  nous  allons  substituer  à  Z  une  puissance  de  p  qui  lui  soit  congrue 

(mod  p").  Posons  pour  abréger 


/'  = 


/-, 


/ 


on  a  successivement 


(')  Ind  désigne  l'indice  par  rapport  au  module  ^  et  à  la  racine  primitive  o,  ind  l'indioe  par 
rapport  au  module  /  et  à  la  racine  primitive  r. 

Fac.  de  T.,  3e  S.,  III.  63 
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Evaluons  maintenant  ^g('Ç''~');  en  posant  q+  i  ^  r",  (mod  /),  prenant 
Ind  (p''/'"^  +  i)  au  lieu  de  Ind  (p'' +  i).  on  a 

d'où  la  congruence 

h  prenant  cette  fois  dans  la  somme  toutes  les  valeurs  o,   i q'  —  2,  la  valeur 

exclue  précédemment  h  =  -(p'^ —  1)  donnant  ici  un  terme  ^o. 

Si  l'on  développe  par  la  formule  du  binôme,  et  qu'on  effectue  la  sommation  par 
rapport  à  h,  il  ne  reste  que  les  termes  où  l'exposant  de  p  est  un  multiple  de 
p'^  —  I  =  //'  ;  soient  sW  ces  exposants,  on  a 

"* , u    ;  —  -  ^^,^.^_.  ^  ^11,^ ,  (/>" V_,  —  n\-i  —  sii')  !  '     ^^     ^ 

ou,  en  posant 

ip'"-  1) 

et  remplaçant  ^'■~'  par  Ç  : 

(/— i)(/'p"V  ,)! 
"^^^  —      {l'p"h\-i  -  ll'z)  !  [(r_,  —  n-i)l'p"^  +  U'z]  ! 

pour  le  module  (s>)"''"^'. 

La  somme  doit  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  z  qui  ne  rendent  négatifs 
aucun  des  deux  facteurs  du  dénominateur.  Comme  c'est  un  entier  rationnel,  tout 
revient,  pour  trouver  l'exposant  de  s*p  dans  ^,(0»  à  trouver  quelle  est  la  plus  haute 
puissance  de/)  qui  divise  la  somme  S. 

En  s'appuyant  sur  le  théorème  relatif  aux  factorielles  énoncé  dans  le  paragraphe  V, 
on  trouve  aisément,  en  supposant  r_,  —  /\_,>>o,  que  c'est  le  terme  où  2  =  0  qui 
contient  p  avec  le  plus  petit  exposant,  et  nous  avons  à  calculer  le  nombre  de  fac- 
teurs p  contenus  dans 


N  = 


(/'p"V._0![(r_.-r«-0/>"a!" 


Pour  cela,  cherchons  d'une  manière  générale  le  nombre  de  facteurs  p  contenus 
dans  {l'p"^i\)\  Soit 

l''\  =  a  +  a,p  +  ••  •  +  af_y-' , 

les  a  étant  inférieurs  à  p  et  non  négatifs  :  le  nombre  des  facteurs  p  de  la  factorielle 
sera,  d'après  le  théorème  rappelé  ci-dessus  : 

/'p"V,- (g +  «.  +  •••  ^«r-) 
p—  I 


THÉORIE  DES  CORPS  DE  NOMBRES  ALGEBRIQUES.  499 

Multiplions  l'r^  par  /  çt  remplaçons  //'  parp^ —  i,  nous  avons 
P^^h  —  r^^la  +  la,p  +  ••■  +  la^_y-\ 
d'où,  le  second  membre  devant  être  divisible  par  p'^  : 

r^     +  /a      =  aj3 ,  , 

a      + /a,     =ot,/), 


les  a  étant  positifs  et  inférieurs  à  /;  et  comme  on  a  p^r'"^,  (mod  /),  m  premier  à  /, 
puisque  p  appartient  à  l'exposant/,  on  a  les  congruences 

r   =  ar    ,        a.  ^  a^r    ,       . . .  ,     a,^  ^  ^f—i^    '     (niod  /), 


d'où 

et  comme  tous  les  x  sont  restes  positifs,  mod  /,  on  a 


a   =r*-"^      x^^r'-''''^     ...,     a^_.  =  /•",  (mod/); 


*  '  h— me'        ^i  '  h—tme'        •  •  '  '        ^f—i  '  A  • 

Puis,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  r^  -f-  /a  =  ap,  etc.,  on  a  : 

/(a  +  a.  -f  ...  +  a^_.)  =  (p  -  i)(^_,„,  +  r,_,„,,  +  .••  +  rj. 

D'ailleurs,   le  dernier  facteur  du  second  membre  est  égal,  à   l'ordre  des  termes 
près,  à 

parce  que  m  est  premier  à  /.  Désignons  par  /S^  cette  somme,  qui  est  en  effet  divisible 
par  IQ);  on  aura  pour  le  nombre  de  facteurs  p  de  la  factorielle  : 

Posant  pour  abréger  r—i  —  r,,—i:=h,  entier  positif  et  inférieur  à  /,  on  aura  pour  le 
nombre  de  facteurs  p  de  N,  c'est-à-dire  pour  l'exposant  m^  : 

Et  pour  obtenir  l'expression  de  l'énoncé,  il  sufRt  de  remarquer  que  l'on  a 

et  que  de  l'expression  de  S  résulte  la  congruence 

r~'  —  r"^'  ^o^r~'  —  (^  -f  i)r~'  ^  —  qr~'  e=  r^^r^'r '"''', 
d'où  l'on  déduit  o  =  r,^—i+indq-  .  > 

(')  Excepté  pour/:=  i,  cas  déjà  traité  paragraphe  i. 
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Il  reste,  pour  achever  la  démonstration,  à  lever  la  restriction  relative  au  signe 
de  r_^  —  /\_, .  Or.  de  r  ^^  =  /  —  r^  on  déduit 

/•_i  —  i\-i  =  —  (' -.-1.  —  r.-i-y.) , 

de  sorte  que  si  i  ne  vérifie  pas  la  condition  r—i  —  r„—iZ>o,  |x  —  i  la  vérifie.  D'autre 
part,  si  l'on  fait  le  produit  ^^(0^,(C'),  qui  est  égal  à  p^,  il  en  résulte  m^  +  mi+^=f. 
On  a  donc  m^=f—  mi+^,  et  comme  on  a  aussi  S^  =/ —  8^+,^,  on  retombe  sur  la 
même  expression  de  m^  que  dans  la  première  hypothèse. 

Enfin  l'unité  E(Z),  qui  affecte  le  produit  des  idéaux  premiers,  est  égale  à  ±1, 
car,  d'une  part,  elle  ne  doit  dépendre  que  des  périodes  à  /  termes  (/>  i),  et,  d'autre 
part,  on  doit  avoir  p:(r)E(C~')— i  à  cause  de  l'égalité  ^çCO^/O^p'';  ceci  exige 
K(w)  =  +  '^k'  ^^  ^'  *^'oit  être  nul  d'après  la  première  condition. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  s'applique  encore  aux  idéaux  du 
premier  degré.  Si  l'on  fait,  en  effet.  /=  i, 

/S/,  se  réduit  à  i\,  et  m^  à  -  {r^^i  +  /V-i+md?  —  'V-i+icd^+i))» 

expression  prenant  la  valeur  i  ou  la  valeur  o,  suivant  que  s'p  figure  dans  H'*,(0  avec 
l'exposant  i  ou  l'exposant  o;  —  c'est  le  résultat  du  théorème  1 . 

Cette  remarque  permet  de  donner  une  expression  unique  pour  *F^(v)«  que /soit 
égal  ou  supérieur  à  i  ;  on  a 


%(o=±  n^^*^)'"*' 


k=0 

l'exposant  m^  égal  à  o  ou  i  étant  donné  par  la  formule 

rrik  =  -j  {^\—k  +  t\—hJt\nAq  —  1\—k  +  \nà(q-\-i)- 

La  formule  s'applique  aussi  pour/ pair;  elle  est  donc  générale. 

Indice  de  E,/^.  —  L'identité  des  propriétés  de  ^',(0(^),  quel  que  soit  l'exposant 
auquel  appartient  le  nombre  p  correspondant,  va  nous  permettre  de  trouver,  par  un 
calcul  unique,  s'appliquant  à  tous  les  cas.  une  expression  de  l'indice  de  E„(Q  à  l'aide 
de  ce  nombre. 

Cette  expression  est  la  suivante  : 

r*"  —  I  I  d  ■'"*"  loo-  T  (e"^ 

(,5)  l"<'l^.P^^-r^-,^, ,-.._(,  .,,),-.■•      J-J    '■       (•"«"). 

[Kummer '-.] 

(•)  Nous  avons  utilisé  dans  le  paragraphe  i  et  le  paragraphe  actuel  deux  formes  différentes 
de  ^Vq(Z),  mais  on  passe  aisément  de  l'une  à  l'autre.  (Voir  Weber,  Alg.  siip.) 
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Pour  la  d:;montrer,  calculons  d'abord  la  dérivée,  en  partant  du  développement 

W  (e")  =  Se''[-<î+i)A+iDd(p*+i)i. 

On  a,  en  posant  pour  abréger, 

m  ^  l  —  2n  —  I.         U  = 


rC'-^^^^.yj 


'Vie')- 

rf'-"' log  ii;(g")  _  "'    V     du 

du'-'"         ~  dir  ' 

d'où,  par  la  formule  de  Leibnilz  : 

d'-"'\ogW(e")      d'"^'W^    ,,       m    d"'n\    dV 

du'-'"  du"'-'  '      ^    i    '   du""  '  du^  "" 

Gomme 
on  a 

où  W  désigne  un  polynôme  en  e"  à  coefficients  entiers  et  où 

(parce  que  la  différence  W^(x)Wç(x"'')  —  ^,(0^,(C~*)'  admettant  la  racine  C.  admet 
toutes  les  racines  de  i  +  x  +  ...  4-  x'~*). 
On  a  donc 

du'  du'  ^^  ^         ^^  i    du'-'      du 

Pour  u  =  o,  V  et  ses  / —  2  premières  dérivées  s'annulent,  mod  /,  et  comme  on  a 
p^^  i,  pour  ce  même  module,  on  déduit  du  développement  précédent 


d:^\(e"')_d:V 


du'  du' 

pour  /  =  o,  I,  2,  ... ,  / —  2. 

On  peut  encore  écrire  • 


7-,      (mod  /), 


"rf'U  d'W  (e") 


Donc,  on  a 


^^/-.„  =  D„,...  Do  -  Y  D,„  D,  + — - —  .  D„._.  D,  -  . . . ,       (mod  /) , 

Mais 

(h=»,  1,  ..,,  pf—î.  excepté  ^^j^j  . 
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Désignons  le  crochet  par  C^,  nous  aurons 

aa  I 

les  valeurs  h  =  -(p'  —  i),  k=^-{p  —  i)  étant  exclues  de  la  sommation,  c'est-à-dire 

2  2 

rf^ssc,(c,-c,r 

=  Si:  [-  (9  +  i)/i  +  Ind  (p*  -f  ,)]  [-  (^  +  I)  (/i  _  /f)  +  Ind  (p"  +  i)  -  Ind  (p*  +  i]"'. 

Comme  tous  les  termes  sont  congrus  à  zéro  pour  h  =  k,  employons  la  transformation 
déjà  utilisée 

^*— 'l   «*  r        ^^     '     ft' 


^*-''  =  p*',       V]—  =  ?*''       (mod  p)-. 


nous  avons 


11[-  (g  +  i)  Ind  (p"'-  i)  +  Ind  (p*'-  i)  -f-  ^  Ind  (p*' -  p"')]  [(^  +  i)/c'_ /^'j-,  (mod  /). 

(A',  *' =  1, 2, ...,  pA— 1,  A'=|=*')• 
Évaluons  séparément  les  trois  sommes  correspondant  aux  termes  du  premier 
crochet,  en  sommant  d'abord  par  rapport  à  k';  pour  plus  de  facilité,  on  ajoute  dans 
la  somme  double  les  termes  où  h'  =^k',  en  les  retranchant  d'autre  part.  La  première 
somme,  comme  p^ —  i  est  ^o,  (mod  /),  que  S/c"  est  ^o  pour  i=  i,  2,  ... ,  / —  2, 
et  que  l'on  a 

^  [{q  +  i)/v'  —  h'\-'"~'  =  {/—  2)/i"-"-'  =  _  h"-'"-' . 
k' 

devient 

(7  +  i)(i  +  q'-*"")  v/i"-"'-  Ind(p'''—  i). 

On  trouve  de  même  pour  la  seconde  : 

-  [q'-'"-'  +  (^  +  I )'-"'-']  v/i"-*"-'  Ind  (p"'-  i). 

Pour  évaluer  la  troisième,  ajoutons  et  retranchons  les  termes  relatifs  à  /i'  =  o  et 
à  k'  =  0  : 

—  gU+(g-hi  y-'"-']  s  h"-'"-'  Ind  (p"'  —  I  )  ; 

le  reste  de  la  somme 

9i^[ind(p'''-  ^)^k'](rk'-hy-^"-'        (;::;;;;■,:::%) 

est  congru  à  zéro. 

On  a  donc  en  réunissant  les  trois  sommes 

d  '"'"  loe  W   Ce"") 

^ ^^L/         =  ['  +  q'-"  -(g+  0'-"]  y:h"-^"-^  Ind  ('/-!),       (mod  /). 
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Dans  la  somme,  tous  les  termes  pour  lesquels  h'  est  ^o,  mod  /,  disparaissent, 
et  si  l'on  pose  h'  =  i  +  Ik  {^f^Zl\  \\'ï,'\~v-\) .  on  a 

S  =  S  S  t'-*"-' ind  (p'^*' —  I  ) . 
Mais  on  a  évidemment  toujours  la  congruence 

(p'  —  i)  (p'+'  —  i)  (p'+^'  —  i) ...  (p'+<^'-*>'  _  i)  =  I  —  p''',       (mod  p), 
et.  par  suite, 

SInd(p'+'"— i)  =  lnd(i  — p''')  =  Ind(i— :•).       (mod/). 

Donc,  on  a 

S  =  S  /'-"'-*  Ind  (  I  —  r) ,       (mod  /) . 

En  remplaçant  i  par  //*,  ce  qui  ne  change  pas  S,  multipliant  par  r*"  et  retranchant 
l'égalité  primitive  de  la  nouvelle,  on  obtient 

(r'" -.  )i:  =  -/'-'"- Ind(^i^). 

Si  l'on  change  enfin  i  en  r*",  on  a 

(r--  0  i:  ^  S  r-'  Ind  i^~^^)  ^  ^  Ind  E„(r) . 

puisque 

E„(o = s(o  ^c-r'"  ...■<c'-^-T''*'""" 

et  que  l'on  a 

Par  conséquent,  on  a  pour' expression  de  l'indice  de  E^/^),  (mod  p)  : 

r*"—  F  I  (/'"*"  loe  W  (e") 

lnd.E„(;)^-— ._^^^,^.._^^^^_^,_.„.    •     J_...<    ',    („,„dO.      C.q.f.d. 

Remarque.  —  L'indice  est  ^o  pour  toute  unité  E„,  telle  que  / —  an  ne  soit  pas 
divisible  par/. 

En  effet,  d'après  la  première  propriété  fondamentale  de  W  ,  on  a 

^(o  =  ^,(r). 

et,  par  suite, 

et 

<'-*"  log  r,(e")_dj-*"  log  W,(g»-^)__  „,_,„,. rf/-"'  log  nr^je") 

du'-"'  —  du'-"'  -'  d^;j=^'  '       (mod/). 

Si  donc  l'on  n'a  pas 

r<'-'«)<^_i=o,       (mod/). 

d'-*"lo"W  (e") 

c'est-a-dire  si  / — an  n'est  pas  divisible  par  /,  il  faut  que  — r — - — -  soit  ^o, 

du'-'" 
c'est-à-dire  que  Ind' E„(C)  =  o . 
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S  Yin.  —  Étude  des  idéaux  dont  la  ['"""puissance  est  un  idéal  principal. 

Le  résultat  final  de  cette  étude  est  le 

Théorème  XI.  —  Moyennant  les  hypothèses  du  paragraphe  V,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'un  idéal  i,  dont  la  /'^"""  puissance  est  idéal  principal,  soit 
lui-même  principal,  est  que  l'on  ait 

(,6)  _£__A_LJ^o.       (mod/). 

[Kummer'**.] 

La  démonstration  nécessite  quelques  développements,  qui  font  l'objet  des  deux 
lemmes  suivants  : 

Lemme  IIL  —  Si  le  nombre  de  classes  h  est  divisible  une  seule  fois  par  /  et  qu'un 
idéal  i  appartienne  à  l'exposant  /,  c'est-à-dire  si  i'  est  la  première  puissance  de  i  qui 
soit  un  idéal!  principal,  les  idéaux  i,  t,  i*,  ...,  i'~'  représentent  toutes  les  classes 
d'idéaux  appartenant  à  l'exposant  /. 

Ces  /classes  sont  évidemment  distinctes,  puisque  i  appartient  à  l'exposant  /;  s'il 
existait  un  autre  idéal  i'  appartenant  à  l'exposant  /  et  non  équivalent  à  l'un  das  pré- 
cédents, les  produits  {"'{'"''  représenteraient  pour  m  et  m'  égaux  à  o,  i,  2,  ...,  / —  i. 
/*  classes  d'idéaux  non  équivalentes;  ensuite  l"  désignant  un  idéal  non  équivalent  à 
l'un  des  idéaux  représentés  par  i"'i""',  les  idéaux  {'"{'""{""'"  seraient  tous  non  équi- 
valents pour  m  et  m'  égaux  à  o.  i,  ...,  / —  i.  et  m"  égal  a  o,  t,  ... ,  h"  —  i,  en  dési- 
gnant par  i"""  la  première  puissance  de  i"  qui  soit  équivalente  à  {'"i"'".  En  continuant 
ainsi  on  arrive  à  épuiser  le  nombre  h  de  toutes  les  classes,  et  l'on  aurait  h^^rh"h!" .... 
ce  qui  est  impossible  si  h  n'est  divisible  par  /  qu'une  fois. 

Lemme  IV.  —  Si  les  deux  premières  hypothèses  du  paragraphe  V  sont  vérifiées, 
l'indice  de  l'unité  Ev,  par  rapport  à  un  module  premier  p,  est 

'  2  h  du'—-^ 

[Kummer'".] 

En  effet,  on  a  démontré  la  formule  générale  (i5) 
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OÙ  l'on  a 


lc=l—2 


'i^,(ç)=±  n^**^^'"*' 


ks  exposants  m^  étant  donnés  par  la  formule 


En  élevant  à  la  puissance  hj^^  h,  de  manière  à  n'avoir  que  des  idéaux  principaux, 


on  a 


^,(0*''=±  IJ(^*^) 


AV"* 


On  en  déduit 

^dr'-logW,(e")J=y\   <'-"log .-,-(.") 

du'-"'  —    Zj  ^*  du'-"'  '        ^"^^^'^ 

/r=:0 

car  si  deux  nombres  a  et  |3  sont  égaux,  ou  même  simplement  congrus,  mod  Z*^',  on 
a  pour  toute  valeur  de  /  non  divisible  par  /  —  i 

d  il' lie"')       d'i'^(e"-\ 
On  a  donc,  vu  l'expression  donnée  plus  haut  de  Ind  E„, 


k=0 

en  remarquant  que  5*:p*(e")=:  p^e"*"*),  et  qu'on  peut  remplacer  la  dérivée  (/  —  an)'*"'"** 
par  la  (/ —  an)/'*™®  qui  lui  est  congrue,  mod  l.        ■ 

Désignant  pour  abréger  par  K  la  somme  H^  et  remplaçant  m^  par  sa  valeur,  on  a 

k=l—t 

/K  =   2  r"-*""*[r^_;c  +  r^-k+\nàq  —  r^-ky^uA{q^\)\ ,       (mod  P) . 

k=0 

Remplaçons  maintenant  r(i-^n)ik  pgj.  r(^—U)i'kq^[  juj  est  congru  pour  le  module  f, 
nous  aurons 

k=l—i  k—l—2  k=:l—2 

/K=   2  r^-kr('-'-")'''^- i-    y)  r,_/c+i„dîr('-2'')''^--    ^  r,_;t+i„d(î+i)r('-2''K'^     (mod  O. 

Ac==0  À:==0  k=0 

Fac.  de   T.,  3e  S.,  III.  .  64 
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Il  suffît  d'évaluer  la  seconde  somme,  dont  les  deux  autres  se  déduisent  par  le 
changement  de  ^  en  i  ou  en  ^  +  i.  Posons 

'|x — k+iodq  l', 

/  prendra  toutes  les  valeurs  I,  2,  ...,  / — i  quand /v  prendra  les  valeurs  o,  i,...,/ — 2; 
puis,  de 

rv--''+'''>àq  ^  l^      ou      r''^  —  %,       (mod /), 

on  tire 

rii-'-n)i'k  =  _  ï (mod  n , 

ou  encore 

r(i-in)i^k  =  ^  q(i-in)P  i{u-i)i\       (modf),  v^ 

parce  que  l'on  a  tC— ')''^  i,  (mod  f). 
La  seconde  somme  est  donc  congrue  à 

_q{i-în)P  ^  ,-(2n-i)/Hi,       (modf). 

et  l'on  a 

/K  =  —  [i  +  q(i-^n)P  —  (q  -\-  i){i-în)i']   ^  i{în-\)i'+i^       (niod  f). 

Or,  on  a 

V  f(-'n-i);^+.  =(_  ,)«+!  B(2«-i);^+i .  /,       (mod  P). 

2 

En  posant,  pour  abréger, 

Q  =  I  +  q'-'"  —  {qi-  1)'-*",       Q'  =  i  +  q^'"-"^'  —  (q  +  ,)<'-'"", 
et  revenant  au  module  f ,  en  divisant  par  /,  on  a  donc,  pour  l'expression  de  l'indice  : 

— .  H{->n-i)t'  +  \  .  —-7 

Q  2 —  dw 

En  utilisant  la  congruence 


hj  Ind  E„(0  =  (-  .)"  ' ^^  .  B(.„-nP-fi  •  -^-j^TzIôr-^ '       (^od  f)- 


-^^( — i)'i^ ^— f— .       (mod/), 

m  m  -\-  s/[j. 

(démontrée  dans  le  Mémoire  de  Kummer,  cité  en  note  au  §  II),  on  a,  si  l'on  y  fait 

(3Al—  l)/+I 

m  = =  n/  —  [/  et  s^^in  —  i  : 

3 

B(2n-i)p+i  =  — ;— -^.       (modf). 

2 2(/ïf   JJ^) 
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Si  l'on  fait  enfin  /i  =  v,  B,;—^^  est  divisible  par  /,  car  Bv  l'est:  on  peut  alors  diviser 
par  /  les  deux  membres  de  la  congruence  qui  donne  l'indice,  et  comme  on  a  Q'^Q, 
(mod  /),  et  aussi 

rf(^/-2v)/  log  pf'(e>^)  _  d'-^'  log  p^e") 


on  a  finalement 


(mod  /), 


2h.l  du'—-'' 


C.  q.  f.  d. 


Définition.  —  La  formule  précédente  s'applique  encore  dans  le  cas  d'un  module 
composé,  moyennant  une  généralisation  de  la  notion  d'indice,  analogue  à  celle  que 

(  a  ) 
Jacobi  a  donnée  du  symbole  de  Legendre.  D'après  la  définition  du  symbole  j  —  > 

(voir  S  ii3),  on  a 

(  a  ) 
On  définira  le  symbole    -r   .  dans  le  cas  d'un  idéal  i  composé,  par  la  relation 

(  a  )         I  ï  )  (  a  )  (  a 
{  i)~  l  p)\  <\)\  t 

p,  q,  r,  etc.,  étant  les  idéaux  premiers  distincts  ou  non  dont  le  produit  est  égal  à  i  : 
l'indice  par  rapport  à  i  est  la  somme  des  indices  pour  p,  q,  r,  etc.  Le  logarithme 
d'un  produit  de  facteurs  étant  égal  à  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs,  et  l'in- 
dice ayant  la  même  propriété,  on  voit  que  l'on  a  encore  dans  le  cas  d'un  module  i 
composé  : 

anj  du'—-'' 

Remarque  L  —  Il  résulte  de  là  que  si  l'idéal  i  est  principal  ou  s'il  appartient  à  un 
exposant  non  divisible  par  /,  l'indice  de  Ev(0.  par  rapport  à  ce  module,  est  divisible 
par  /,  c'est-à-dire  que 

(     i     ) 

car  l'exposant  a,  auquel  appartient  i",  étant  un  diviseur  de  h  =  hj,  et  n'étant  pas 
divisible  par  /,  doit  diviser  h^;  soit  h^  =  ah^,  on  aura  {"^(i")*»',  et,  par  suite, 

log  i''(e")  =  hJlogi''(e"), 
d'où 

d^-2vlogi'^(e«) 


du'-^^ 


=  0      et      IndEv(0  =  o,       (mod/). 
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Remarque  II.  —  Il  résulte  de  là  que  Ev(0  a  même  indice  par  rapport  à  deux 
idéaux  équivalents  a  et  b . 

Car  dans  ce  cas  il  existe  un  idéal  c,  tel  que  ac  et  bc  soient  tous  deux  principaux, 
et  alors 

(_Ev_j_     _j^j 
l  ac  )  (  bc  )  ' 

1    r  \E.J 

ou  en  supprimant  le  lacteur  commun    —    : 

i  c) 

I   a  î  ~  i~b~\' 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  XI. 

Par  hypothèse,  il  existe  un  module  o  pour  lequel  Ev(Ç)  n'est  pas  reste  de  /'*'""'  puis- 
sance et,  par  conséquent,  t  =  Ind  Ev(Ç)  est  =|=o,  mod  /,  ou  encore 

(     o    ) 

11  résulte  alors  de  la  remarque  I  précédente  que  a  appartient  à  un  exposant  divi- 
sible par  /,  soit  al,  et  a  n'est  pas  divisible  par  /,  car  autrement  le  nombre  des 
classes  serait  divisible  par  P.  Ensuite  h^a"  appartient  à  l'exposant  /,  et  l'on  a 


*5 


C 


Si  maintenant  i  est  un  idéal  dont  la  /''""'  puissance  est  idéal  principal,  il  est 
(d'après  le  lemme  IV)  équivalent  à  l'un  b™  des  idéaux 

i,b,b\  ...,  b'-'. 

On  a  donc 

iR(0|_(E^)_ 
i     i     S       (    b'"   i       ^ 
ou 

Ind  Ev(l)  ^  aim,       (mod  /), 

l'indice  se  rapportant  au  module  i.  Comme  ai  n'est  pas  divisible  par  /,  l'indice  est 
ou  n'est  pas  divisible  par  /,  en  même  temps  que  m,  c'est-à-dire  à  cause  de  l'équi- 
valence 

i  -  b'", 

suivant  que  i  est  ou  n'est  pas  principal. 

Mais  puisqu'on  suppose  que  i'  est  principal,  l'expression  de  l'indice  de  Ev(Ç) 
devient  (après  suppression  du  facteur  h^  dans  les  deux  termes  de  la  fraction) 

,„d  E.(0  ^  '-')-"K--'-.)B.,-,    df'  log  JHe") 

^'  2/  du!--'  ^  ^ 
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et  si  l'on  observe  que  le  premier  facteur  du  second  membre  est  indépendant  de  i  et 
qu'il  n'est  certainement  pas  divisible  par  /,  car  autrement  Ev(C)  serait  reste  de  puis- 
sance Z'^""'  pour  le  module  i,  contrairement  à  l'hypothèse,  on  voit  que  l'indice  de 

d  '— -•'  loff  i'(e") 
Vj,  est  ou  n'est  pas  divisible  par  /,  en  même  temps  que  — —        — - — ,  ce  qui  achève 

la  démonstration  du  théorème. 

Corollaire.  —  Dans  le  cas  d'un  idéal  i  du  corps  c{Z.  -f  C~').  on  a  i'(^)  =  i'(v~*).  et, 
par  suite,  toutes  les  dérivées  d'ordre  impair  du  logarithme  sont  congrues  à  zéro 
pour  u  =  o,  en  particulier  la  (/ —  2v)'^'"^  . 

Donc,  tout  idéal  du  corps  cÇC,  -f-  'Ç~'),  dont  la  /'•'""'  puissance  est  un  idéal  principal, 
est  lui-même  idéal  principal. 


S  IX.  —  Condition  moyennant  laquelle  un  nombre  du  corps  c(Ç  +  Ç  '),  multiplié  par 
une  unité  convenable,  est  congru,  mod  l,  à  un  entier  rationnel. 

1  —  3 
Théorème  XII.   —  Si  /  ne  divise  qu'un  seul  B,  des premiers  nombres  de 

Bernoulli  et  qu'une  seule  fois,  tout  nombre  F(Q  du  corps  c(:^  +  ^~'),  qui  vérifie  la 
congruence 

dl^loghXe'') 


du^^ 


o,       (mod  /). 


peut,  après  multiplication  par  une  unité  convenable,  devenir  congru,  mod  /,  à  un 
entier  rationnel.  [Rummer'".] 

On  a,  en  effet,  dans  ce  cas,  en  appliquant  la  formule  (12)  : 

~     ^Lf(ÔJ=        du^        X,(g)  +  ...+         ^^,_3        X,_3(0.       (mod/). 

les  dérivées  d'ordres  impairs  disparaissant  à  cause  de  F(e")=  FÇe""). 

Employons  maintenant  les  unités  E„(ç),  pour  lesquelles  on  a,  d'après  la  for- 
mule (i4)  : 

Déterminons  les  entiers  i\  pour  n=i,  2,  ...,  \j. —  i,  à  l'exception  de  n  =  v  par 
les  congruences 


nous  aurons 


Vo.[|i]^^^^^^-..(«.       (.0.0, 
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et,  pour  /i  =  v,  on  a,  quel  que  soit  N,,  puisque  Bv  est  supposé  divisible  par  / 

Par  suite,  si  l'on  suppose 

dflogF(e")^ 


dn^' 
on  a 


o,       (mod  /), 


c'est-à-dire  en  posant 

ou 

F(Ç)E(Ç)=F(i)E(i),       (mod/).  C.  q.  f.  d. 

§  X.  —  Propriété  des  unités  congrues,  mod  /*.  à  un  entier  rationnel. 

Théorème  XIII.  —  Si  /  satisfait  aux  trois  conditions  suivantes  : 

/ 3 

I"  il  divise  un  seul  Bv  des premiers  nombres  de  Bernoulli, 

2 

2°  il  ne  divise  pas  le  second  facteur  du  nombre  de  classes, 
3°  Bv/  n'est  pas  divisible  par  f , 

(  —\ 
toute  unité  du  corps  cve  '  /  congrue,  mod  f,  à  un  entier  rationnel,  est  la  /"'""'  puis- 
sance d'une  unité  du  corps.  [Kummer '*'.]  (Théorème  correspondant  au  théorème  i56 
pour  les  corps  réguliers.) 

Démonstration.  —  Soit 

E(r)=-^rY-'*''Y^^...y^7' 

/  — 3 
l'expression  d'une  unité  quelconque  E(!^)  a  l'aide  d'un  système  de  [j.  —  i  ^ 

unités  fondamentales  y^,  ....  '(^_^'  et  soit 

£(^r*)  ^  ,^«t,  1  ,,^"*,  2  _  _  _   yj;*,,!^-',  (,,  =  0,  1,  2,  ...  ,  ^-2), 

celle  des  unités  circulaires. 
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On  en  déduit  pour  E(Z),  en  éliminant  les  y,  —  ce  qui  est  aisé  en  prenant  les  loga- 
rithmes, —  l'expression 

où  nous  supposons  que  t  représente  le  plus  petit  dénominateur  commun  des  fractions 
en  exposant.  Ce  dénominateur  t  n'est  pas  divisible  par/,  car  c'est  un  diviseur  du 

A 
déterminant  des  rik,  i,  et  ce  dernier  est  égal  au  quotient  —  des  déterminants  des  sys- 

«         n 

tèmes  de  logarithmes  des  unités  circulaires  et  des  unités  fondamentales,  c'est-à-dire 
(théorème  i^a)  au  second  facteur  du  nombre  de  classes,  facteur  non  divisible  par  /, 
d'après  l'hypothèse. 

Supposons  E(Ç)  congrue,  mod  f,  à  un  entier  rationnel  a.  Il  en  résulte  d'abord 
.v  =  o,  carde  E(Q^a,  mod  T,  résulte  E(u~') ^ E(Q,  mod  P,  ce  qui  exige,  comme 
les  unités  circulaires  sont  réelles,  C^  lr\  mod  f ,  et,  par  suite,  5  =  0. 

Ensuite,  comme  E(i)  est  congru  à  a,  et,  par  suite,  à  E(Ç),  mod  T,  on  a,  en  pre- 
nant les  logarithmes,  mod  f  (voir  §  \  1)  : 


^"^[■B^J^"'       (modf), 

ce  qui  donne,  en  développant  d'après  la  seconde  expression  de  E(C)  et  supprimant  le 
diviseur  /,  non  divisible  par  /  : 

m.  log  [-fg]  +  /".  log  [g]  +  . . .  +  m.,.,  log  [îÇp]  --  o .       (mod  0- 

Appliquons  à  £(c''*)  la  formule  (8),  paragraphe  VI,  en  remarquant  que  toutes  les 
dérivées  d'ordre  impair  sont  nulles  pour  m  =  o,  parce  que  ces  unités  sont  réelles,  et 
tenant  compte  de  ce  que  la  norme  est  égale  à  un  ;  nous  avons 

(/  -  .)  log  [!|^^J  ^  _  log  e(0'-'  +     V  .-'  ^"'^;^^"^ .  X,„(0 .     (mod  P)- 

Multiplions  par  m^  et  faisons  la  somme  pour  k=:=o,  i,  2,  ...,  y. —  2,  en  posant 
pour  abréger 

M„  =  ;^   ni,r^"". 


nous  aurons 


M„  log  3(0-  +    2   ^S'I'^^J'"^  ■  X,„(Ç)  ^  o,       (mod  f). 


Tl=i 
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On  trouve  aisément  e(i)  =  r.  et  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  possible,  r  choisi  de 
manière  que  /''"'  soit  congru  à  i,  mod  f,  on  aura  log  £(iV~'^o,  (mod  f).  En  expri- 
mant ensuite  que  les  coefficients  de  Ç,  Ç"",  etc..  sont  tous  divisibles  par  f,  on  a  un  sys- 
tème de  / —  I  congruences  linéaires  et  homogènes  indépendantes  par  rapport  aux 

l  —  ^         .   ■     ,.    d;"'\oge{e")  .       ^    , 

jj.  —  I  = produits  M„  — — -T-iTi '  ce  qui  entraîne,  pour  n^^  i,  2,  ...,  a —  i  : 


du' 


M.    "      Zr'^o,       (modO. 


Mais  on  a,  d'après  la  formule  (i3). 


dr\ogt(e")_  _      R, 

du""        ~^  '      ^  \nl' 

Cloge(0_  B„ 

(/«'"  ^  '      ^  ^  in' 


D'ailleurs,  on  a  toujours 

c/;Mog<^(0_d;iog^(0 


(mod  /), 


comme  on  le  voit  en  comparant  les  développements  de  log  '      ,  mod  f,  et 

mod  /  (les  X/Ç)  étant  congrus  dans  les  deux  développements,  d'après  le  théorème  de 

rf""log=(e") 
Fermât).  Donc  — — ^^7^7 — -  ne  peut  être  divisible  par  /  que  si  B„  l'est;  dans  le  cas 

actuel,  c'est  seulement  pour  n  =  v.  On  a,  par  suite,  M„^o,  (mod  /*),  sauf  pour 

n  =  v;  si  on  suppose  — t-eI^o,  (mod  f),  c'est-à-dire  Bv/eIeo.  (mod  f),  on  aura  néces- 

sairement  Mv^o,  (mod  /).  Posons  alors  Mv^aô/,  M„^ac,  (mod  f ),  nous  aurons, 
en  multipliant  M„  par  7'~"'*' et  ajoutant  pour  n^o,  1 \j. —  i  : 

ij.m^^  \).c  +  '^.hlr—-^^',       (mod  /*). 

ini^=   C   -\-   bh 2vW_|_5^/»,  (*  =  0,  1,,..,;;l-2.) 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  E(c),  tenant  compte  de  ce  que  la 
norme  de  e(X)  est  i  et  que.  t  étant  premier  à  /,  on  peut  déterminer  deux  entiers  d 
et  e  tels  que  td^  1  +  le,  on  trouve  aisément 

expression  où  E^  est  une  autre  unité,  ce  qui  démontre  le  théorème. 
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$  XI.  —  Théorème  sur  l'impossibilité  de  l'équation  (i),  dans  le  cas  de  x,  y  ou  z  divisible 
par  l,  lorsque  l  vérifie  les  trois  conditions  du  paragraphe  V. 

Théorème  XIV.  —  Si  /  satisfait  aux  trois  conditions  suivantes  : 

/ 3 

i"  il  divise  un  seul  B,  des premiers  nombres  de  Bernoulli,  et  une  seule 

2 

fois, 

3'  il  existe  un  module  pour  lequel  Ev  n'est  pas  reste  de  /'*™*  puissance, 

3'  Bv/  n'est  pas  divisible  par  P, 

l'équation  (i)  est  impossible  en  nombres  entiers  x,  y,  z  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  l'un  d'entre  eux  étant  divisible  par  une  puissance  quelconque  de  /.  [Kummer'*.] 
Soit  z  celui  des  trois  nombres  qui  est  divisible  par  /,  et  soit  /*  la  plus  haute  puis- 
sance de  /  qu'il  contient,  de  sorte  que  z  =  l''z^.  Considérons,  au  lieu  de  l'équation  (i), 
l'équation  plus  générale 

(i)'  u'  +  v'=E(3  — c  — rT'W, 

U,  V,  W  désignant  des  entiers  premiers  à  /  du  corps  c(X  +  Z,~*),  E  une  unité  quel- 
conque du  corps  ;  2  —  C  —  C~\  c'est-à-dire  (i  —  t^)(i  —  !;~'),  est  l'un  des facteurs 

2 

ôgaux  réels  de  l  dans  le  corps  c(^  -f  C*)  ;  enfin  m  est  supposé  plus  grand  que  un. 
L'équation  (i)  n'en  est  qu'un  cas  particulier,  correspondant  à 

(l—  i)  Z" 

V  =  x,    y  =  y,     W  =  —  z^,     m  =  k^- \     E  =  - 


Nous  allons  déduire  de  l'équation  (i)'  une  série  d'équations  de  même  forme  : 

U/  -f  V/  =  E,  (2  —  C  —  C"*)  "''' W/ , 

dans  laquelle  W^  contiendra  moins  de  facteurs  idéaux  premiers  que  Wi_, .   Ceci 
conduit  à  une  contradiction  qui  entraîne  l'impossibilité  de  l'équation  (i)';  car  W  ne 
contenant  qu'un  nombre  limité  de  facteurs  premiers,  on  sera  forcément  arrêté  dans 
îa  série  des  transformations  précédentes. 
Ecrivons  l'équation  (i)' 

(u-hV)(u  +  çv)...(U  +  c'-'V)  =  E(2-ç-r*)'"'.w'. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  facteurs  du  premier  membre  est  i  —  Ç,  et  ce 
facteur  i  —  ^  ne  peut  diviser  plusieurs  fois  que  le  seul  facteur  U  4-  V,  car  si  U  4-  ^""V 
était  divisible  par  (i  —  Q*,  il  en  serait  de  même,  comme  on  le  voit  en  changeant 
Fac.  de  T.,  3«  S.,  III.  65 
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C  en  C~S  de  U  +  C~'"V,  et,  par  su  le,  de  (Ç*" — C~0^.  ce  qui  est  impossible,  si  r  n'est 
pas  nul,  V  étant  premier  à  /.  On  a  donc,  le  nombre  total  des  facteurs  i  —  X^ 
étant  iml, 

(A)  u  +  rv  =  e,(i  — OV,  ('•='.» '-') 

(B)  U4-  V   =3(2-C-C-*)'"'"^J', 

les  e^  et  e  étant  des  unités  (^),  les  1^  des  idéaux  du  corps  c(Ç)  et  J  un  idéal  du 
corps  c(ç  +  Ç~*),  car  il  ne  change  pas  par  la  substitution  (Ç,  Ç"'),  vu  l'équation  (B). 

Ces  idéaux  I^  et  J  sont  des  idéaux  principaux. 

Car  on  a,  en  éliminant  U  : 

V=  — £,.!,    +£. ^^-^r J   • 

V  et  £^1/  sont  donc  congrus  mod  /,  et  il  en  est  alors  de  même  de  leurs  dérivées  loga- 
rithmiques (voir  S  i3i,  note) 

dj-^"  log  V(g»)  _  d'-^-^  log  e^e-)      d>-^^  log  l,(e")' 

mais  comme  V(e")  =  V(e~"y  et  que  /  —  2v  est  impair,  on  a 

d'-^^log\{e^) 


du^-'- 


^^o,       (mod  /), 


et  de  même,  parce  que  l'on  a  £^(^)  =^  C'£,.(^  ').  d'après  une  propriété  générale  des 
unités  (théorème  48)  : 

rf^2v  log  £,(e") 


par  conséquent  on  a  aussi 

rf^2vlogI^(e«)'^ 


o,       (mod  /); 


o,       (mod  /), 


et  il  en  résulte  (théorème  XI)  que  I^  est  un  idéal  principal. 

D'ailleurs,  J  est  aussi  principal  d'après  le  corollaire  du  même  théorème. 

Le  produit  de  I,.(OI^(C~*)  po-^  une  unité  convenable  est  congru,  mod  l,  à  un  entier 
rationnel. 

En  effet,  en  observant  que  V,  £  et  J  ne  changent  pas  par  la  substitution  (^,  ^~';. 
on  a 

£r(Ç)lr(0    —  SA^       )i,.(^       )—  ^   _^r ' 


(*)  Dans  ce  paragraphe,  e  désigne  une  unité  quelconque  et  non  l'unité  circulaire. 
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d'où,  comme  I^(Ç)'  est  congru,  mod  /,  à  un  entier  rationnel,  et  par  suite  à  I^(Ç~*y, 

la  congruence 

6,(0  ^3.(r),       (modO, 

ce  qui  exige,  vu  la  propriété  générale  des  unités  (c(0  =  C'sCC"')) . 

En  divisant  alors  par  £^(Ç)  et  remplaçant  2  —  ç  —  ç~'  par  — ^~\i  —  0*»  011  ^ 

(G)       .  i^(çy— i.(r*)'=^'(i-o'*"'"*'J'. 

où  s!  désigne  une  unité. 

I^  ne  figure  dans  toutes  nos  équations  qu'à  la  puissance  Z'«™«;  on  peut  donc  le  sup- 
poser semi-primaire,  c'est-à-dire  congru,  mod  (i  —  Cf,  à  un  entier  rationnel,  en  le 
multipliant  au  besoin  par  une  puissance  convenable  de  Ç  (8  ii5).  En  décomposant 
alors  le  premier  membre  de  (G)  en  ses  /  facteurs  linéaires  de  la  forme  I^(Ç)  —  ^'I^(Ç~'), 
on  voit,  comme  plus  haut,  qu'ils  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  i  —  H^,  et 
que  le  seul  facteur  1^(Ç)  —  I^CS"*)  est  divisible  plusieurs  fois  par  i  — u  (un  facteur 
I  (Ç)  —  C'Ir(C~*)  ne  peut  l'être  si  i  n'est  pas  nul,  puisque  IJX)  congru,  mod  (i  —  Z)*,  à 
ii.ie  entier  rationnel,  est  congru  à  1^(Ç~*)V  On  a  donc,  les  1/  et  J'  étant  des  idéaux  : 

uo-c'i.(r)  =  e;(çj.(i-c')-i/ay.  «='-^ '-»' 

En  résolvant  par  rapport  à  1^(Q  et  I,.(C~').  on  en  tire  les  congruences 

K(0    =6/(01/(0'. 


,    ,      (mod  (i—O '*"'""'). 

i,(r)  =  s/'(r)V(r)'/ 

('.'où,  comme  m  est  >>  I, 

I.(Ol(r)  =  e/'(0.e/(r).[I/(0-I/(r)]',       (modO, 

1/(0 . 1/(C~*)'  idéal  du  corps  c(^  4-  C~').  dont  la  Z'^"*^  puissance  est  un  idéal  principal, 
est  lui-même  principal  (corollaire  du  théorème  XI)  ;  de  sorte,  qu'en  tenant  compte  de 
la  congruence  ci-dessus,  on  a 

e  log  [I,(e").I..(g-'0]_<^-  log  [s;(e»).e/(e-0] 

c'est-à-dire,  vu  la  propriété  générale  des  unités, 

dl"  log  [lie"). lie-")] 


(mod  [), 


du-^ 


o,       (mod  l). 


(6  qui  prouve,  vu  le  théorème  XII,  qu'en  multipliant  1^(0  •  I,.(C~*)  P^ir  une  unité  con- 
venable A^(0,  on  rend  ce  produit  congru,  mod  /,  à  un  entier  rationnel.  On  démon- 
trerait de  plus,  comme  pour  s,.,  que  A^  est  une  unité  du  corps  c('Ç,  -|-  C~'). 
On  déduit  de  (i)'  une  équation  de  même  forme. 
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Multiplions  l'équation  (A)  par  celle  qu'on  obtient  par  la  substitution  (Ç,  ^'), 
on  a 

u'  +  (r  +  rouv  +  v = e,(c) .  £,(r)  •  (2  -  r  -  d  .  [1.(0 .  i^cr')]'  ; 

de  même, 

u*  +  (r  4-  r)uv  4-  r = £,(0 .  £.(r') .  (^  -  r  -  r) .  ihio  •  i(r')]  ', 

et  en  élevant  (B)  au  carré,  on  a 

U'  + 2UV  +  V*  =  £  (0*.  (2— c  —  O  ""'"'""'.  J(ç)*'. 

Si  on  élimine  U*  +  V*  et  UV  entre  ces  trois  équations,  on  a 

£,(ç) .  e,(r  ) .  [1.(0 .  Kir')]'  -  £,(0  •  s,(s-')  •  [1.(0  ■  i(r  )]' 

^  s(o'  ■  (2  -  g  -  r')*  ■  (r  +  r''  -  r  -  r*-)  J(g)'' 
(3_ç'-_r'-)(3-r-r') 

En  posant,  pour  abréger, 

A,(o .  1,(0.  i.(r')  =  u'(o,       A.(o.  1,(0-  i.(r)  =  v'(o, 

e.(0.e.(r)_      ,,.  e,(0.e,(r')  .,, 


A,(0*  -^'^  A,(0* 

c,(O.U'(0'-e.(O.V'(0 


on  a 

r...i        .  .y.    .ruy.i^  £(0'.  (2- ^  -  Q*.  (C  +  T'' -Ç- Q  •  J(0'' 

(^-^-^-^(a-r-r) 

et  en  observant  que  X,''  +  ^~'"  —  !^*  —  Ç~*  est  divisible  une  fois  par  2  —  Ç  —  Ç~* ,  et  di^ 
même  2  —  C*^  —  Ç"*"  et  2  —  Ç*  —  ^~*,  on  a,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur  2m/ —  /  +  1 , 
et  désignant  par  E,  une  unité  : 

u"_-^v'-'=  E..(2  _  ç_  ^-.y^—^'j.', 

ce  qui  donne  la  congruence 

U"  =  -^V",       (modn. 

Mais  U'  et  V  étant  congrus,  mod  Z,  à  des  entiers  rationnels,  U"  et  V"  sont  congrus, 

mod  /*,  à  des  entiers  rationnels;  donc,  l'unité  — ^  est  congrue,  mod  /*,  à  un  entin 

t 

rationnel,  et  elle  est,  d'après  le  théorème  (XIII),  la  /'^'"*  puissance  d'une  unité  ®(ç). 
En  posant  alors 

on  a  l'équation 

U/ +  v/=:  E/2  —  ç—r*)  •"""'"  w/, 

de  même  forme  que  celle  dont  on  est  parti  et  qui  doit  encore  être  vérifiée  par  des 
entiers  U, ,  V,,  W^  du  corps  c{^  -\-  C~*)  premiers  entre  eux  et  à  /.  Par  le  même  pro- 
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cédé  on  en  déduirait  une  troisième  et  ainsi  de  suite  indéfiniment;  mais  c'est  impos- 
sible, car  le  nombre  des  facteurs  idéaux  des  W  va  en  diminuant. 
En  effet,  on  a  d'abord  : 

W=I.I,...V.J. 

Comme  tous  les  facteurs  du  second  membre  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
W, ,  qui  est  égal  à  J*,  ne  pourrait  donc  contenir  tous  les  facteurs  idéaux  de  W  que  si 

tous  les  1  étaient  des  unités,  c'est-a-dire ,  d'après  (A),  que  si  ;:-  était,  pour 

toute  valeur  de  r,  une  unité  ;  en  changeant  alors  ^  en  l,~*  on  devrait  avoir  (propriété 
générale  des  unités)  : 

c'est-à-dire 

u(,  +  --*)  +  v(ç'-  +  !:*)  =  o. 

Mais  comme,  d'après  (B),  on  a 

U  +  V  =  o,       (mod/). 

il  en  résulterait 

I  4-r'^*— r— C*  =  o.       (mod/), 

c'est-à-dire 

(i-r)(i-C*)  =  o.       (mod/)/ 

ce  qui  est  impossible  en  dehors  de  /  égal  à  3,  cas  exclu,  ou  de  k  égal  à  o,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu,  car  alors  on  aurait  U  +  V'^o,  W  =  o. 

Le  théorème  est  ainsi  complètement  démontré. 

D'après  l'expression  du  premier  facteur  du  nombre  de  classes  pour  les  nombres 
premiers  inférieurs  à  loo,  expression  donnée  par  Kummer  (Journal  de  Liouville, 
tome  XVI),  87,  59  et  67  sont  les  seuls  inombres  premiers  non  réguliers  inférieurs 
à  100.  Ils  entrent  une  fois  et  une  seule  dans  ce  premier  facteur.  Relativement  aux 
deux  autres  conditions,  on  a  V3,=  i6,  Vj,  =  23,  Vg,  =  29,  et  Kummer  a  trouvé 
Ind  E,j^24,  mod  87,  pour  le  facteur  idéal  de  149  correspondant  à  ^ — 17, 
Ind  Ej,^5o,  mod  69,  pour  l'idéal  de  709  correspondant  à  'C,  —  385,  Ind  E„^4. 
mod  67,  pour  l'idéal  de  269  correspondant  à  ^  —  47  (2  étant  choisi  dans  les  trois  cas 
pour  la  racine  primitive,  mod  /,  qui  figure  dans  Ev).  Enfin,  les  nombres  Bv/  sont 
congrus  respectivement  à  35  X  87*,  mod  87',  4i  X  59*,  mod  59*,  et  49  X  67', 
mod.  67'.  Les  trois  conditions  requises  pour  la  démonstration  sont  donc  remplies, 
de  sorte  que  l'impossibilité  de  l'équation  (i)  est  établie  pour  tous  les  exposants  pre- 
miers /  inférieurs  à  100. 
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En  dehors  du  résultat  de  Kummer,  il  a  été  obtenu  peu  de  résultats  nouveaux, 
dans  le  cas  où  xyz  est  ^o,  (mod  t). 

Signalons  seulement  un  résultat  négatif,  qui  conduit  à  abandonner  une  méthode 
qui  paraissait  s'appliquer  aussi  bien  aux  deux  cas  de  xyz^o  ou  =|=o,  (mod  l). 

Il  paraissait  naturel  de  chercher  si  la  congruence  a;"  +  y"  +  2"^o,  mod  p,  ne 
serait  pas  impossible  en  nombres  entiers  premiers  h  p,  pourvu  seulement  qu'on  prît 
le  module  p  suffisamment  grand  :  car,  dans  le  cas  de  l'affirmative,  l'impossibilité  de 
l'équation  (i)  se  trouverait  complètement  démontrée.  Mais  Dickson  a  montré  que 
cette  méthode  devait  être  abandonnée,  car  : 

Théorème  XV.  —  La  congruence  a;"  +  y"  +  y"^o,  mod  p,  a  toujours  des  solu- 
l'ons  X,  y,  z,  premières  à  jd,  dès  que  p  dépasse  une  certaine  limite.  (Dickson,  On  the 
congruence  x"  +  y"  +  2"^o,  mod  p;  et  Lower  limit  for  the  number  of  sets  of  solu- 
tions o/x*  +  y*  +  z*^o,  mod  p.  J.  f.  d.  Mathematik,  Band  i35.) 

Hurwitz  a  donné  de  cette  proposition  une  démonstration  plus  élémentaire  tout 
en  la  généralisant.  {Ueber  die  Congruenz  ax'  +  hy*  +  cz'^o,  mod/}.  J.  f.  d.  Mathe- 
matik, Band  i36.) 


ERRATA  ET  RECTIFICATIONS 


Page    9,  ligne  12.  Au  lieu  de  au  domaine,  lire  :  ou  domaine. 
10,  i3.  Au  lieu  de  a„,  lire  :  a"*. 

■  m' 

,  »  i5.  Dans  l'énoncé  du  théorème  2,  l'expression ybnc//o/i  entière  est 

synonyme  de  polynôme  entier  (et  non  de  série  entière);  il  en 
est  de  même  dans  tout  l'ouvrageJ 
»  1 5  et  2 1 .  Après  coefficients  entiers,  ajouter  :  rationnels. 

12.  Remplacer  la  ligne  iS  par  : 

^  ^|i,a,...,a),      ■...a"'-'|^|i,a,...,<o,...,a"'-'|x|l,a,  ...,a^-,...,a'"-|^  A.^. 
"'        |i,a,...,a'-\...,x"'-*|  l^a,...,*'-,...,*"-!'  rf(a)- 

Page  12.  Dans  l'avant-dernière  ligne,  remplacer  O!,*',  ...,  Of*  par  :  0^^\  ...,  Oi*^ 
i3,  ligne    5.  Après  nombre,  ajouter  :  entier. 
i4-  Intervertir  la  ligne  ig  et  la  ligne  de  points  suivante. 
i5.  ligne    i.  Ajouter  à  lajin  :  ou  module  a. 

»  3.  ^tt  lieu  de  d'après,  lire  :  suivant. 

»  10.  Après  coefficients,  ajouter  :  entiers. 

»  22.  Après  restes,  ajouter  :  positifs. 

».  Dans  l'antépénultième  ligne,  après  premiers,  ajouter  :  entre  eux. 

16,  ligne  i5.  Au  lieu  de  entier  w,  lire  :  entier  algébrique  w. 
»  26.  Au  lieu  de  puissance,  lire  :  forme. 

»  28.  Remplacer  le  point-virgule  après  n  par  une  virgule. 

17,  3.  Après  (a),  ajouter  un  point-virgule. 

»  23.  Ajouter  un  point-virgule  avant  :  par  hypothèse. 

19,  I.  .4m  lieu  de  claire,  lire  :  clair. 

»  il\..  Au  lieu  de  puissances  de  «,  lire  :  puissances  de  u. 

»  1"].  Au  lieu  de  b,  lire  :  G. 

»  29.  Au  lieu  de  égal,  lire  :  équivalent. 

Si.  Après  première,  ajouter  :  P. 


» 
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Page  20.  Dans  l'énoncé  du  théorème  17,  après  nombre,  ajouter  :  premier. 

21,  ligne  22.  Au  lieu  de  incongrus  à,  lire  :  incongrus  suivant. 

»  Dans  l'antépénultième  ligne,  remplacer  les  formes  par  :  des  fqrmes. 

22,  ligne    2..  Au  lieu  de  exciterait,  lire  :  existerait. 
28,  i'].  Au  lieu  de  premier,  lire:  premiers. 
24,  ^.  Au  lieu  de  d'après,  lire  :  suivant. 

»  II.  Remplacer  les  coefficients  a,  a,,  etc.,  par  :  a,  a^,  etc. 

»  ili.  Au  lieu  de  Fx,  lire  :  F(x). 

26,  8  et  9.  Au  lieu  de  d'après,  lire  :  suivant. 

»  12.  Mettre  des  virgules  après  alors,  et  après  suivant  p. 

»  i3.  Au  lieu  de  (p),  lire  (p*). 

»  ili.  Au  lieu  de  a^,  lire  :  a^. 

»  iG.  Au  lieu  de  a^,  lire  :  a,. 

»    Dans  l'antépénultième  ligne,  mettre  une  virgule  entre  p  et  P(p). 

26,  ligne    6.  Mettre  :  d  =  ,  devant  le  carré  du  déterminant. 

27,  Dans  la  dernière  ligne,  après  et,  ajouter  :  est. 

28,  Ajouter  à  la  fn  : 

«  Toutefois,  si  (/>)  n'est  divisible  que  par  p  et  non  par  p*,  ces  coeffi- 
cients peuvent  être  tous  divisibles  par  p*.  S'il  en  est  ainsi,  il  suffit,  pour 
obtenir  une  fonction  11^  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé,  de  pren- 
dre II,  =  11(03;  M, ,  ...,  «,„)  +  kp ,  k  étant  un  entier  quelconque  premier 
à/)».  (G.  H.  et  ï.  G.) 

29,  ligne    6.  Au  lieu  de  suites,  lire  :  seules. 
»  12.  Au  lieu  de  p*,  lire  :  p^. 

»  i3.  Au  lieu  de  où  e'<^  e  et  F,  lire  :  où  l'on  a  e'<C  e  et  où  F  est. 

»  Dans  l'antépénultième  ligne,  remplacer  nombre  par  :  membre. 

30,  ligne  16.  Au  lieu  de  précédentes,  lire  :  précédents. 
3i,  I.  Au  lieu  de  des  U,^,  lire  :  les  U^^. 

82,  i5.  Supprimer  les  points  après  :  II'*'. 

»  6,  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  nombre,  lire  :  membre. 

34,  7-  Au  lieu  de  choisis,  lire  :  choisi. 

36,  I.  Au  lieu  de  de,  lire  :  le. 

87,  7,  à  partir  du  bas.  Après  degré,  ajouter  :  r. 

»  4?  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  M ,  lire  :  m. 

38,  7.  Remplacer  le  troisième  terme  écrit  par  :  (S'*^"**) 

»  i5.  Remplacer  Q^  par  :  Q[. 

»  22.  Au  lieu  de  déterminantes,  lire  :  déterminants. 

»  Dans  la  dernière  ligne,  au  lieu  de  déterminant,  lire  :  discriminant. 

4o,  ligne    5.  Après  et,  ajouter  :  de. 
4i,  4-  ^M  iisu  ^^  conjuguées,  lire  :  conjugués. 
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Page  4I5  ligne  19.  Remplacer  fs<  par  :  f,. 

»  20.  Rectifier  la  seconde  égalité  (8)  de  la  façon  suivante  : 

isf-i 

43,  6,  à  partir  du  bas.  Après  formons,  ajouter  :  au  moyen  de  ces  nom- 

bres. 

46,  6.  Remplacer  A^  ''  par  :  A^  =  e^  '"  . 

47,  7.  Dans  le  dernier  crochet,  remplacer  /^((x)  par  :  ^^(x). 

49,  1  et  2.  Remplacer  deux  quelconques  de  ces  puissances  par  :  il  y 

aura  deux  de  ces  puissances  qui. 

»  6.  Supprimer  :  chaque  fois. 

»  '].  Au  lieu  de  H^,  lire  :  Hj. 

»  8.  Au  lieu  de  Mt^,  lire  :  Ht^. 

»  9.  Au  lieu  de  composants,  lire  :  exposants  de. 

»    Dans  l'avant-dernière  ligne,  au  lieu  de  p",  lire  :  p**. 
02,  ligne  10,  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  (j),  lire  :  n(i). 

53,  5,  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  déterminantes,  lire  :  déterminants.  ■ 

54,  4-  ^M  ii^u  de  déterminants,  lire  :  déterminant. 

55,  8.  Mettre  une  virgule  après  et,   et  remplacer  le   point-  virgule 

après  =  o  par  une  virgule. 
»  10.  Au  lieu  de  |^'"(^(),  lire  :  |f  >(ç)| . 

57,  6.  Remplacer  l^^{r^  par  :  l^^iyi). 

»  8.  Remplacer  /^ .  (71)  ==  l^^ (^)  par  :  l^^{r^)  =  /^.(^) . 

58,  17.  Après  norme,  ajouter  :  n. 

60.  8.  Après  nombres  premiers,  ajouter  :  p. 
»  9.  Supprimer  ;  du  corps. 

»  17.  Au  lieu  de  h      ,  lire  :  h^ —  i,  et  au  lieu  de  Aj',  lire  :  A*i. 

))  9,  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  puissance  de  H^ ,  lire  :  puissance  de  H^ .. 

61.  Dernière  ligne,  remplacer  la  dernière  égalité  par  :  y  (A)  =  e  ''g  . 

62.  ligne    4»  à  partir  du  bas.  Après  entiers,  ajouter  :  des  coefficients. 

63.  Au  bas  de  la  page,  supprimer  les  accents  des  x  dans  la  première  ligne 

du  déterminant. 

64.  L'anneau  est  ce  que  Dedekind  a  appelé  ordre. 

»    ligne    5,  à  partir  du  bas.  Après  discriminant,  supprimer  :  de. 
66,  3.  Au  lieu  de  c=:fO,  lire  :  S  =  fb. 

»  2,  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  déterminant,  lire  :  discriminant. 

71.  Dans  la  formule  au  bas  de  la  page,yaire  passer  loK^  au  dénominateur^ 
et  w^R  au  numérateur. 

225.  Au   lieu   de   corps  des  nombres  de  Galois,   lire  :   corps  de   nombres  de 
Galois. 

Fuc.  de  T.,  3e  S.,  III.  66 
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Pag"e  244^  lig'ne    3.  Au  lieu  de  onçendrent  des  classes,  lire  :  eng^endrent  les  classes. 
260,  i3.  Après  est  congru,  ajouter  :  mod  w. 

»  il^.  Au  lieu  de  dans  k{\/m)  un  nombre  entier,  lire  :  un  nombre 

entier  dans /c(Y//n). 
290,  17.  Au  lieu  de  Si  le  corps  K,  lire  :  Le  corps  K  qui, 

298,  I  et  4-  Au  lieu  de  différent,  lire  :  différant. 

3 12,  i5,  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  mod  (j) ,  lire  :  mod  j . 

3i3,  2.  Au  lieu  de  (ÇX  —  i)",  lire  :  (^  —  i)". 

332,  4»  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  Yl(i  — e),  lire  :  Y[{i  — s^). 

(e)  (e) 

337.  A  la  dernière  lig'ne,  au  lieu  de  note  I,  lire  :  note  V. 

35 1,  lig'ne    2,  à  partir  du  bas.  Lire  à  la  fin  :  Î^M*>  ^u  lieu  de  :  M*- 

355,  16  et  18.  Au  lieu  de  S~',  lire  :  S'~^ 

))  25.  Au  lieu  de  différent,  lire  :  dififérant. 

36o,  19,  à   partir  du  bas.    Au   lieu  de  [^''(i — X*"^')'^  i  —  X'",   lire  : 

ix»(i— x*^7*=  I  — X'. 

374,  1 1 ,  à  partir  du  haut  et  ligne  2  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  x,  lire  :  /.. 

375,  12,  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  i,,  lire  ;  i. 
4ï5,  5.  Au  lieu  de  parag-raphes,  lire  :  paragraphe. 
475,  3,  à  partir  du  bas.  Au  lieu  de  et  que,  lire  :  et. 
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